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前 — F 


物理 学 号 称 “ 科 学 技术 之 母 ”。 物 理学 的 主体 乃 是 对 于 物质 结构 层次 和 时 空 观 的 探 
索 。 正 是 这 种 探索 带 来 了 生产 技术 的 发 展 变革 ， 而 现今 的 粒子 物理 学 则 是 处 于 这 种 探索 
的 前 治 ， 因 此 ， 作 为 这 一 研究 前 沿 的 理论 工具 ， 量 子 场 论 在 物理 学 里 处 于 十 分 重要 的 地 
位 。 现 今 ， 量 子 场 论 的 用 处 已 超出 粒子 物理 学 的 范围 ， 它 在 统计 物理 、 固 体 物理 等 物理 
学 分 支 里 均 获得 了 许多 应 用 。 

在 许多 高 等 院 校 里 ， 量 子 场 论 是 一 门 必修 课 或 选修 课 。 因 而 适合 于 初学 者 的 基础 教 
材 就 十 分 急需 。 近 十 余年 出 版 的 中 外 文 量子 场 论 专著 ， 其 着 眼 点 多 是 把 读者 尽快 引导 到 
研究 前 沿 ， 起 点 均 较 高 。 这 些 深奥 的 专著 的 确 是 深入 学 习 的 好 书 ， 但 初学 者 更 急需 一 本 
入 门 书 。 本 书 编写 的 指导 思想 是 ， 作 为 一 本 针对 初学 者 的 基础 教材 和 教学 参考 书 ， 应 具 
有 如 下 诸 特点，〈 1 ) 它 既 要 降低 起 点 ， 又 要 具有 适当 的 深度 ， 以 便 使 读者 既 易 入 门 ， 
又 能 为 学 习 现 有 专著 打下 必要 的 基础 ，〈 2 ) 它 应 尽 可 能 清晰 透彻 地 阐述 物理 思想 和 物 
理 概念 。 物理 理论 的 思想 、 概 念 是 其 灵魂 ， 数 学 则 是 构成 理论 的 形式 体系 、 揭 露 物理 实 
质 、 获 得 物理 结果 的 必要 工具 ， 因 此 ， 这 两 方面 应 密切 结合 起 来 。 在 保证 叙述 连贯 性 的 
前 提 下 ， 尽 可 能 详 述 数学 推算 方法 ， 这 样 ， 教 师 在 课堂 上 不 必 进 行 繁琐 的 推算 ， 而 把 时 
间 主 要 用 于 讲解 物理 内 容 ，〈 3 ) 学 生 的 知识 最 终 来 自 他 们 自己 的 独立 钻研 ， 教 师 的 讲 
授 旨 在 为 学 生 课 后 的 钻研 指明 道路 ， 并 通过 讲授 传授 具体 的 治学 方法 。 因 此 ， 书 应 写 得 
详细 易 读 ， 应 充分 考虑 到 初学 者 〈 特 别 是 自学 者 ) 的 困难 ， 这 样 ， 教 材 的 大 部 分 内 容 就 
可 在 教师 指导 下 让 学 生 自己 阅读 ， 借 以 培养 自学 能 力 ，〈 4 ) 量子 场 论 并 不 是 最 终 的 理 
i. 为 了 培养 青年 一 代 的 创造 力 ， 教 材 既 要 以 介绍 正统 理论 为 主要 任务 ， 又 要 适当 提出 
问题 ， 启 发 读者 自己 的 思考 

编者 虽然 学 识 浅薄 ， 但 在 上 述 指导 思想 的 促使 下 ， 结 合 教学 需要 于 1981 年 上 半年 写 
成 本 书 初稿 。 此 后 在 教学 基础 上 几经 修改 而 形成 本 书 。 本 书 在 出 版 前 曾 送 往 许多 兄弟 院 
校 征求 意见 ， 并 得 到 有 关 专 家 和 许多 老师 的 热情 支持 和 肯定 ， 普 遍 认 为 本 书 适 于 作 基 础 
教材 也 可 供 有 关 专 业 的 研究 生 参考 ， 可 望 对 量子 场 论 的 教学 有 益 

本 书 内 容 可 划分 为 六 个 部 分 ， 第 一 部 分 (第 一 章 ) 详 述 相对 论 波动 方程 的 有 关 知 
识 ， 这 是 全 书 的 基础 ， 第 二 部 分 (第 二 至 四 章 ) 中 心 问题 是 量子 化 ， 这 是 初学 者 学 习 量 子 
场 论 时 过 到 的 一 个 难点 ， 本 书 没有 一 开始 就 讲述 正则 量子 化 的 形式 体系 ， 而 是 首先 用 一 
章 (第 二 章 ) 来 叙述 从 量子 力学 过 渡 到 量子 场 论 时 物理 思想 和 概念 的 变化 ， 第 三 部 分 
《第 五 至 七 章 ) 令 述 自由 场 的 量子 理论 ， 其 中 对 Feynman 传 播 函数 、 不 定 度 规 等 ， 较 多 地 
谈 了 编者 自己 的 看 法 ， 第 四 部 分 (第 八 至 十 章 ) 令 述 相互 作用 和 微 扰 论 ， 举 了 较 多 的 相互 
作用 实例 ， 其 中 既 有 早期 的 典型 实例 ， 也 有 近 十 余年 来 在 理论 和 实验 两 方面 处 于 重要 地 
位 的 实例 ， 在 第 十 章 里 ， 注 意 把 理论 结果 与 实验 事实 进行 比较 ， 第 五 部 分 (第 十 一 章 》 


介绍 QED 重 整 化 的 基本 思想 和 基本 方法 。 重 整 化 是 初学 者 学 习 量子 场 论 的 又 一 难点 。 
本 书 在 保持 科学 性 和 严谨 性 的 前 提 下 ， 力 图 把 这 一 章 叙 述 得 易于 理解 。 初 学 者 对 发 散 积 
分 的 处 理 感 到 特别 困难 ， 针 对 这 一 点 ， 书 中 不 但 详细 介绍 了 Pauli-Villars 正规 化 和 维 数 
正规 化 《后 者 是 近 十 余年 发 展 起 来 的 处 理发 散 积分 的 新 方法 ) 的 基本 思想 和 基本 方法 ， 
而 且 以 旋 量 电动 力学 的 三 个 基本 的 单 转 图 为 例 进行 了 详细 的 计算 ， 第 六 部 分 是 附录 ， 其 
中 ， 附 录 三 详 述 了 Pauli 度 规 和 Biorken-Drell 度 规 ， 并 给 出 两 种 度 规 之 间 的 联系 与 过 滤 
(这 在 同类 书 里 是 没有 的 ) ， 这 样 做 ， 旨 在 帮助 读者 阅读 不 同 度 规 的 参考 书刊 。 最 后 的 
附录 四 给 出 计算 正规 化 积分 的 公式 ， 并 对 其 中 的 某 些 公式 作 了 证 明 。 此 外 ， 为 了 配合 教 
学 需要 ， 每 章 末 都 附 有 一 定数 量 的 习题 和 思考 题 ， 其 中 少数 打 “*。 ”号 的 是 并 无 现成 答 
R, 读者 可 充分 发 挥 自己 的 思考 。 本 书 中 涉及 电磁 学 的 量 均 采用 洛 伦 兹 - 玄 维 赛 单 位 
制 ， 并 取 h =c = 1. 

本 书 车 作为 教材 ， 教 师 只 需 择 重 讲解 ， 学 生 就 可 顺利 地 阅读 ， 对 于 自学 者 ， 倘 车 已 
具有 较 好 的 初等 量子 力学 基础 ， 就 可 顺利 阅读 本 书 。 

复旦 大 学 倪 光 炯 教授 对 编写 本 书 给 予 了 热情 的 支持 、 训 励 ， 并 在 百人 忙 中 审阅 了 本 书 
的 书稿 ， 云 南大 学 王 仲 永 教授 对 本 书 出 版 十 分 关心 ， 并 向 出 版 社 推荐 本 书 的 书稿 ， 编 者 
在 此 对 两 位 教授 致 以 顽 心 感谢 ， 国 内 许多 兄弟 院 校 的 老师 曾 先后 来 信 叶 书稿 给 予 热情 肯 
定 并 提出 宝贵 的 修改 意见 ， 编 者 对 各 位 老师 深 表 谢意 ， 云 南 科技 出 版 社 的 单 沛 范 总 编 、 
责任 编辑 戴 彦 同志 为 本 书 出 版 和 编辑 做 了 大 量 工作 ， 云 南 师 范 大 学 校 领导 、 科 研 处 以 及 
物理 系 党 政 领导 同志 热情 关心 本 书 的 出 版 并 给 予 巨大 的 支持 ， 编 者 在 此 一 并 致 以 衷心 的 
感谢 ， 由 于 编者 水 平 有 限 ， 书 中 难免 还 有 不 妥 之 处 ， 欢 迎 读者 批评 指正 。 
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第 一 章 。 相对 论 量子 力学 方程 


相对 论 性 量子 力学 是 人 们 把 量子 论 和 相对 论 结合 起 来 的 第 一 次 尝试 ， 其 目的 是 要 把 
描写 低速 微观 现象 的 非 相 对 论 量 子 力 学 推广 到 高 速 微观 现象 的 领域 ， 由 于 这 样 建立 起 来 
的 相对 论 波动 方程 存在 着 负 能 困难 和 负 几 率 困难 ， 因 而 这 第 一 次 尝试 未 能 圆满 地 取得 预 
期 的 成 功 。 虽然 如 此 ， 这 一 尝试 却 为 量子 场 论 的 建立 莫 定 了 基础 。 

怎样 把 非 相对 论 量子 力学 推广 到 相对 论 领域 里 去 呢 ， 根 据 爱 因 斯 坦 发 展 了 的 相对 性 
原理 ， 在 不 同 的 Lorentz 参考 系 里 ， 物 理 规律 是 相同 的 。 这 就 意味 着 物理 学 的 基本 方程 
式 和 关系 式 应 当 具 有 Lorentz 不 变性 〈 相 对 论 原则 ) 。 因 此 ， 相 对 论 量子 力学 的 基本 方 
程式 必须 既 具 有 Lorentz 不 变性 ， 又 符合 量子 力学 的 基本 原理 。 在 本 世纪 二 十 年 代 末 


期 ，Klein 和 Dirac 等 人 正 是 从 这 样 的 考虑 出 发 建立 了 自 施 零 和 自 施 二 粒子 的 相对 论 波动 
HAR. 


§1 Klein-Gordon 方 程 


1926 一 1927 年 Klein 和 Gordon 建 立 了 第 一 个 相对 论 波动 方程 式 ， 即 Klein-Gordon 方 
程式 (以 下 简称 K 一 G 方 程式 ) 。 在 非 相对 论 量 子 力学 里 ， 自 由 粒子 的 Schr6dinger 方程 
式 是 用 如 下 的 量子 化 手续 建立 的 ， 首 先 假定 如 下 的 算 符 对 应 关系 : 


i t Ë 
p ia 
(1.1) 


k—— iy=f 

x 一 -一 一 一 从 =x 
Jh, E. k 分 别 是 单 粒子 能 量 、 动 量 ，x 是 空间 点 的 坐标 。 其 次 ， 假 定 动量 算 符 信和 
坐标 算 符 x 满足 如 下 对 易 关 系 ， 

[se Amida. (ho ilis 2 3) (1.2) 
在 上 述 两 点 假设 下 ， 立 即 可 从 经 典 的 能 量 、 动 量 关系 建立 起 如 下 的 算 符 关系 : 


1 -9 =ñ, (1.3) 
RE, R= - aB BFM Hamilton 8 Ë, 由 于 微观 粒子 具有 波 粒 二 象 性 ， 尚 


1 


需 假 定 其 状态 要 用 Hilbert 空 间 的 态 矢 量 j (x, 1) 383838. 将 (1.3)〉 式 作用 于 态 失 量 中 ， 
便 得 到 自由 粒子 的 Schr5dinger 方 程式 


bt) = y 0 D. (1.4) 


HAR (1.4) 包含 对 时 间 坐 标的 一 阶 导数 和 对 空间 坐标 的 二 阶 导数 ， 时 间 与 空间 处 于 
不 对 称 的 地 位 ， 因 而 它 不 具有 Lorentz 不 变性 。 为 了 建立 相对 论 波动 方程 式 ， 人 们 自然 
会 想到 把 经 典 相 对 论 力学 的 能 量 、 动 量 关 系 式 

E=V ktm? (c=1) (1.5) 
拿 来 进行 (1.1) 式 的 算 符 对 应 。 但 是 ， 这 样 建立 起 来 的 波动 方程 式 


i -2p 0%, 1) = 下 (0 D a.o 
2 


仍然 没有 对 萄 地 处 理 空间 与 时 间 ， 而 且 方 程 右边 出 现 了 平方 根 算 符 ， 这 一 算 符 包含 着 微 
分 算 子 “82:” 的 高 次 畦 ,因而 一 点 的 中 (x, 妃 的 变化 不 再 由 无 限 接近 的 点 的 中 值 来 决定 ， 
而 要 由 中 在 某 一 空间 范围 的 分 布 来 决定 。 因 此 ， 以 方程 〈1.6) 为 基础 的 相 对 论 性 量子 
力学 理论 不 再 是 一 个 定 域 的 量子 力学 理论 5 让 1 。 倘 若 将 〈1.6) 式 两 边 平方 ， 不 但 不 能 


消除 右边 的 平方 根 算 符 ， 而 且 还 会 出 现 平方 项 D, 从 而 违背 了 量子 力学 的 态 县 加 


原理 。 解 决 上 述 困难 的 办 法 是 ， AMAR i — 和 /95 二 mi 的 对 易 性 ， 将 (1.6) 式 
两边 的 算 符 均 重 复 作用 一 次 , 由 此 得 到 


ô 8 — r 
-BrP he A mo 1)= 


=G tm G- 1)=(-vt+mti)0 (x, t) 


. 
(Vi Br mb90, = 0 an 


此 式 便 是 自由 粒子 的 K 一 G 方 程式 。 在 K 一 G 方 程 里 ， 对 时 间 坐 标的 导数 和 对 空间 坐标 
的 导数 都 是 二 阶 导 数 ， 即 把 空间 与 时 间 同 等 对 待 。 因 此 ， 可 以 期 望 方 程 (1.7) H 有 
Lorentz 不 变性 。 为 了 证 明 的 确 如 此 ， 首 先 把 OD 式 写 成 四 维 形 式 ， 


 (-mi)e0(x)= 0. (1.8) 


UEL) 关于 晤 论 的 定 起 性， 可 会 阅 J. D. Bjorken, S. D. Drell,¢Relativisic Quantum Fieldsy ， pp, 
3—5, McGraw-Hill, 1965. 


这 里 ，x =(x, it)= (x, X2, X s, x 4) 是 Minkowski 空 间 的 坐标 矢量 。 而 算 符 口 称 为 
d\Alembert 算 符 ， 它 由 下 式 定义 : 


口 = v: - S= (1.9) 


1 一， 售后 阁 不 特别 声明 ， 凡 同一 乘积 项 里 出 现 两 个 相同 的 Lorentz 指 标 ， 便 表示 
S K 


从 1 到 4 求 和 。 s rr 因而 它 是 一 个 
Lorentz 不 变 的 算 符 。 假 定 在 Lorentz 变换 

xh=0pxy (n=1,2,3, 4) (1.10) 
之 下 ， 中 (x ) 按 下 式 变换 ， 

@%'(x')=SQ%(x) (1.11) 
则 可 将 (1.8) 式 中 的 各 个 量 用 变换 后 的 量 来 表示 ， 

(D’-m’*)S-'9’(x’)= 0。 - (1.12) 


要 使 方程 (1.12) 在 形式 上 回 到 方程 《1.8) ， 必 须 、 仅 需 S 是 一 个 便 等 变换 ， 即 S= 
S-=T， 或 


$'(x')=%$(x). G.13) 
这 时 ， 0.12) 式 成 为 
(DV -mo (x)= 0, (1.14) 


此 式 就 是 在 新 参考 系 里 写 出 的 慌 一 G 方 程式 ， 它 与 0.8) 式 具有 相同 形式 ， 这 就 表明 
K 一 G 方 程 的 确 具有 Lorentz 不 变性 。 但 必须 加 上 〈1.13) 式 之 限制 ， 即 波 函 数 中 (x) 
必须 是 Lorenz 标量 函数 。 我 们 以 后 将 会 看 到 ， 态 函 数 是 标量 函数 的 粒子 其 自 旋 值 为 
*. 

上 面 证 明 Lorentz 不 变性 的 方法 是 从 线性 变换 的 被 动 观点 出 发 的 ， 即 量子 系统 和 四 
维 时 空 固定 不 动 而 四 维 坐 标 系 作 一 个 转动 -站 1)， 然 后 在 四 维 时 空中 的 同一 点 来 考察 波 函 


数 的 变化 《〈 同 一 时 空 点 在 新 旧 两 个 参考 系 中 的 坐标 经 由 Lorentz 变 换 (1.10) 相 互联 系 )， 
我 们 还 可 以 从 线性 变换 的 主动 观点 出 发 来 讨论 KK 一 G 方 程 的 Lorentz 不 变性 。 为 此 ， 令 
时 空 每 点 在 固定 的 四 维 坐标 系 中 的 坐标 矢量 x 经 受 一 个 无 穷 小 转动 ， 转动 前 后 的 矢量 
和 x /由 无 劳 小 的 Lorertz 变换 相互 联系 : 


[5 注 1] 正 Lorentz 变 换 相当 于 四 维 时 空 的 转动 变换 . 令 系统 和 时 空 不 动 面 办 维 坐 标 系 转动 。 便 是 被 动 变换 反 
之 令 航 奈 系 不 动 面 隶 统 和 时 空转 动 ， 便 是 主动 变换 。 丙种 变 扫 方式 大 等 才 的 ; 对 于 光 于 情况 要 复杂 一 
S, Z+ 2. ` 


x’=ax (a= [om] = | Bvt orn]) 


或 


xu = xu + Dxp= xu + Opyxy (1.15) a 
其 中 

amv= - Oyu (一 阶 小 量 ) (1.15) b 
转动 后 的 波 函数 在 x ' 点 的 值 与 转动 前 的 波 函 数 在 x sa lN Chi), 即 中 (x )= 中 ( x) 
(或 9'(x)= 中 (a-'x) ) ， 与 〈1.13) 式 比较 可 知 ， 波 函数 的 主动 变换 与 被 动 变换 等 
效 ， 在 〈1.13) 式 里 略 去 二 阶 以 上 无 穷 小 量 可 得 ; 

0=9 (x ) -Hx)= x) -Hx + (x)- t$ (x)= 

d(x) 
= xunh( x )+ d(x), 

或 

B(x)=0 (x) -x)= — dxnonb( x) (1.16) 
3 中 ( x) 是 当 四 维 坐 标 系 不 动 而 量子 系统 和 四 维 时 空转 动 时 ， 在 | 坐标 系 中 间 一 点 波 
函数 中 (x ) 的 增 量 ， 故 称 为 波 函 数 的 主动 变 分 。 极 易 证 明 ， 中 (x ) 与 中 (x) 满足 相同 
的 波动 方程 式 ， 即 与 (1.8) 式 同样 地 有 : 
(L]- mt)’ (x)= 0 (1.17) 

到 此 为 止 ， 我 们 用 两 种 变换 方式 证 明了 K 一 G 方 程 的 正 Lorentz 不 变性 , 应 当 指 出 ， 

算 符 对 应 关系 1.1) 也 可 写成 Lorentz 协 变 的 形式 : 


he -i i= Rus 

aa i (1.18) 
HH, k=(lkis kis kss ki)= (ho ky ka IE)= (k.i 匹 ) 是 粒子 的 四 纵 动 量 矢量 , 而 
R= Roho R) 是 相应 的 算 符 。 因 此 ， 到 此 为 止 的 全 部 讨论 前 已 符合 相对 论 原 
M. 方程 (1.8》 是 一 个 线性 微分 方程 式 ， 只 要 对 波 函数 中 (x) 加 上 标准 化 条 件 ， 方 程 
(1.8) 看 来 就 可 同时 符合 量子 力学 原理 ， 但 我 们 立刻 就 会 看 到 ，K 一 G J 程 存在 负 能 
困难 和 负 几率 困难 。 

首先 来 看 负 能 困难 。 假 定 由 是 K 一 G 方 程 的 某 个 单 色 平面 波 解 ， 则 
( 口 - m8k=(- kuku- m)4k=(- |k |* + Et = mm 各 一 0 


因而 


CE1) 网. 下 。 贝 依 释 ，《 群 论 及 其 在 核 谱 学 中 的 应 用 》， WAW, 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1963 年 Chik 
本 ) 。 


E=+ŁV |k +m? (1.19) 


由 此 可 见 ， 开 一 G 方 程 不 但 存在 正 能 解 ， 而 且 还 存在 负 能 解 。 在 粒子 自身 参考 系 里 ， 
k= 0， (1.19) 式 成 为 

+m, 对 正 能 解 

z-f 

一 my 对 负 能 解 
这 就 是 说 ， 一 个 处 于 负 能 态 的 粒子 ， 其 静止 质量 也 为 负 值 。 但 是 ， 质 量 为 负 的 概念 与 馆 
今 为 止 的 全 部 力学 概念 相抵 触 。 负 能 解 造成 的 困难 还 远 不 止 于 此 。 在 经 典 理论 里 ， 可 以 
把 负 能 解 看 成 是 物理 上 不 能 实现 的 态 而 抛弃 掉 ， 但 在 量子 理论 里 ， 能 级 跃迁 是 不 可 避免 
的 ， 如 果 微 观 粒子 存在 能 量 为 负 的 状态 ， 那 么 ， 所 有 的 正 能 态 就 将 是 不 稳定 的 ， 处 于 正 
能 级 的 粒子 将 会 不 断 地 放出 能 量 ， 跃 迁 到 越 来 越 低 的 负 能 级 上 去 。 这 一 跃迁 过 程 是 没有 
止境 的 ， 这 就 与 客观 物质 世界 的 相对 稳定 性 矛盾 。 因 而 负 能 解 在 物理 上 是 不 能 接受 的 ， 
而 在 理论 上 又 无 法 避免 它 。 这 就 是 K 一 G 方 程 的 负 能 困难 . 

其 次 来 看 负 几 率 困难 。 以 中 * 左 乘 (1.8) 式 ， 再 以 中 左 乘 (1.8) RAHM, 

然后 将 所 得 式 相 减 即 得 : 


uluh - ak 加) 一 0。 


G.20) 


此 式 两 边 乘 以 常数 因 f 便 得 到 如 下 的 徽 分 守 便 定律 ， 

aul x)= 0, (1.21) 
Hp, Ju(x) 一 ad - ap) .按照 量子 力学 的 几率 守 便 定律 ， 可 把 /hn( x ) 的 空 
间 分 量 解释 为 几率 流 ， 并 将 它 的 时 间 分 量 解释 为 几率 密度 ， 


p(x)= -iJ x)=" o). (1.22) 
2m 


但 由 于 K 一 G 方 程 包含 对 时 间 t 的 二 阶 导数 ， 对 于 任意 给 定 的 初始 条 f: x) 


中 (x )l-。，p(x ) 不 可 能 总 是 取 正 值 。 它 有 可 能 在 某 些 空间 区 域内 取 正 值 ， 而 在 另 一 
些 区 域 取 负 值 ， 它 还 可 能 在 中 ( x) 去 0 的 整个 空间 区 域 均 取 负 值 。 P(x ) 的 非 正定 性 与 
量子 力学 的 几率 解释 矛盾 。 这 就 是 K 一 G 方 程 的 负 几 素 困 难 。 对 K 一 G 方 程 而 言 ， 负 几 
率 困难 更 带 有 根本 性 ， 因 为 (x ) 不 是 正定 的 ， 它 就 不 能 解释 为 几率 密度 ， 从 而 中 (x) 
也 就 缺乏 适当 的 几率 解释 ， 它 不 能 作为 量子 力学 的 波 函数 。 

K 一 G 方 程 提出 后 ， 曾 被 认为 是 一 次 失败 的 尝试 。 但 这 一 失败 却 暗 示 了 一 个 重要 的 
事实 ， 在 高 能 区 域 ， 粒 子 相互 作用 和 相互 转化 的 现象 是 十 分 普遍 的 ， 以 几率 解释 为 基础 
的 量子 力学 在 高 能 区 域 不 再 适用 。1934 年 ，Pauli 和 Weisskopf 把 K 一 G 方程 解释 为 场 方 
程 ， 使 它 和 其 它 相对 论 波动 方程 一 样 取得 了 很 大 的 成 功 。 

为 了 以 后 的 需要 ， 我 们 来 讨论 K 一 G 方 程 的 解 。 因 为 方程 《1.8) 是 线性 齐 次 方程 


5 


式 ， 故 任意 解 中 ( x )0[ 322629 08 28 4835009350. WIARE ERIH FRENA 
正 、 负 能 的 平面 波 解 的 完全 集 : 


— ieke (EEFE 
VV V 20x (1.23) 


— loeis  ( 负 能 平面 波 解 ? 
VV Vas” a 


因此 ，K 一 G 方 程 (1.8) 的 任意 解 为 : 


$9(x)=——= > (a es+ afet"), 
k Z 
[当中 (x ) 为 实 函数 ] (1.2400 ' 
申 (x) 一 >= P L Coetrerbtete) ° 
VV tV? 
wo (x)339 ñB (1.24)b 


其 中 矿 是 归 一 化 体积 ，a 、bk 是 一 些 展开 系数 ， or=W [kE tm, 


82 ”Dirac 方 程 的 建立 


1928 年 ，Dirac 建立 了 电子 的 相对 论 波动 方程 。 他 认为 几率 密度 的 正定 性 是 必 须 坚 
持 的 量子 力学 概念 ， 而 K 一 G 方 程 导致 负 几 率 困难 的 原因 ， 就 在 于 包含 对 时 间 + 的 二 阶 
导数 。 下 面 ， 我 们 就 遵循 Dirac 当年 的 基本 思想 来 建立 Dirac 方程 

第 一 ， 这 个 方程 只 应 含有 对 时 间 t 的 一 阶 导数 ， 以 保证 几率 密度 的 正定 性 。 因 此 ， 
可 假定 它 仍 具有 以 下 的 Schridinger 形 式 ， 


i -9 _ 册 = 个 由 (1.25) 
人 š 


第 二 ， 为 了 保证 方程 的 Lorentz 不 变性 ， 上 式 右边 的 算 符合 同样 只 含有 对 空间 坐标 
一 阶 导数 ， 换 言 之 ， 全 应 当 具 有 以 下 形式 : 


ñ= l (a, +a, + as?) + Bm, 《1.26) 
x, Ox IXs 


i 
这 样 ， 又 可 把 〈1.25) 式 改写 为 : 


„ôb __1 r) a ð 
E 7 (ta tn, (1.27) 


第 三 ， (1.27》 式 中 的 a; Cj = 1, 2, 3) 和 BB 不 能 是 普通 的 数 《c 数 ) ， 而 必须 
6 


是 一 些 矩 阵 算 符 〈9 数 ) 。 这 样 ， 才 能 保证 (1.27) RAH Lorentz 不 变性 ( 因 著 0; 是 
c 数 ， 则 aj-2_ 将 像 三 维 矢量 的 芥 分 量 一 样 地 变换 ， 即 使 在 三 维 空间 正 转 动 下， 方程 


x; 


(1.27) REREH). SEHE $O ) 也 必须 是 一 个 列 矩阵 。 

SU, JE 〈1.27) 的 解 中 (x ) 应 能 保持 量子 力学 波 函 数 的 几率 解释 ， 而 且 这 种 几 
率 解释 应 与 所 选 定 的 Lorentz 参考 系 无 关 。 这 同样 要 求 由 (x ) 不 是 一 个 普通 函数 ， 而 必 
须 是 某 类 Lorentz 协 变量 . 

第 五 ，〈1.27) 式 作为 一 个 相对 论 波动 方程 式 ， 应 能 导致 经 典 的 能 量 、 动 量 关系 式 
(1.19) ,换言之 , 一 个 自由 粒子 的 能 量 、 动 量 本 征 值 仍 应 满足 相对 论 力学 所 建立 的 经 典 关 
系 《 这 样 ， 就 使 负 能 困难 不 可 避免 )。 这 一 要 求 导致 中 (x ) 的 每 一 分 量 均 应 满足 K 一 G 
方程 (1.8) 。 据 此 ， 分 别 将 〈1.27) 式 两 边 的 算 符 重复 作用 一 次 ， 并 适当 调整 求 和 指 
标 后 得 到 ， 


-ta _Ətq 
rA a2 axa 
+$ 2n (a B + Bas) 人 Bee， (1.28) 


i=l 


不 难看 出 ， 只 要 oj、 满足 如 下 代数 关系 ，《〈1.28) 式 就 与 K 一 G 方 程 (1.8) 一 致 ， 


Gjya+maj=250, (j l=1,2,3) (1.29)a 
a B+ Ba;= 0 G.29)b 
aj=B'=la (NN 为 待定 之 正 整 数 )。 (1.29)c 


RE, InN x 单位 矩阵 。 〈1.29)c RRA, N x N EBE as B 的 本 征 值 均 为 土 1。 
即 这 些 矩 在 对 角形 式 下 ， 其 对 角 元 素 是 + 1 或 - 1。 另 一 方面 ， 由 (1.29) c 和 (1.29) b 
分 别 得 到 


Tra 0, — TrB= o. (1.30) 


此 式 与 (1.29)c 式 表明 ，a; MP 均 为 偶 维 矩阵 。 除 此 以 外 ， 作 为 量子 力学 的 Hamilton 


算 符 ， 全 应 当 是 厄 米 的 。 按 照 (1.26) 式 ，a; 和 也 必须 是 厄 米 矩阵 。 根 据 以 上 诸 特 点 
和 代数 关系 (1.29) ， 我 们 来 寻找 a;、B 的 矩阵 表示 。 首 先 来 看 N = 2 的 情形 。 在 所 有 
2 x 2 矩阵 里 ， 具 有 这 些 特 点 的 和 矩阵 便 是 三 个 Pauli 和 矩阵 ; 


ei el Jeh 3 


因此 ， 在 N= 2 的 情形 下 ， 无 法 找到 四 个 满足 代数 关系 (1.29 的 矩阵 ， 其 次 来 看 N= 
4 的 情形 。 这 时 ， 可 用 三 个 Pauli 矩 阵 和 2 x 2 单位 矩阵 7 构成 cj、B 的 如 下 矩阵 表示 ， 


z7 


0 on I, 0 
= = (1.31) 
ky 人 $ a 
从 物理 学 理论 的 简单 性 考虑 ， 我 们 不 需要 再 去 寻找 更 高 的 偶 维 表示 。 另 一 方面 ， 从 
Lorentz 不 变性 和 空间 反 演 不 变性 的 要 求 考虑 , 波 西 数 惠 必须 、 仅 需 具 有 四 个 分 量 C 福 1)， 
这 同样 排除 了 高 维 表示 的 可 能 性 。 因 此 ，〈1.31) 式 就 是 所 要 寻找 的 矩阵 表示 。 与 此 相 
应 ， 中 (x) 应 是 一 个 4 x 1 矩阵: 
Yil) 


(x)= (1.32) 


Yata) 


(1.27) 、 (1.31) M (1.32) 相 结合 ， 完 全 确定 了 Dirac 方 程 的 具体 形式 . 现在， 
我 们 把 Dirac 方 程 〈1.27) 写成 四 维 形式 。 以 -B 3 (1.27) 式 两 边 ， 并 引入 下 式 定义 的 
YMERE: 


Y = - iba; j=1,2,3 


Y4=B, (1.33) 
就 可 把 (1.27) 式 写成 如 下 的 四 维 形式 ; 
Gai + m)(x)= 0. : (1.34) 


这 里 及 以 后 常 把 Y= (YO Yo Ys Y) 形式 地 看 成 一 个 四 维 矢 量 ， Yhah 便 是 两 个 四 维 
矢量 的 标量 积 。 不 过 ，Y 并 不 是 Lorentz 矢 量 ， 因 而 Y.8 也 不 是 Lorentz 不 变 的 算 符 。 将 
《1.31) RA (1.33) h 


wb E7 J asa 
或 者 形式 地 写 为 
w= 1] 0.3% 


Hh, Y=(Yis Yrs YJ), O=(0,, Oz, Os). Y HEPER ERRERA Pauli #7., Y 
阵 的 表示 有 很 多 种 ， 在 附录 三 里 还 将 介绍 Biorken-Drell 度 规 下 的 表示 。 容易 看 H, 
(1.33) 式 定义 的 Yu 均 为 厄 米 矩阵 ， 并 满足 如 下 的 代数 关系 : 


YaYv+TYvwYn 一 25nv (1.36)a 
I, 0 

vi=L=[ ) (1.36)b 
0 I, 


[ 往 1] 参见 A。N。 阿 着 时 泽 尔 ，B。B。 别 列 斯 捷 获 基 《 量 子 电动 力学 》pp58 一 69。 科 学 出 版 社 ，1964 年 。 
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Mmm! DAI 


| 


在 引入 Y 矩阵 以 后 ， 《1.26〉 式 的 Hamilton 算 符 可 重新 写 为 
个 =iveY. 和 +Yum。 (1.37) 


83 Dirac 方程 的 正 Lorentz 不 变性 


如 上 一 节 所 述 ，Dirac 方 程 必须 具有 Lorentz 不 变性 。 但 是 ， 方 程 (1.34) 并 没有 明 
显 的 不 变性 。 在 这 一 节 里 ， 我 们 就 来 讨论 Dirac 方 程 的 正 Lorentz 不 变性 。 
首先 从 线性 变换 的 被 动 观点 出 发 ， 假 定 在 正 Lorentz 变 换 


好 二 Guvxv (1.38) 
ZF, Yx) 经受 如 下 的 线性 变换 ; 

W(x')=ACa)9(x), (1.39) 
由 (1.38) 式 易 得 ， 

u= oway。 (1.40) 
利用 (1.39) 和 《1.40) 把 《1.34) 式 中 的 各 个 量 均 用 变换 后 的 量 来 表示 : 

(Ynad +t m) A™'(e)yY (x)= 0, 
再 以 A (a ) 左 乘 上 式 得 ; 

[CA(o)YnuaowA-:(a)av 十 mx) 一 0。 (1.41) 


所 谓 “方程 (1.34) 的 不 变性 ”， 是 指 变换 后 的 波 函 数 由 ( x ' ) 与 变换 前 的 波 函 数 由 (x) 
满足 形式 相同 的 方程 式 ， 不 难看 到 ， 只 要 人 ( a ) 满 足 如 下 条 件 ; 


A-:(o)YaA(a)=onvYw 
Mj (1.41) RRRA: 
(Ya + m) (x)= 0 


(1.42) 


(1.43) 


此 式 正 是 在 变换 后 的 参考 系 里 写 出 来 的 Dirac 方程 式 ， 它 与 变换 前 参考 系 里 的 (1.34) 
式 具 有 完全 相同 的 形式 。 因 此 ， 证 明 Dirac 方 程 具 有 正 Lorentz 不 变性 的 问题 ， 转 化 为 要 
证 明 满足 (1.42) 式 之 A( 6 ) 的 存在 性 问题 。 为 简单 起 见 ， 我 们 考虑 无 状 小 的 Lorentz 
变换 (1,15)。 这 时 anv= bu Ouv HE, ACERA CO), Æo = 0 点 把 人 A(o) 
RF: 


— 1 ƏA (e) I 
A(Co)=A(C0) tl go, e-o + O (@*) Ga a. 


O (@") 是 一 个 二 阶 小 量 ， 它 代表 所 有 高 次 项 的 贡献 。 由 于 Lorentz 群 只 有 六 个 独立 的 无 
穷 小 参数 ow， 而 上 式 右 边 第 二 项 的 求 和 共有 十 二 个 非 零 项 ， 而 且 其 中 两 两 相等 


(AG... o = (PAL )onsow 


所 以 在 (1.44) 式 右边 第 二 项 里 加 入 常数 因子 二 来 消去 多 余 的 求 和 项 ， 咯 去 二 阶 以 上 小 


量 ， 并 令 
ðA (0) = 

(oor e= ize (1.45) 
就 得 到 

A(o) SACO) HE ons, (1.46)a 
或 

A(o) =A 人 (0)+ 工 D) onvShv。 (1.46)6 

2 u> 


PUN À ( a ) 的 全 体 构成 正 Lorentz 群 的 双 旋 量 表示 DE L p F, mA (0 ) 正 是 这 个 表 
示 群 的 恒 竺 变换 ，A 《0)=74， 二 Shs 则 是 这 个 表示 群 的 生成 元 ( 臣 17。 因 此 ,可 将 (1,46) 


式 重新 写 为 下 式 : 
A(o) =1, tE owSuv (1.47)a 
或 
Alo) =I +Y) OuSu (1.47)b 
2u>v 


把 (1.47) a 代入 (1.42) 式 并 略 去 二 阶 以 上 无 穷 小 ， 就 得 到 ， 

apL Yu, ISas]=4@nvYs (1.48) 
适当 改变 求 和 指标 ， 又 可 将 上 式 变 为 ; 

ap[L Yus iSap]=20ap(danYp ~ dpuYa), 
即 

CYns iSap]= 2 (danYp ~ 5phYa) 。 (1.49) 
利用 代数 关系 (1.36) a 适当 变化 上 式 右 方 ， 即 得 


[ 注 1] 关于 Lorentz 群 及 其 玫 示 ， 建 议 阅 读 P。 罗 更 《基本 粒子 理论 》 第 一 章 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1966 
年 。 但 在 本 书 墨 基本 上 不 涉及 群 论 知识 。 
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1 


—[Ya, Yele (1.50) 
2i 


Sas= 


《1.50) R5 G.47) 式 相 结合 完全 确定 了 A (@ )。 任 何 一 个 有 限 变换 A( 9 ) 均 可 表示 
为 无 数 个 无 穷 小 变换 人 (@ ) 的 连 乘 积 。 因 此 ， 


Buv 


= S, )"= 


A(a)= lim (A(6))"= lim ( exp + 
n> n>o0 4 
= exp TOS. (1.51) 


式 中 的 护 v 是 Lorentz 群 的 六 个 独立 参数 。 至 此 ， 我 们 证 明了 满足 (1.42) RZA) A 
在 , 从 而 也 就 证 明了 Dirac 方 程 的 正 Lorentz 不 变性 。 但 应 注意 , 在 上 述 的 证 明 里 对 波 函 数 


中 (x) 作 了 很 强 的 限制 ， 由 (x) 必须 按 Lorentz 群 的 表示 D 去 "十 D" 丰 变换 ， 亦 即 中 (4) 
必须 是 一 个 双 放量 所谓 双 放量 ， 乃 是 两 个 二 分 量 基本 旋 量 的 可 约 组 合 ，。 在 § 6 里 将 
要 证 明 ， Dirac 方程 记 描写 的 粒子 其 自 施 值 为 亏 。 这 一 点 正好 说 明了 相对 论 晤 子 力学 与 
非 相对 论 量 于 力学 的 一 个 重要 区 别 。 在 非 相对 论 量子 力学 里 ， Schrdinger 方程 可 描写 
具有 不 同 自 旋 值 的 粒子 ， 而 在 相对 论 量子 力学 里 ,Lorentz 不 变性 的 腿 制 要 求 波 函 数 必须 
是 某 类 Lorentz 协 变量 ， 因 而 不 同 的 波动 方程 式 将 描写 具有 不 同 自 旋 值 的 粒子 。 

与 K 一 G 方 程 的 情形 类 似 ， 在 证 明 Dirac 方 程 的 正 Lorentz 不 变性 时 ， 同样 可 从 线性 
变换 的 主动 观点 出 发 ， 令 四 维 坐 标 系 不 动 ， 量 子 系统 和 时 空 经 受 无 穷 小 转动 ， 则 转动 后 
的 波 函数 在 x 点 的 值 与 转动 前 的 波 函数 在 o-:x 点 的 值 由 下 式 联系 ， 


P (x)= A(e)0(a-1x)= A (o) pla- òx), (1.52) 


其 中 ，o = [Shw+ ww] 。 容 易 看 出 ， 上 式 与 被 动 变换 《1.39) 93 E CD a 代入 


(1.52) ， 并 将 中 (x - 5x) 在 x 点 展开 ， 精 确 到 一 阶 无 穷 小 量 ， 可 得 小 (x) 的 如 下 展开 
式 ， 


W =D) = Darnah G) +TLoySi GO, (1.53)a 
波 函数 的 主动 变 分 为 
dhl) =p (x) - h(x) 
=- Sa p) +LosSiGD. 《1.53)0 
为 了 证 明 中 (x) 仍 满足 Dirac 方 程式 ， 可 将 (1.53)a 式 改写 为 ， 
VEY (x) - dxuat) 
= (x) + Oxudu’ (x) - Šxu8ub (x), 
11 


此 式 给 出 


Dxuðuh’ (x) = dxuat (x), (1.54) 
把 算 符 matm) 作用 于 上 式 左 、 右 两 边 ， 就 得 到 : 

(a, + m)” G) = Cñ, + m)k(x)= 0+ 
这 样 ， 我 们 就 证 明了 中 (x) 的 确 满足 Dirac 方 程式 。 


84 “Dirac 方程 的 空间 反 演 不 变性 


一 个 广义 的 齐 次 Lorentz 变换 包括 Minkowski 空间 的 正 转动 和 时 、 空 反 演 。 本 节 要 
讨论 Dirac 方程 的 空间 反 演 不 变性 。 至 于 时 间 反 演 的 问题 ， 将 在 自由 场 量子 理论 的 有 关 
章节 进行 讨论 。 

所 谓 空 间 反 演 ， 从 数学 上 讲 ， 就 是 把 空间 坐标 轴 的 方向 颠倒 过 来 ， 把 右手 坐标 系 变 
成 左手 坐标 系 ， 或 反之 ， 在 反 演 后 的 四 维 坐标 系 里 ， 各 点 的 空间 坐标 改变 一 个 负 号 ， 而 
时 间 坐 标 不 变 号 ， 这 相当 于 实现 如 下 的 线性 变换 : 


x= -x, 


tet, (1.55 


从 物理 上 说 ， 我 们 可 以 用 镜像 来 理解 空间 反 演 的 含义 。 设 想 在 坐标 原点 相互 垂直 地 
放置 三 个 平面 镜 ， 使 它们 的 法 线 方向 分 别 与 三 个 空间 坐标 轴 正 向 平行 。 不 难 想象 ， 镜 里 
的 空间 坐标 轴 与 真实 的 空间 坐标 轴 方 向 正好 相反 ， 而 镜 里 的 时 间 轴 与 镜 外 的 时 间 轴 并 无 
区 别 。 当 我 们 观察 某 一 物理 过 程 时 ， 可 以 在 镜 外 的 〈 即 真实 的 ) 坐标 系 里 进行 观察 ， 也 
可 以 在 镜 象 坐标 系 里 进行 观察 ， 从 镜 外 到 镜 内 (或 反之 ) 就 实现 了 一 次 空间 反 演 。 空 间 反 
演 的 物理 结果 从 经 典 力 学 看 来 是 相当 直观 的 ， 若 在 反 演 前 的 坐标 系 里 粒子 动 最 为 k ， 则 
在 反 演 后 的 坐标 系 里 粒子 动量 为 - ku 若 在 反 演 前 的 坐标 系 里 粒子 轨道 角 动 量 为 1=rx k， 
则 在 反 演 后 的 坐标 系 里 为 : 

VY=mxk'=(-rx(-k)=1， 


这 就 是 说 ,轨道 角 动量 随 空间 坐标 轴 的 反 向 而 反 向 ， 若 反 演 前 的 坐标 系 为 右手 坐标 系 ,1 
的 方向 用 右手 螺旋 法 则 决定 ， 则 反 演 后 的 坐标 系 为 左手 坐标 系 ，! 的 Jr 向 用 左手 螺旋 
法 则 决定 , 因而 上 在 旧 坐标 系 中 的 分 量 与 V 在 新 坐标 系 中 的 分 量 一 一 保持 相等 。 在 空间 
反 演 下 空间 分 量 不 改变 符号 的 四 维 矢量 称 为 《空间 性 ) 厢 矢 量 或 轴 矢 量 ， 反 之 ， 空 间 分 
量 反 号 的 四 维 矢量 称 为 《 正 ) 矢量 或 极 矢量 。 粒 子 四 维 动量 k 是 极 矢量 ， 轨 道 角 动量 和 
B W fas t l JE I X W. f 

在 上 述 的 讨论 里 ， 只 要 把 经 典 的 力学 量 代 之 以 相应 的 算 符 ， 则 所 得 结果 同样 适用 于 
基 子 力学 。 

量子 体系 的 空间 反 演 对 称 性 导致 宇 称 守 便 定 律 。 在 1956 年 以 前 ， 人 们 曾 认为 在 微观 
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世界 里 友和 右 是 完全 对 称 的 。 换 言 之 ， 在 空间 反 演 变换 下 ， 微 观 物 理 过 程 的 规律 性 是 不 
变 的 。 但 是 ，1956 年 李 政 道 、 杨 振 宁 和 吴 健雄 分 别 从 理论 和 实验 两 方面 发 现 了 弱 作 用 过 
程 中 的 字 称 破坏 ， 自 此 ， 人 们 认识 到 左 、 右 对 称 性 不 再 是 一 种 普遍 成 立 的 对 称 性 了 。 

我 们 上 面 所 说 的 是 有 相互 作用 的 情况 ， 对 于 自由 粒子 (中 微 子 除外 ， 见 本 章 $ 11)， 
左 、 右 对 称 性 一 般 是 成 立 的 。 现 在 回 到 本 节 的 正题 ， 即 讨论 Dirac 方程 的 空间 反 演 不 变 
性 。 把 〈1.55) 式 改写 为 ， 


x= - x, 
x= x 
ñ ' (1.56) ， 
ws zas g ry 
š (uA 
x= +e bi 
或 者 
x= Bx, (1.57)a 
0， 当 hssv 
Bw =1- 1, (1.57)6 
+1, 
H (1.57) a 式 可 得 
a= Sma (1.58) 
假设 在 变换 (1.57) 之 下 ，y(x) 按 下 式 变换 ， 
W'()=Pj(x) (1.59) 


P 称 为 波 函 数 的 反 演算 答 或 宇 称 算 符 。 把 (1.58) 、 (1.59) RA (1.3) 式 得 ， 
(YuBwdy + m)P-:Y’ (x’)= 0. 

以 P 左 乘 上 式 又 得 到 
(PYa8w P=, + m) (x’)= 0。 (1.60) 


因此 ， 证 明 Dirac 方程 具有 空间 反 演 不 变性 的 问题 ， 转 化 为 证 明 满足 下 式 的 算 符 P 的 存 
在 性 问题 : 


PyndwP-! =Y,. (1.61) 
利用 (1.57) 6 可 把 (1,61)》 式 重 写 为 

PyP i=~Y r=v=j (1.62)a 

PyP sye p=v=4 (1.62)6 


根据 Y 矩阵 所 满足 的 代数 关系 《1.36) a ， 不 难 由 上 式 得 到 
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P=y, 


至 此 ， 我 们 证 明了 Dirac 方程 的 空间 反 演 不 变性 。 但 这 里 对 波 函 数 的 反 演 性 质 同 样 有 了 


限制 ， 在 空间 反 演 下 ， 炒 (x) 必须 经 受 如 下 的 么 正 变换 : 
W (r)=Y dG). 


85 《矩阵 与 旋 量 二 次 式 


Y 矩阵 的 定义 由 (1.33) 式 给 出 ， 这 些 和 矩阵 满足 反对 易 关 系 《1.36) 。 由 这 四 个 Y 矩 


阵 可 以 构成 如 下 的 16 个 独立 的 4 x 4 和 矩阵: 
Ti=1,s 
Yis Ya Yos Yu 
Da fYrYs, iYsYu iYiYuo PYiYo PY Yo iYsYos 


Ya Ys Yas IYsYiYe YIY2Y4 SYiYsYu 


Ys=YiY:YsY, 
16 个 矩阵 4 具有 以 下 性 质 ; 
(1) Ti=1,, 4= 1，2，……16 
(2) 本, 与 所 有 Tp 对 易 ，，B= 2，3，…16 


(1.63) 


(1.64) 


(1.65) 


(1.66) 
(1.67) 


《 3) 对 任意 的 [4(4ss 1 ) 均 至 少 存在 一 个 [a 〈Bs 1 ，B 六 A)， 使 得 


Tsre+Tars= 0， 
例如 ， 
YaYv+YwYa= 0, 当 hsv 
YuYs+YsYu= 0 。 
(4) 对 任意 的 4sTas74，， 必 存在 一 个 Tcssz7.， 使 得 
TsTs= tiro. 
(5) TrT,= 0. (4s1) 
由 《1.70) 式 可 推出 以 下 有 用 公式 ， 
Tryu= 0， 
TryvaYv=45nw 
TrypYvYp= 0, x Y, p=1, 2,3,4 
TrYuYvYeYa= 4 (dpvdpo — Öupdvo + Čuo). 
14 


(1.68)a 


(1.68)b 
(1.68)c 


(1.69) 
(1.70) 


(1.71)a 
(1.71)b 
(1.71) 
(1.71)d 


ce) 所 有 16 个 是 线性 独立 的 ， 即 


È e= 0 ， 仅 当 所 有 C 为 零 。 (1.72) 
此 外 ， 在 许多 场 论 书籍 里 常用 以 下 记号 ， 
有 A 二 YwAn，〔 其 中 ，Au 是 某 个 四 维 矢量 的 分 量 ) (1.73)a 
或 4=YnAp， (1.73)6 
利用 这 些 记号 ， 可 以 异 助 于 反对 易 关 系 〔1.36〉 验 证 以 下 诸 公 式 ; 
4B-+BA=2A:B, (1.74)a 
4A= A (1.74)b 
Yud Yu= - 24 (1.74)c 
Yuå BYu=4A:B, (1.74)d 
Yu B@vYi= -2@ B A. (1.74)e 


公式 (1.68) b, (1.68) c 以 及 (1.71), (1.74) 在 微 扰 计 算 里 很 有 用 W P+ 
章 ) 。 

下 面 我 们 来 讨论 旋 量 二 次 式 的 变换 性 质 ， 所 谓 旋 量 二 次 式 是 指 由 旋 量 波 函数 组 成 的 
下 述 Lorentz 协 变量 ， 


S = 下 (xz) 由 (x)，[ 其 中 ， 和 (xz) 一 由 (20YG (1.75)a 
P=iW(x)Y 9(a), (1.75)b 
Vp=i yuh), š (1.75)c 
A=; GO YuY (x), (1.75)d 
Tuv=i 下 (xz)YaYv(x)。 (1.75)e 


弄 清 这 些 旋 量 二 次 式 的 正 Lorentz 变换 性 质 和 空间 反 演 性 质 ， 对 于 讨论 理论 的 对 称 性 、 
构造 相互 作用 场 系统 的 Lagrange 函 数 密度 〈 见 第 八 章 ) 都 是 很 有 帮助 的 。 

首先 来 看 〈1.75) 式 的 正 Lorentz 变 换 性 质 。 为 方便 起 见 ， 仍 考虑 无 穷 小 Lorentz 变 
换 (1.15) 。 由 站 (x) 的 变换 式 : 


P= A (0) (x), G.76)a 
可 得 
P= POA Y 《1.76)6 


因为 @z 为 实数 ，oit 和 @w4i 均 为 纯 虚 数 ， 而且 Y4 与 Sn 对 易 ， 与 Sfkt 和 St 均 反 对 易 ， 所 以 
由 (1.47) a 式 可 得 


1 


VA ONET - LeySi= A "1 (9) i 


把 (1.77) 代入 (1.76) 6， 便 得 到 下 (x) 的 变换 法 则 ; 
PrF Ao). 
HM (1.76% (1.78) 不 难 推出 旋 量 二 次 式 的 如 下 变换 法 则 ， 
Sx) = (xr) (a) = 0 (x) A"! (@) ACO) yx) 
=S(x), 
P(x’)= h(x) Ys’ x)= i$ (x) A (oY A (oY) 
=P(x), 
Vp =i x Yup (=i T aA OYA Gla) 


CECEN a 
= auvi b (x) Yu (x) =a V, (x), 


Hh, auw= uyt Ouve 
Aa (x)= (2 )Yays Y (x) =a A,(), 
Tiv G)=i (x )Yuy (x) 


=i p A oya lO OYA lOG) 
=appavoT po (x). 


a77) 


(1.78) 


(1.79) 


(1.79)b 


(1.79)c 


(1.79)d 


(1.79)e 


《1.79) 式 表明 ，S(x)、P(x) 是 Lorentz 标 量 ，Vu(x)、An(x) 2p BJ kq t AX 3 = (V o 
V, Vs, VO flA=(A, Ao Ass ADHAR Tu ENRERE. IH 
这 样 一 来 ， 我 们 就 有 两 个 标量 和 两 个 矢量 。 要 弄 清 它们 之 间 的 区 别 ， 尚 需 进一步 讨论 它 


们 的 空间 反 演 性 质 。 由 〈1.64) 式 可 得 
W'G)= W (DY. 


(1.80) 


利用 (1.64) 和 (1.80) ， 并 注意 反对 易 关系 (1.36) ağ (1.68) c ， 容 易 导 出 旋 量 二 


次 式 的 的 空间 反 演变 换 法 则 : 
S(x’) =S), 
P(x’ )= - P(x), 
Val J= (x ) Yub’ (=i 9 Ya Yuy hla) 


Vy(x’)= -Vs(x), 
Vx’)=V, (x) 
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(1.81)a 
(1.81)b 


- (1.82)a 


(1.82)b 


Ah (x)=) Y YuY Y GO, 


即 
Aj(x’)= A;(x), (1.83)a 
Alx) = -A(x)s (1.83)b ` 
Tiv (x )= iW Yu Cx) 
=i) (x)Y YuY Y. b (x) 
即 
Tyx(x’)=Tsx(x). . (1.84)a 
T;.G)=- Tia (x). (1.84)b 


以 上 变换 法 则 表明 。S(x) 是 一 个 Lorentz( 正 ) 标量 ，P(x) EARR, V (z) 是 一 
个 ( 正 ) 矢 量 ，A4(x) 是 一 个 虱 矢 量 ，Tpv(x) 是 四 维 二 秩 〈 正 ) 张 量 的 分 量 。 如 果 进 一 步 
讨论 上 述 旋 量 二 次 式 的 时 间 反 演变 换 法 则 ， 还 可 以 将 它们 更 加 详细 地 分 类 [ 注 1.。 

在 这 一 节 的 末了 ， 我 们 来 讨论 Dirac 理 论 的 几率 守 便 定律 。 如 5 2 所 述 ，Dirac 方 程 
的 解 中 (x) 应 能 保持 量子 力学 的 几率 解释 ， 而 且 这 种 解释 应 能 用 Lorentz 协 变 的 语言 来 表 
达 。 将 Dirac 方 程 〈1.34) HUB R39, 3F0ERRYI= Yo Q0/t=0, a= ~ 94， 就 得 到 ， 


s= <- < 
VC) (Yu On = m)= 0. [Bw 向 左 作用 于 六 (x)) (1.85) 


以 i 下 (x) 左 乘 (1.34) , UPE) AR (1.85) ， 然 后 将 所 得 式 相 加 ， 就 得 到 如 下 的 
微分 守恒 定律 


Bn/u(X)= 0, (1.86)a 
其 中 ， 

Tnx) =i x) yuh(x). (1.86)b 
把 (1.86) b 5 (1.75) c 比较 可 知 ，Jn(x) 是 一 个 四 维 矢量 的 分 量 : 

J(x)=ih(x) YY(x), (1.87)a 

J.G)=i00Y CGO =ip (a), : (1.87)6 

p(x)=0t(x)0(x)> 0. (1.87)c 


我 们 看 到 ，p(x) 正 是 量子 力学 的 几率 密度 ， 因 p(x)> 0， 这 里 不 存在 负 几 率 困 W, 
这 样 ， 把 J(x) 解释 为 几率 流 密度 矢量 也 完全 没有 问题 。 《1.86) a 式 就 是 微分 形式 的 几 
率 守 便 定 律 。 由 于 它 具 有 显示 的 不 变性 ， 故 Dirac 方 程 的 解 确实 能 够 给 出 Lorentz 不 变 的 
几率 解释 


[ 注 1] 参见 ， 例 如 已 , 罗曼 ，《 基 本 粒子 理论 》，pp.82 一 80， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1966 年 。 
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86 ”Dirac 粒 子 的 自 旋 
在 3 $ 里 曾 证 明 ，Lorentz 不 变性 的 限制 ， 要 求 Dirac 波 函数 (x) 必须 按 Lorentz 8 


的 双 旋 量 表示 进行 变换 。 波 函数 的 这 种 变换 性 质 ， 意 味 着 Dirac 方程 只 能 描写 具有 一 定 
自 旋 值 的 粒子 。 在 这 一 节 里 , 我 们 用 物理 的 方法 来 证 明 Dirac 方 程 所 描写 的 粒子 (Dirac 粒 


P 其 自 施 值 为 二 . 为 了 方便 ， 把 (1.26) RESA: 


A =La + Bm, (对 了 从 1 到 3 求 和 ) (1.88) 
i 


RAR =la, XA 


个 = h+ Bm=a. R+ Bm, i (1.89) 
其 中 ， 
0 g 
=| j=@,, a, as), 
° 0 
AAAA 
R= Ris Ras 0. (1.90) 


为 了 求 出 Dirac 粒 子 的 自 旋 值 ， 首 先 要 找到 相应 的 自 旋 算 符 。 如果 Dirac 粒 子 的 自 旋 
值 不 为 零 ， 则 其 轨道 角 动 量 算 符 1 将 与 全 不 对 易 。 下 面 就 来 检验 个 是 否 与 全 对 易 : 
rT, HI=ct, fle +rh , Hye,+[h, fiye,. (1.91) 
因为 入 只 对 空间 变数 起 作用 ， 而 矩阵 *，B 与 空间 坐标 无 关 ， 故 有 ; 


Ch, Bm1=[h, ol= o, (1.92) 
r$, HI=[h, a. Rizah, Ky, G.93) 


利用 〈1.88) 式 的 求 和 约定 ， 又 可 将 《1.93〉 式 写 为 


Ch, ü1=ar ñ, Kl= imesha 


i ak, -as 人 Do (1.94)a 


[个 ,全 so，[ 人 ,人 so， (1.94)5 


rT, fixo. (1.95) 
在 得 出 《1.94) 式 时 ， 曾 使 用 了 以 下 公式 
CP, R= iej ia (1.96) 
其 中 ，sm 是 三 秩 Levi-Civita 张 量 的 分 量 ， 它 由 下 式 定义 
+1 当 jlk 取 123 的 偶 排 列 ， 
es- 1 当 jik 到 123 的 奇 排列 ， (1.97) 
0 。” 当 有 任意 两 个 指标 相同 时 。 
(1.95) 式 表 明 ， Dirac 粒子 的 轨道 角 动量 不 是 守恒 量 ， 或 者 说 ， 它 的 自 施 角 动量 不 为 
零 ， 假 定 自 旋 角 动量 算 符 为 了 ， 则 总 角 动量 了 = 个 + 人 是 一 个 守恒 物理 量 算 符 ,我 们 有 ; 


0=[ 了 ， 人 =[T+ Z, af +Bm] 
=(!, a RI+CÎ, Bm) +U, + 人， Bm]. 


根据 (1.92) 式 ，[ 个 ，Bm] = 0 。 这 样 ， 上 式 右边 只 有 最 未 一 项 含有 粒子 质量 由， 要 
使 上 式 成 立 ， 此 项 必须 单独 为 零 ; 


CS, Pm]= o, 
即 
C% Bl=0, j=1,2,3 (1.98) 


因为 B=Y, 是 一 个 准 对 角 矩 阵 ， 故 S) 也 是 一 个 准 对 角 矩 阵 ， 可 令 
A Ai 0 
. (1.99) 
" (, ail 


其 中 ， 太 和 和 办 i :都 是 2 x 2 矩阵， 为 了 把 这 些 2 x 2 矩阵 的 具体 表示 找 出 来 ， 需 要 
REFR: 


o=tf, ñj=rT, a. RICS, a.I 


或 写成 分 量 的 形式 : 

Lh, a RI+ ES, eR=0, j=1,2,3 (1.100) 
首先 看 来 = 1 的 方程 式 : 

Ca 人 +rS ，a .人 = 0。 G.10D 


由 (1.92) RA (1.96) 式 可 得 
A a A A 
[To a.kl= iasks -iask:, (1.102) 
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把 (1.102) 代入 〈1.101) ， 并 注意 5 与 对 易 即 得 


[9 


=ias Ë, -iash,. (1.103) 
由 《1.103) 式 立即 得 到 人 ,所 满足 的 方程 组 ， 
ES, a= 0， (1.104)a 
CS, a,J=ias, (1.104)5 
rŠ, a=- ias. (1.104)c 
把 (1.31) 和 (1.99) 代入 (1.104) a ， 可 得 以 下 二 式 ， 
Al. =o Al, (1.105)a 
A3:01=0:Ai, (1.105)b 


《1.105)》 式 有 以 下 两 组 解 : 

Ali = A1,=Const.y 

Aii=Ai=bo, (0 为 待定 常数 ) . 
前 一 组 解 使 $; 成 为 数量 矩阵 ， 这 就 使 粒子 不 具有 确定 的 自 施 值 ， 因 而 这 是 物理 上 不 能 按 
受 的 ， 我 们 应 当 取 第 二 组 解 ， 这 时 ， 

$= °) (1.106) 


为 了 确定 常数 b， 把 (1.106) 和 (1.31) 代入 〈1.104)b， 由 此 得 到 
b(o,o,-o;o,)=io, (1.107) 
上 式 与 Pauli 矩 阵 所 满足 的 代数 关系 
aiay ~ 0;0,= 2i8,j;kOk 


比较 ， 就 确定 了 常数 5: 


因此 ， 


]=33,, (1.108)¢ 


不 难 验证 上 式 给 出 的 全 满足 (1.104)c。 在 1.100) 式 里 令 j 二 2 和 j = 3 并 重复 前 面 
的 推算 ， 就 可 分 别 得 到 人 入， 
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I: O, 0 | 
$= i -32 
aaf 0_1 
a= il a Fen 
h (1.108) 式 容易 得 到 自 旋 角 动量 平方 算 符 为 
asidin? °) 
时 i 


此 式 表明 ，Dirac 粒 子 的 自 旅 值 为 工 。 


(1.108)6 


(1.108)c 


(1.109) 


HT BW Wr, 不 难 找到 Dirac 粒 子 的 自 旋 波 函 数 。 因 为 自 旋 算 符 是 4 x 4 矩阵 , 故 自 


旋 函 数 应 当 有 4 个 ， 把 它们 记 为 Ba(a= 1，2，3，4 ), 这 样 ， 就 有 以 下 本 征 值 方程 式 ， 


R X 
S B,= +48, S B= A 


SB:=-1B， 人 B= -18,, 
2 2 


1 1 


应 注意 ，S, 有 四 个 本 征 值 ， 二 二 -于 , 十 二 -二 ， 倘 若 在 上 式 里 令 B,、 有 ,属于 本 征 值 


2 2 


-5 而 8,、B, 属 于 本 征 值 +- 十 ， 则 所 得 物理 结果 是 相同 的 。 显 然 ，Ba 是 4 x 1EM, 


2 
Ba 
bi 
n|] ， a=1, 2,3,4 
bg) 
WH (1.110) 式 得 到 : 
(bi 0\ b: 
B=| | =|| B=|°| B= 
|a 0 bi 
lo, bil, 07, 


这 组 自 旋 波 函数 必须 是 正 交 归 一 的 ， 因 而 有 : 
| a sss] 


bi=0, bi=1, bt=0, bt= 1. 


于 是 ， 
(1\ /0) [° 
| 
Bi=| 0 B,=| 1 B,= °? B.= 
0 0 [: 
@:7 P. 07?’ Q7 


=° °. 


(1.110) 


(1.111) 
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在 非 相对 论 量子 力学 里 ， 有 了 自 旋 算 符 和 自 旋 波 函数 ， 就 可 以 对 粒子 的 自 旋 状 态 进行 严 
格 的 理论 描写 。 但是， 在 相对 论 量子 力学 里 ， 情 况 要 复杂 一 些 ， 这 是 因为 ， 尽 管 粒子 自 
旋 值 作为 内 部 量子 数 ， 它 与 参考 系 无 关 ， 但 自 旋 算 符 和 自 旋 波 函数 则 与 参考 系 有 关 。 因 
此 ， 必 须 指明 我 们 上 面 的 讨论 是 在 那个 参考 系 里 进行 的 。 从 〈1.108) 式 看 出 ，S， 内 与 
ay 有 关 ， 而 与 时 空 坐标 和 粒子 动量 无 关 ， 由 此 可 以 推测 ， 这 些 算 符 是 在 粒子 自身 参考 系 
里 确定 的 。 相 应 的 自 旋 波 函数 (1.111) 也 是 在 粒子 自身 参考 系 里 确定 的 。 为 了 证 实 这 
一 推测 的 正确 性 ， 我 们 在 粒子 自身 参考 系 里 来 求 出 Dirac 方程 的 解 ， 在 粒子 自身 参考 系 


里 ，k= 0，Hamilton %9# (1.89) 简化 为 ， 合 = Brm, 与 此 相应 ，Dirac 方程 (1.25) 成 
为 : 


PE a 
1 Bmy. 《1.112) 


w ; 99 EF 
另 一 方面 ， ara 故 


Bu =E, (1.113) 


m 


由 8 2 的 讨论 知道 ，Dirac 方 程 仍 然 存在 负 能 困难 ， 而 且 在 粒子 自身 参考 系 里 EE= tm, 
所 以 《1.113) REH: 


E= 十 几时 取 正 号 
By= +o, (1.114) 
E=- mm 时 取 负 号 
上 式 表明 ， 由 是 B 的 本 征 函 数 ， 由 于 B 是 4 x 4 矩阵 ， 故 本 征 函数 一 共有 四 个 。 其 中 ， 


DP y D g E= + mü, WERE: 


Bp PsyD, py‘D=yD (1.115) 
my DP, y PERE=- m 的 解 ， 即 负 能 解 
By DPD=- (D, pP- vy, (1.116) 


把 (1.115) 和 (1.116) 分 别 代 入 (1.112) ， 并 注意 到 在 粒子 自身 参考 系 里 À =h/lk! 
>00, de Briglie 波 处 处 均匀 ， 即 站 (x) 与 空间 坐标 无 关 ， 所 以 〈1l.112) 中 的 u 


d 
Br: 
id yD DP, (1.117)a 
dt 
pd 
iiy Domy D, (1.117)b 
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iAy DP- my D, (1.117)c 


dt 
i d y D m P 
1 G.117)d 
直接 对 上 式 积分 得 ， 

qD = B ee, 

人 (1.118)a 
p DaB, m, 
Dogm, 

=-m (1.118)b 

HD p. ee, 


把 (1.118) RA (1.115) 和 (1.116) , 就 得 到 B,、B,、Bs、B, 记 满足 的 本 征 值 方程 ， 


BB,=8B,, 
}e=+m (1.119)a 
BB,=B,, 
BB,= - B,, 
}e= -m (1.119)8 
BB.=-B.. 
不 难看 出 ，〈1,119) 式 的 解 正 是 (1.111) 。 因 此 ，《〈1.118) RRX: 

1 1 
qd: z erim, 

0 

E= +m 《1.120)a 
yD= i les. 

od 

0 

0 
MD 

0 

" E=-m (1.120)b 

0 
P= 0 PE 

1 
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《1.120) 式 的 波 函 数 自 动 地 分 成 两 部 分 ， 描 写 粒子 时 空运 动 特性 的 相 因 子 er" 和 与 时 
空运 动 无 关 的 旋 量 振幅 Ba ; 后 一 部 分 必定 与 粒子 的 内 部 自由 度 相关 . 因而 可 以 把 B。 解 
释 为 粒子 的 自 旋 波 函数 。 事 实 上 ， 只 要 把 〈1.108) c 式 定义 的 算 符 ss fE 用 于 1.120) 
式 的 波 函 数 即 可 看 出 : 粒子 的 自 旋 状 态 是 由 旋 量 振幅 Bo 来 描写 的 。 至 此 ， 我 们 可 以 确 
信 自 旋 算 符 〈1.108) 和 自 旋 波 函 数 (1.111) 是 在 粒子 自身 参考 系 里 确定 的 。 
综 上 所 述 ， 在 粒子 自身 参考 系 里 ， Dirac 方程 的 解 按 能 量 的 符号 分 为 两 类 ， 正 能 解 


了、 中 和 负 能 解囊 时、 中 人 ,元 论 正 能 解 或 负 能 解 又 都 分 为 两 种 自 施 态 : VP, 
V 搞 写 自 族 角 动量 在 空间 第 三 轴 上 投影 为 + 二 的 态 ， 由 (D、 由 "了 ?描写 自 旋 角 动 B 


在 空间 第 三 轴 上 投影 为 - 二 的 态 。 由 于 旋 量 振 旺 8,、B8,、B,、B。 张 成 一 个 四 维 空间 ， 双 


旋 重 空间 〈 它 是 两 个 二 维 空间 的 直 和 ) ， 因 而 波 函 数 必须 、 仅 需 具有 四 个 分 量 这 一 事实 
与 Dirac 方程 具有 四 类 不 同 能 量 符号 、 不 同 自 旋 取 向 的 解 的 事实 之 间 有 着 深刻 的 内 在 联 
R. AS 2 和 $ 3 的 讨论 看 到 ， 这 种 内 在 的 联系 是 通过 Lorentz 不 变性 的 要 求 反映 出 来 
的 。 

为 了 以 后 的 需要 ， 这 里 顺便 引入 一 个 新 的 算 符 ， 即 自 旋 张 量 算 符 .hv 它 的 定义 如 


Z= Sa (1.121) 
其 中 Sav 由 〈1.50) REX. #JHIPaulifEBEBrW E 0408: oat=iok (jik 取 123 的 偶 
排列 》， 不 难 证 明 ， 


F a= ens (1.122) 


上 式 给 出 自 旋 张 量 算 符 与 自 旋 算 符 之 间 的 关系 。 


87 ” Dirac 方程 的 平面 波 解 


这 一 节 要 在 任意 的 Lorentz 参 考 系 里 找 出 Dirac 方 程 的 平面 波 解 ， 并 讨论 平面 波 解 按 
能 量 、 动 量 和 自 旋 态 的 分 类 。 
(一 ) 平面 波 解 
一 个 以 动量 k 作 自由 运动 的 Dirac 粒 子 用 如 下 的 平面 波 来 描写 
(0) =w(k, E)E (1.123) 
wlk, DÆFHRRERRH, E= +E,= +V |k Fm, ESC H S BY RH E= 
#Ey=£m, (1.123) 式 成 为 
(x)=w(0, tm)erimt, (1.124) 
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EREE (1.120) 式 。 换 言 之 ，〈1.120)》 式 就 是 波 矢 为 K= 0 ， 频 率 为 ox= mAP 
面 波 解 。 为 了 在 任意 的 参考 系 里 求 得 wik, E) HIRERE, 尚 需 从 稍微 不 同 的 角度 来 研 
究 粒 子 自身 参考 系 里 的 平面 波 解 。 把 (1.123) 代入 Dirac 方 程 (1.34) ， 并 消去 与 时 空 
坐标 有 关 的 相 因 子 ， 就 得 到 w(k，E) 所 满足 的 方程 式 ; 


(iYuku+ m)w(k, E)= 0 (1.125) 
或 
Gyk-YyEtmw(k, E)= 0 (1.126) 
旋 量 振幅 w(K，E) 可 分 解 为 两 个 二 分 量 基本 旋 量 E(k, EAn, E) 的 可 约 组 合 : 
E(k, E) 
wlk, E)=[ ] (1.127) 
`n(k, E) 


把 (1.127) RA (1.126) ， 并 利用 (1.35) 式 ， 就 得 到 基本 旋 量 E 、 所 满足 的 方程 
(E-méE-okn=0, (1.128)a 


o.k- (Et+m)n=0. (1.128)6 


在 粒子 自身 参考 系 里 ， 上 式 成 为 


(E-m)& = 0, (1.129)a 
(E+m)n=0. : (1.129)b 
对 已 = m 的 情形 ， 从 .上 式 得 到 正 能 解 
t=, 
] (1.130) 
n=0. 
对 巨 = - m 的 情形 则 得 到 负 能 解 
t=0, 
} (1.131) 
n0. 


(14.130) 和 (1.131) 是 唯一 可 能 的 非 零 解 ， 把 它们 分 别 代入 (1.127) 就 得 到 粒子 自身 
参考 系 里 的 旋 量 振幅 为 : 


uotm= [1] (1.132)a 
w(0, -m=["] (1.132)6 


在 (1.132) a 式 里 非 零 的 基本 旋 量 8 以 及 在 (1.132) b 式 里 非 零 的 基本 旋 量 1 都 是 可 
以 任意 选择 的 ， 但 我 们 要 求 1.132) 式 与 (1.120) 式 一 致 ， 这 就 必须 如 同上 一 节 所 做 
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的 那样 ， 使 (1.132) RRAS, SAMB 的 共同 本 征 函数 ， 即 


as 1 
ssw(0, +m)=ł}7w(0, +m), 


w(0,- m). 


把 (1.108) c 和 (1.132) 代入 上 式 ， 得 到 
okE=+E, (1.133)a 
o,sn= +n. (1.133)b 


即 在 粒子 自身 参考 系 里 ，、n 是 os 的 本 征 函数 。 据 此 可 得 


8=[ 由 ， 8 人 站 ， (1.134)0 


w=), w=[ (1.134)6b 


现在 ， 我 们 通过 求解 (1.128) 式 来 得 到 任意 参考 系 里 的 平面 波 旋 量 振幅 wk，E)。 
当 已 = + 已 xs 时， 考虑 到 (1.130) R, Wh 〈1.128)b 式 得 


n= Ea (1.135)a 


X34E= - Ex 时 ， 考 虑 到 C1.131) 式 ， 可 由 (1.128) a 式 得 


-ok 


E= Elm n. (1.135)b 
把 上 述 二 式 分 别 代入 〈1.127) CREPIS P RKE0u(k, E): 
š. ` 
wik B=! gk L s=, 2 (1.136)a 
| Ertm “ep 
P o.k I! 
< eh 
wslk, -Ep =| Etm | s=1,2 (1.136)b 


" 


只 要 令 上 式 中 的 Es 和 ns 与 〈1.134) RELH Ei bonnn: 一 致 ， 则 当 转 到 粒子 自身 
参考 系 时 ，(1.136) 式 就 过 渡 到 (1.132) 式 。 应 当 指 出 ， 倘 若 我 们 不 是 采用 (1.135) 


式 ， 而 是 当 E=Ek 时 ， 由 aaa Rane £, 14 E= - Ek 时 ， 
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由 (1.128) b 式 得 到 8 = 那么 ， 在 粒子 自身 参考 系 里 ， 对 正 能 解 ， 


kk ra 对 负 能 解 成 为 这 样 一 来 ，〈1.136) 式 就 不 再 过 滤 到 (1.132) 式 ， 由 


于 我 们 通过 对 自身 参考 系 里 的 解 进行 研究 并 得 到 (1.130) 式 和 (1.131) 式 ， 因 而 才能 正 
确 地 选择 了 (1.135) 式 。 
现在 改变 一 下 记号 ， 把 sms 统 一 地 记 为 5 


+ 0 
s=[ =| ): (1.137) 
相应 地 ，《〈1.136) 式 可 重新 写 为 下 式 ; 
r t. 
wk, E)= J. s=1,2 (1.138)a 
Cori 
rtm 
(-- k ç, 
wk, -E)=| Ertm s=1,2 (1.138)b 
Ë, ü 
把 (1.138) RA (1.123) 就 得 到 如 下 的 平面 波 解 ¢ 
jamu (k, En) iE, CEMR, E= +E) (1.139)a 
W =u, (k, - Ex) e+iEKt (niei E= - Er) G.139)5 
s=1 , 2 


(1.139) 式 便 是 在 任意 参考 系 里 的 平面 波 解 。 容易 看 出 ， 在 粒子 自身 参考 系 里 它 过 流 
到 (1.120) R. 


(二 ) 平面 波 解 按 自 旋 态 的 分 类 

在 非 相对 论 量子 力学 里 ， 将 平面 波 解 按 自 旋 态 分 类 是 没有 任何 困难 的 。 这 是 因为 在 
任何 一 个 Galileo 参 考 系 里 ，Hamilton 算 符合 与 自 旋 第 三 分 量 算 符 《〈 它 是 根据 实验 事实 唯 
象 地 定义 的 ) 总 是 相互 对 易 , 因而 包括 自 旋 函 数 在 内 的 波 函 数 一 经 确定 , 就 总 是 全 与 白 旋 
第 三 分 量 算 符 的 共同 本 征 函数 。 这 样 ， 就 使 我 们 能 够 用 自 旋 角 动量 在 某 一 指定 方 贞 上 的 
投影 来 区 分 平面 波 解 所 描写 的 自 旋 态 ， 而 不 必 追 问 这 种 区 分 是 在 叫 个 Galileo 参 考 系 里 
进行 的 。 在 相对 论 量子 力学 里 ， 情 形 就 不 同 了 。 由 $ 6 知道 ， 在 粒子 自身 参考 RE 
Hamilton 算 符合 = Bm、 动 量 算 符 食 ( 它 的 本 征 值 为 零 ) 与 自 旋 算 符 人 。 组 成 可 以 对 易 的 力 
学 量 算 符 的 完全 集合 。 所 以 这 时 ， 在 能 量 ,动量 有 定 值 的 夸 里 , 即 用 平面 波 (1.120) WE 
写 的 态 里 ， 自 旋 角 动量 在 某 一 指定 方向 《通常 取 为 xs 轴 方 向 ) 的 投影 值 也 是 确定 的 。 换 
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言 之 ， 在 粒子 自身 参考 系 里 ， 可 以 用 人 的 本 征 值 来 区 分 平面 波 解 《1.120): 但 是 ， 当 转 
到 任意 参考 系 时 ， 分 =a Rpm 与 S, 不 再 彼此 对 易 ，S, 与 家 、 人 不 再 构成 可 对 易 的 力 
学 量 算 符 的 完全 集合 ， 因 而 ， 仍 然 用 S， 的 本 征 值 来 区 分 平面 波 解 (1.139) 的 办 法 不 再 
是 可 行 的 。 事 实 上 不 蕉 看 出 ，(1.139) 式 里 的 平面 波 旋 量 振幅 并 不 是 S， 的 本 征 函数 。 
那么 在 任意 的 Lorentz 参 考 系 里 应 当 怎样 来 描写 Dirac 粒子 的 自 旋 态 呢 ? 下 面 分 成 若干 小 
段 来 讨论 这 一 问题 ， 

通常 使 用 的 两 种 方法 “在 相对 论 量子 力学 里 ， 描 写 自由 粒子 自 旋 态 的 方法 通常 有 以 
下 两 种 ; 

第 一 法 ， 用 所 谓 螺旋 度 算 符 的 本 征 值 来 描写 自由 粒子 的 自 施 态 ， 算 符 所 对 应 的 


力学 量 是 粒子 自 旋 角 动 量 在 其 动量 方向 上 的 投影 。 对 于 Dirac 粒 子 ，hh = ， 其 中 ， 


2 =( 了 5 ,1,， 5). RER 1.136) 中 的 8。、 中 选择 为 9 的 本 征 函数 [而 不 是 像 


(1.134) 那 样 把 sn 选择 为 0 的 本 征 函数 ], 则 (1.138) 式 就 成 为 合 、 信 和 有 的 共同 本 征 函 
数 ，h 的 本 征 值 为 + 1， 分 别 措 写 自 施 角 动量 在 动量 方向 的 投影 值 为 + 二 的 状态 。 但 因 


有 不 是 一 个 Lorentz 标 量 算 符 ， 故 这 种 方法 不 具有 Lorentz 不 变性 。 
第 二 法 ， 便 是 本 节 要 采用 的 方法 ,其 要 点 是 , 构造 一个 自 旋 角 动量 矢量 算 符 CC, 


并 定义 一 个 四 维 极 化 矢量 e。 〈 关 于 “ 极 化 "、“ 极 化 矢量 ”， 详 见 附录 二 ) ， 二 者 的 标 积 


KONE Lorentz 标量 算 符 。 这 个 标量 算 符 与 合 、 人 -起 构成 一 组 对 易 力 学 量 算 


G 


符 的 完全 集合 ， 用 < 的 本 征 值 来 区 分 Dirac 方 和 的 平面 波 解 , 这 种 方法 具有 Lorentz 


不 变性 ， 而 且 在 粒子 自身 参考 系 里 将 给 出 $ 6 的 全 部 结果 、 

构造 负 能 负 动量 的 平面 波 解 在 粒子 自身 参考 系 里 ， 平 面 波 解 便 是 〈1.120)， 它 的 
旋 量 振幅 Bu(c= 1，2，3，4 ) 便 是 自 旋 波 函 数 。 在 任意 一 个 Lorentz 参考 系 里 ， 我 们 曾 
得 到 平面 波 解 (1.139) 。 按 照 (1.39) 式 ， (1.139 与 (1.120) 之 间 应 有 以 下 变换 关 
R: 


Wks= Ala) os © s=1, 2 (1.140)a 
RE, palp D, a... 由 了) 中 的 任何 一 个 。 上 式 应 能 导致 旋 量 振幅 之 间 的 同一 关系 
B, 
wsk, +EO=ACa) U, (1.140)6 


但 是 ， 由 于 (1.139) b 式 的 相 因 子 ekx+ 和 还 不 是 Lorentz 标 量 函数 ， 因 而 当 把 (1.139)0 
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wap hp. he 


RRA (1.140) a 式 时 ， 不 可 能 导致 (1.140)b。 解决 这 一 矛盾 的 办 法 是 在 (1.139) b 
式 里 以 - k 代替 k ， 从 而 构成 如 下 的 平面 波 解 ; 


i (1.14Da 
WP =op e EER a y erter (1.141)b 
s=1,2 
其 中 ， 
/ $s 
u =t,(k, E) al ak J (1.142)a 
[Bim ， 
/gk t, 
Vks = ws(—k, -Ex) = Ey+m | (1.142)b 
l t. 


(1.141) 0 就 是 负 能 、 负 动量 的 平面 波 解 。 我 们 可 以 不 去 求解 Dirac 方 程 ， 而 直接 通过 
一 个 Lorentz 变 换 ， 由 粒子 自身 参考 系 里 的 平面 波 解 《1.120〉 求 得 某 个 运动 参考 系 里 的 
平面 波 解 《1,141) ， 反 之 ， 不 难 验证 ， 当 k= 0 时 ，(1.141) 过 渡 到 (1.120) . 如 5 6 
所 述 ， 《1.120) 式 的 旋 量 振幅 Bo 便 是 粒子 自身 参考 系 里 的 自 旋 波 函 数 ， 下 面 将 要 证 
明 ， 施 量 振幅 4 ,和 vs 即 是 运动 参考 系 里 的 自 禾 波 函数 。 因 此 ， 我 们 将 用 Lorcntz 协 变 


的 语言 来 描写 Dirac 粒 子 的 自 旋 态 。 
把 (1,141) RA (1,34) ， 分 别 得 到 4 和 vs 满足 的 方程 式 ， 
(Yrk-im)uks= O, (1.143)a 
ua (Y:k-im)= 0; u, = ug; (1.143)b 
(Ytk+im) ves = O, (1.144)a 
TpslYtktim)=0. Vhs= VYe (1.149)6 


方程 (1.143) 和 (1.144) 在 以 后 的 计算 里 很 有 用 。 
引入 Pauli-Lubanski 协 变 自 旋 矢 量 算 符 ”定义 如 下 的 四 维 矢量 算 符 ; 


O= (01, 02,05,04) (1.145)a 
其 中 ， 
dns Leam Smið (1.145)b 


aakwi 是 四 秩 Levi-Civita 张 量 的 分 量 : 


+1, 当 auv 和 是 1234 的 偶 排 列 ， 
Eam =f- 1, 当 ahv 和 是 1234 的 奇 排列 。 
0 ， 当 任意 两 个 指标 相同 时 。 


(1.145) 式 定义 的 @ 称 为 Pauli-Lubanski 协 变 自 旋 矢 量 算 符 ， 或 简称 P 一 L 算 符 。 在 运 
动 参考 系 里 算 符 % 没 有 直接 明显 的 物理 意义 。 为 了 弄 清 它 的 意义 ， 必须 在 粒子 自身 参考 
系 里 来 考察 它 。 首 先 ， 将 oa 作用 于 平面 波 解 (1.141) a; 


a? = 一 二 am Sur es 
= 一 二 oS Gik) VEP (1.146) 


即 对 于 正 能 、 正 动量 的 解 ，ou 的 动量 空间 表示 式 为 : 
ou = ~ eam Suks (1.147)a 


a 


类 似 地 ， 将 wa 作用 于 《1.141) 5 ， 就 得 到 〈 对 于 负 能 、 负 动量 的 解 ) oo 的 动量 空间 表示 
RA: 
o= Leam Suks (1.147)b 


用 w'") 来 表示 粒子 自身 参考 系 里 的 P 一 L 算 符 .由 于 在 粒子 自身 参考 系 里 k= 0, koop= 
0， 从 而 ， (1.147) a 和 “(1.147) b 分别 成 为 下 式 ; 


ope- Eem Suto (对 人 的 解 ) (1.148)a 
ej = Eem Suko (对 -人 2 (1.148)b 


上 式 右边 相同 的 张 量 指标 表示 自 1 到 3 求 和 。 利 用 (1.121) 和 (1,122) ， 并 注意 到 
A4 一 iEx=im， 又 可 把 上 式 写 为 ; 


oj =m (对 二 全 的 解 ) (1.149)a 
ojo = my, at E p (1.149 
i=1,2,3 
或 者 写成 矢量 形式 ， 
et=m, (对 二 全 的 解 ) (1.150)c 


30 


o=- mz, O F 解 的 ) (1.150)b 


至 此 ， 我 们 得 到 粒子 自身 参考 系 里 的 P 一 L 算 符 如 下 ; 


o= (m2 0), i 的 解 ) (1.151)a 
aoco=(- mz, 0), aE 的 解 ) (1.151)b 


此 二 式 表明 ， 在 粒子 自身 参考 系 里 ， P 一 L 算 符 与 通常 的 自 旋 算 符 — 只 差 一 个 常 


数 因子 。 对 于 正 能 、 正 动量 的 解 ， 这 个 因子 是 地- ; 对 于 负 能 、 负 动量 的 解 ， 这 个 因子 


定义 标量 算 符 eHre 粒子 的 自 旋 值 与 参考 系 无 关 。 但 是 ， 自 旋 角 动量 是 总 角 动 


量 在 粒子 自身 参考 系 里 的 剩余 部 分 ， 只 有 在 自身 参考 系 里 ， 自 旋 角 动量 才 是 一 个 纯 空间 
矢量 , 当 转 到 任 一 运动 参考 系 时 , 自 施 角 动量 作为 某 一 四 维 矢量 的 空间 分 量 而 受到 变换 ， 
我 们 把 这 个 抽象 的 四 维 矢量 称 为 协 变 自 旋 角 动量 。 这 一 小 节 的 目的 是 要 定义 一 个 标量 算 


符 OD: , 它 的 本 征 值 是 粒子 的 协 变 自 旋 角 动 量 在 四 维 极 化 矢量 方向 的 投影 值 . 这 里 


2m ’ 
提出 一 个 问题 , 应 当 怎 样 来 定义 协 变 自 旋 角 动 量 矢量 算 符 呢 ?倘若 直接 采用 P 忆 一世 算 答 ， 
就 会 导致 如 下 的 困难 ， 即 在 任意 参考 系 里 将 同时 存在 两 个 相差 负 号 的 自 旋 角 动量 矢量 算 
符 , 它们 分 别 作 用 于 正 能 解 和 负 能 解 。 这 就 与 量子 力学 里 的 算 符 定义 不 符合 .将 (1.147)a 
A (1.147) 6 分 别 与 (1.151) a 和 (1.151) 6 比较 可 知 ， 当 从 自身 参考 系 转 到 任意 运动 


参考 系 时 , 四 维 矢量 算 符 2 ?= (m3, ORAH o= (0a) = (- Etam Suk), 因此 ,我 


们 把 协 变 自 旋 角 动量 算 符 定义 为 : 


LH (Ci aai 
2m 


@, (k) 


> 


E suva Suvkas tetes = 
m 


=(- rE 


EA £ suv Suvka) (1.152)a 


RE PEARLE 就 由 下 式 定义 ; 


Die Te Ge = 了 sanmSnveas (1.152)6 
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在 上 式 右 方 ， 只 有 assu 3 vas 和》 的 那些 项 不 为 零 ， 假定 xck YX 是 1234 的 偶 排列 〈 不 失 普 
AE), RNA 


Bahn Suv = Eauv Syy + Eayn Syu = 2Suy 


一 2YsYsSuv= -2Y Sas (1.153) 
其 中 ， 划 有 短 模 线 的 重复 指标 不 再 表示 求 和 。 这 样 (0.152 6 式 又 可 重 写 如 下 : 
@(R)+e _ iY sSah;iea (1.154) 
2m — 2m ° 


下 一 步 趟 作 是 要 适当 定义 四 维 极 化 矢量。。 按 照 标量 算 符 "的 物理 意义 ， 我 们 必 


须要 求 它 在 粒子 自身 参考 系 里 成 为 通常 的 自 旋 分 后 算 符 全 。 这 一 要 求 相当 于 实现 如 下 
的 过 渡 ， 
ove oG) et _ 和 ~ 
2m RARTAJSYR 2m `" eny 
RE, CENT 3p3SATm0ONSS KR, Ca AM2BKA =e, 
0 )。 据 此 就 有 
ma. e 
2 m 


í 1 1 
+0x0=—X, ef” +e; +—EZ e 

FE!" +Z e +Z ei 
tO =Z, 


即 e" 一 (0，0，1 ) 是 粒子 自身 参考 系 里 的 空间 第 三 轴 基 矢 ( 见 图 1 一 1 )。 至 此 ， 
我 们 就 在 粒子 自身 参考 系 里 确定 了 四 维 极 化 矢量 : 
ec 一 (ec 0)=(0,0,1,0), (1.156) 


它 的 空间 分 量 e'" ' 即 是 通常 的 极 化 矢量 。 

为 了 找到 运动 参考 系 里 的 四 维 极 化 矢量 e ， 我 们 用 一 个 特殊 Lorentz 变换 来 变换 
et ,假定 运动 参考 系 O 与 自身 参考 系 O 有 相对 速度 v, 在 两 个 参考 系 中 分 别 选 择 空间 坐 
标 轴 ， 使 之 一 一 对 应 平行 〈 见 图 1 一 2 ), 并 使 两 者 的 第 三 轴 与 相对 速度 v 正 向 平行 。 参 
考 系 0' 和 O 就 相差 一 个 特殊 Lorentz 变 换 ， 


z, 
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在 上 式 里 ，vs=| vl，c= 1. HT eí sep =el = 0, ehje 之 间 由 下 述 变换 村 


互联 系 ， 


el 一 et 一 0， 


ea 一 co 一 0， 
1 


rs 
Vi- 


.Es 
Us 


Vi o} 


e=-i eg。 


或 者 把 前 两 个 恒等式 去 掉 ， 
1 


e= -le 


Vi- 


TE. 
e=- zep. 


Via 
考虑 到 粒子 对 运动 参考 系 0' 有 动量 、 能 量 分 别 为 ， 


k=(0, 0,k) = C0, 0, -Ys)), 
EFH 


m 


Bjs 


yi- 可 
而 且 借 助 于 简单 的 运算 可 以 得 到 
1 1+ ksks 
vi-a m(Ep+ m) 


则 (1.157) 式 可 重 写 为 下 式 : 
: sksed") 


es 一 ea , 
m(Ep +m) 
kew 
ei- -, 
m 


(1,157)a 


(1.157)b 


(1.158)a 


(1.158)0 


(1.159) 


(1.160)a 


(1.160)b 
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H -Fe0=e@=0,k 二 hs = 0， 所 以 又 有 


sawp kemm (1.161)a 
3 
Se 
e= i kze: ; (1.161)a 


到 此 为 止 ， 我 们 已 找到 了 运动 参考 系 里 的 四 维 极 化 矢量 e = (ee4)， 因 而 〈1.154) 式 的 
标量 算 符 已 完全 确定 。 
Lorentz 不 变 的 本 征 值 方程 ”如 前 所 述 ， 在 粒子 自身 参考 系 里 ， margem 


EMKU AIRA HE W 9 符 人 ,和 通常 的 自 施 波 函 数 Ba(a= 1.2, 3.4). 
换言之 ， 在 粒子 自身 参考 系 里 ， 上 述 的 标量 算 符 和 旅 量 振幅 对 粒子 自 旋 能 够 给 出 熟知 的 
量子 力学 描写 。 由 于 算 符 UD 的 标 基 性 质 ， 它 的 本 征 值 与 参考 系 无 关 ， 因 此 ， 在 任 


2m 
意 的 运动 参考 系 里 应 有 如 下 的 本 征 值 方程 成 立 : 
+ , s=1 


20), 1 (1.162)a 
2m 3" s=2 


# 
Tue s=1 


a(R) ve 
Vhs = (1.162)b 
em i ka rs , $= 2 
现在 就 来 证 明 (1.162) 式 . 利用 (1.154) 和 (1.143) a 可 得 
ee y, = Sabes, 
2m 2m 
一 a YoY eY hiig = y Y6 Y* Eliss (1.163)a 
同样 ， 利 用 (1.154) 和 (1.144) a 可 得 
k)» í 
2 E Up= = YY EUkse (1.163)b 


把 Y 矩 阵 的 表示 式 (1.35) a, e 的 表示 式 (1.161) U 2 upk XR R (1.142)a 代入 


(1。.163)a， 并 利用 如 下 的 公式 : 
(0°A)(o.B)=(A.B)+ i (0, CAxB]), (1.164)a 


(0-A) (0 -B) + (g.B)(g.A)= 2 (A-B), (1.164)b 
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《其 中 ，A、B 是 与 9 对 易 的 三 维 矢量 ) ， 即 可 得 到 


(0°@‘%)E, 
oHe y d 
2m ks (TK) (00) 


Ept m 


+Es, s=1, 
O A HERRA 


-Es s=2, 


这 就 证 明了 (1.162) a 式 。 用 同样 的 方法 可 以 证 明 (1.162) b R. 
(1.162) 式 具有 显示 的 Lorentz 不 变性 。 在 运动 参考 系 里 它 没有 直接 、 明 显 的 物理 
意义 ， 但 在 粒子 自身 参考 系 里 它 成 为 通常 的 自 旋 本 征 值 方程 式 ， 


= (1.165)a 


(1.165)b 


此 式 表 明 ，Dirac 粒 子 自 旋 角 动量 在 空间 第 三 轴 上 的 投影 值 为 +4, 这 是 熟知 的 量 子 力 
学 结论 。 借 助 于 自身 参考 系 里 的 直观 物理 图 象 ， 可 对 本 征 值 方程 (1.162) 作 如 下 解释 ; 

在 任意 的 Lorentz 参考 系 里 的 观察 者 看 来 ， 粒 子 的 协 变 自 旋 角 动量 在 四 维 极 化 矢量 。 方 
向 的 投影 值 是 H, 尽管 自 旋 算 符 和 自 旋 波 函数 均 分 别 按 Lorentz 群 的 一 定 表示 进行 变 


换 ， 但 协 变 自 族 角 动量 的 投影 值 〈 标 量 算 符 CLE 的 本 征 值 ) 并 不 因 参 考 系 的 变化 而 
变化 。 
平面 波 解 的 分 类 ”到 此 为 止 ,平面 波 解 按 自 旋 态 的 分 类 已 告 完成 .C1.141) 式 的 平面 
波 解 中 多 和 由 全 :是 算 符合 、 ka eg: 的 共同 本 征 函数 。 这 三 个 算 符 的 本 征 值 完全 确 
定 了 自由 Dirac 粒子 的 状态 ， 因 而 这 三 个 算 符 构成 一 组 对 易 为 学 量 算 符 的 完全 集合 。 平 
面 波 解 〈1.141) 可 以 更 详尽 地 表示 如 下 : ， 
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2m 
+i, s=1 
PEP (= upet", +E, +k i 
， s=2 
2 
fp ai (1.166) 
PE D= et, -Er -ky 1 
-5 s=2 
(3 
在 粒子 自身 参考 系 里 ， 上 式 成 为 : 
个 £ LLT mm 全 
2m 
YP =u e”, +m 0 ++ 
Wem, +m o 1 
o ime 1 
PP Svet, -m 0 ++ 
t tx a +imte s 一 1 
PP =u mm, -m 0 1 
(ui 一 Buos 一 有 au 一 Be，uo: 一 Bo) (1.167) 


8$8 平面 波 解 的 正 交 归 一 性 


(一 ) 正 交 性 的 讨论 


从 初等 量子 力学 知道 ， 厄 米 算 符 的 属于 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 在 通常 量子 力学 意义 
下 相互 正 交 。 但 我 们 立刻 就 会 看 到 ， 平 面 波 旋 景 振幅 wks、zks 既 是 厄 米 算 符 的 本 征 函 


数 ， 也 是 非 厄 米 算 符 的 本 征 函 数 ， 因 而 对 它们 的 正 交 性 需 作 进一步 的 讨论 
如 上 一 节 记述， wsswks 是 厄 米 算 符 2 的 本 征 函数 ， 相 应 的 本 征 值 为 + 十。 


因此 ， 对 这 个 算 符 的 本 征 值 而 言 ，u,、vks 满 足 通 常量 子 力学 意义 下 的 正 交 关系 : 
se My = 0, s/s (1.168)a 
vhs Uk = 0, s/s (1.168)b 
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这 里 及 以 后 ， 我 们 用 指标 ;二 3 分别 表 示 本 征 值 训 。 正 交 关系 《1.168) 可 以 将 (1.142) 


直接 代入 来 进行 验证 。 
另 方面 ， 由 水 ,和 vw 所 满足 的 方程 式 (1.143) a 和 (1.144) a 可 得 ; 
iyrhuks=— mus s=1,2 (1.169)a 
iy*ku = + mus s= 1,2 (1.169)b 


即 尺 s 和 wks 同 时 又 是 非 厄 米 算 符 iy*h 的 本 征 殉 数 ， 其 相应 本 征 值 分 别 为 - mw 和 + m. 不 
准 证 明 ，ws 与 wis 之 间 没 有 通常 量子 力学 意义 下 的 正 交 关系 ， 但 存在 以 下 特殊 的 正 交 X: 
x š 

Whevks 0, 5 (1.170)a 


Vhs Hk’ = 0. (1.170)b 
事实 上 ， 由 (1.143) b ñf 得 kstr" 有 = - maks， 以 wks/ 右 乘 此 式 并 利用 (1.169) b 便 得 


到 2 m Wksvks'= 0， 这 就 证 明了 (1.170) a, 同样 ， 借 助 于 (1.144) b 和 (1.169) a 可 以 
证 明 (1.170) 0。 是 否 存在 如 下 的 正 交 关系 呢 ， 


uk Uk = 0, s/s ? 


Ulu e= 0, ss ? | 
单纯 从 OPSE 的 本 征 值 玉 看 , 这 两 式 似乎 都 应 成 立 .但 由 于 vis 和 bus 同 时 又 是 六 , 的 


层 于 不 同 本 征 值 的 本 征 函数 ， 因 而 这 两 式 事实 上 并 不 成 立 
OUDE 是 一 个 4 x AEREN CA A 个 本 征 值 以 及 与 之 相应 的 四 个 本 征 函数 ， 


2 m 


但 本 征 值 方程 (1.162) 表 明 ， 它 的 本 征 值 都 是 二 度 简 并 的 。 如 果 我 们 同时 考虑 六 ,的 本 


征 值 ， 这 名 简 并 性 就 得 到 说 明 ， 
OW. mgmt ir kft RIKEN 
1 或 2C Re 

u — rr +m 


irekita x 4 矩阵 算 符 ， 它 也 有 :个 本 征 值 。 但 从 〈1.169) 式 看 到 ， 它 的 本 征 信也 是 
二 度 简 并 的 ， 同 样 地 ， 这 种 简 并 性 可 用 ”2 的 本 征 值 来 加 以 说 明 ， 


(ve 
2m 


ir"k 的 同一 本 征 值 


` 


的 不 同 本 征 什 
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wk |—s À ,oo-0 s=1 
-m 

Ukg i s=2 

v x= 

k s=1 
+mÇ "F 


pi m 


REDE, MEOE 和 fr 以 的 本 征 值 都 是 二 度 简 并 的 ， 两 者 之 间 起 着 相互 解释 


简 并 性 的 作用 。 这 一 点 ， 正 好 是 如 下 事实 的 反映 ， 即 Dirac 方程 具有 正 能 解 和 负 能 解 ， 


而 且 无 论 正 能 粒子 或 负 能 粒子 都 具有 两 种 自 旋 态 . 
除了 (1.168) 和 G.170) 以 外 ， 还 有 以 下 正 交 关 系 : 


Blk 一 0 sss (1.17Da 
UU 一 0。 ss (1.171)6 
ujip =0 ss=1,2 (1.172)a 
Vig = 0. ss=1,2 (1.172)b 


这 些 关 系 均 可 借助 于 ks、 VÉRRE 〈1.142) 来 直接 进行 验证 。 


(二 ) 旋 量 振幅 的 归 一 化 


有 两 种 可 能 的 归 一 化 方案 。 其 一 是 以 4*+u、v*o 的 方式 归 一 化 ， 其 二 是 以 wu、vo 的 方 
式 归 一 化 。 我 们 首先 来 找 出 这 两 种 方案 之 间 的 联系 。 为 此 ， 把 方程 (1.143) 和 (1.144) 
重 写 如 下 ， 


Ciyek+iyske+ m ) u= 0, (1.173)a 
u GYsk+íir,k + m)= 0; (1.173)b 
Ciyek+ iyeka- m)u = 0 (1.174)a 
Upsliytktirikı- m)= 0. (1.174)b 


以 zx 六 左 乘 (1.173) a ， 再 以 rixks 右 乘 (1.173) 5 ， 然 后 将 所 得 式 相 加 而 得 下 式 ， 


m 
= 


“t= Er ks “kv (1.175)a 


同样 ， 以 vk 左 乘 (1.174) a ， 再 以 rizks 右 乘 (1.174) b ， 然 后 将 所 得 式 相 加 ， 又 得 ; 


m, 
P ks Y k= TE U ks Y kst (1.175)b 


《1.175) 式 给 出 了 两 种 归 一 化 方案 之 间 的 联系 。 下 面 就 从 该 式 出 发 来 讨论 旋 量 振幅 的 归 
一 化 .为 了 得 到 Lorentz 不 变 的 归 一 化 条 件 , 应当 以 uu、vo 的 方式 归 一 化 。 不 难 验证 ， 在 
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粒子 自身 参考 系 里 有 ， 


Wostios= 1, 


Soma m- 1, 
由 于 ww、vo 都 是 Lorentz 标 量 ， 故 在 任何 一 个 Lorentz 参考 系 里 均 有 以 下 归 一 化 条 件 成 
立 ; 

r uks= l, (1.176)a 


Vhsvks=— 1. (1.176)b 


把 (1.176) RA (1.175) ， 便 得 到 ， 
ua =E (1.177)a 
sus = En (1.177)b 


由 于 u*uv*o 不 是 Lorentz 标 量 ， 故 上 式 没有 Lorentz 不 变性 。 
为 了 使 〈1.176) 式 得 到 满足 ， 尚 需 引 入 适当 的 归 一 化 系数 。 利 用 (1.142) 式 可 
得 ， 


ak i 
= 0 m 
Tatum (E: = irn) | ok , |7 Ertm 
E,+m`° 
和 
2m 
Oket kT Etm 


Es 
u, = 1 Ertm | s=1,2 (1.178)a 
k y f ei | , 
rim 
全 
"= rtm | ktm sr? (1.178)b 
2m | ` 
š. ú 


现在 把 (一 ) 、〔 二 ) 两 小 节 的 结果 综合 起 来 ， 就 得 到 旋 量 振幅 (1.178) 所 满足 
的 如 下 正 交 归 一 条 件 : 
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"h" = nn (1.179)a 
Pitw = £ dsn 《1.179)8 
Uys her =s (1.180)a 
Dhs vhs Š, (1.180)b 
Make = 0, s,s/=1,2 (1.181)a 
Vhs ke = 08 s,s/=1,2 (1.181)b 
PEY = 0, Ss/=1,2 (1.182)u 
Pitw 0% ssel, 2 (1.182)b 


(三 ) 平面 波 解 的 正 交 归 一 性 

现在 来 看 平面 波 (1.166) 的 正 交 归 一 性 。 其 中 的 放量 振幅 要 由 (1.178) 式 确定 ， 并 浇 
足 正 交 归 一 条 件 〈1.179) 一 《1.182) 。 为 方便 起 见 ， 引 入 归 一 化 体积 ， 并 假定 放量 
波 画 数 在 /的 边界 面 上 满足 周期 性 边界 条 件 ， 这 样 ， 就 可 将 波 画 数 归 一 化 为 1 ， 并 在 以 
后 的 计算 里 用 对 间断 动量 的 求 和 代替 对 连续 动量 的 积分 ,因为 下心 ' (x) 都 是 厄 米 算 符 
的 本 征 函 数 ， 故 对 厄 米 算 符 的 本 征 值 而 言 ， 有 通常 量子 力学 意义 下 的 正 交 归 一 条 件 ， 


j iew Wd =d wd (d'x=dx,dx,dx,) (1.183)a 


[pea be dsr dew de Giao 


为 使 这 一 条 件 得 到 满足 ， 需 要 引入 适当 的 归 一 化 系数 。 把 (1.166》 RAER, JAH 
(1.179) 式 和 如 下 的 积分 公式 ; 


fyt O ase Vb -k s (1.184)a 
fyt O rd , 《1.184)0 

不 难得 到 ， 
[ese Code = Eds, 0 


JIE O W adx Er siwd (1.185)b 


内 此 ， 所 要 下 入 的 归 一 化 系数 是 .与 此 相应 ， (1.166) 式 应 改写 为 下 式 
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2m 
+4, s=1 
i = Ym u, ets, E k I; 
KF” Er -L s=2 
gra 
1 
t s=1 
IEO (x) 一 YZ ve “í, -E-k i (1.186) 
-4, s= 


-上 式 右边 的 旋 量 振幅 由 〈1.178) 式 确定 。 
平面 波 解 W(x》 和 和 汕 点 ' (Xx) 同时 又 是 非 厄 米 算 符 iy"k 的 本 征 函 数 ， 其 相应 本 征 


值 同样 是 - mm 和 十 m。 因 此 ， 又 有 以 下 正 交 关系 : 
J O OWP (x) dx= 0, 
(s,s’=1,2) (1.187)a 


I OW (dsx= 0, 


a P (x) Wi? Cx) ds x= 0, 
; iss, k k'i emet) (1.187)b 
| Wy d= 0 : 
在 (1.183) 和 (1.187) 式 的 意义 下 ， (1.186) HI k, s 的 一 切 可 能 值 构 成 Dirac 
方程 的 一 组 完全 、 正 交 、 归 一 的 平面 波 解 ， 因 而 方程 的 任意 解 可 用 这 组 平面 波 解 来 线性 
ER: 
(x) K yz lia leks upset t+ deu ets), (1.188)a 


To= > = 2, Ë VZ k EO kse EEE dys U pett") (1.188)b 


其 中 ， Cko ds 是 一 些 展开 系数 。 


89 投影 算 符 与 自 旋 求 和 公式 


本 节 要 定义 Dirac 粒子 的 正 、 负 能 投影 算 符 ， 并 推出 自 旋 求 和 公式 ， 这 些 公式 在 以 
后 要 用 到 。 所 谓 投影 算 符 ， 乃 是 Hilbert 空间 的 投影 运算 ， 它 与 普通 三 维 空间 的 投影 运 
算 相当 〈 详 见 附录 二 ) 。 
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C) 正 能 与 负 能 的 投影 算 符 


Mu 表示 任意 自 旋 态 的 正 能 旋 量 振幅 ，zk 表示 任意 SEDATE, 则 有 


Wk =C, u + C, uk I 


1C P+ C,= 1， 
vk = Divy + Ditko | 


ID, B+ID,= 1. ) 
利用 (1.180) 和 (1.181) 不 难 验证 以 下 等 式 : 


wuw=1, 
uu =- ls 


ukuk = Du = 0. 


再 用 ! 表示 一 个 任意 的 量 旋 振 幅 ， CE uo RERS: 


u= Aw + Bug. 


BR, EWM 不 满足 方程 (1.143) 和 (1.144) 。 


定义 正 能 态 投影 算 符 为 : 
P.=uvu* 
P u 投影 为 Au, 
P.u= utiy (Aup + Buy) = Aus 
P u BEKE A e: 
P, uy =u uk = Wk 
也 ,把 wk 投影 为 零 ， 


P uv =uxtukuk = 0 + 


所 有 上 面 这 些 投影 运算 都 可 在 普通 三 维 空间 找到 类 比 。 


同样 地 ， 定 义 负 能 态 投影 算 符 为 : 
P_= -Vy Uke 


与 (1.192) 类 似 地 有 : 
P u= Bu 


P v=o 
P.w= 0, 
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(1.189)a 


(1.189)b 


(1.190) 


(1.191) 


(1.192)a 


(1.192)b 


(1.192)c 


(1.193) 


(1.194)a 
(1.194)b 
(1.194)c 


把 P, 重 复 作用 于 4 得 到 
P.P.u= P,Au = P.,u, 


因此 ， 
* P,P,=P,, (1.195)a 
问 样 ， 把 已- 重复 作用 于 ”可 得 
P_P_=P., (1.195)b 
通过 计算 P,P-u 和 了 -P,u 又 得 到 
P,P.=P.P,=0。 (1.195)c 


(1.195) 式 是 投影 算 符 所 应 满足 的 基本 关系 式 。 


(二 ) Py, PARER KER 
利用 (1.189) 式 可 得 


P, =u = (Chun 十 Catig) (Ctu, + C*u,,) 


E 


Suk t u t 


+C,Cšu n t C,Cfu ur, 

= IC,|tu = iCal? uwa * (1.196) 
因为 已 ,应 满足 基本 关系 式 (1.195) a 和 (1.195) c, $e 〈1.196) 右 边 最 后 四 项 的 总 和 必 
FAP. Kik, 


2 i 
P.= D) uppge > G.197)a 
x 
用 类 似 的 方法 可 得 
2 一 
P_=- D Vgs (1.197)b 
ial 


(三 ) P,.P_ 的 Y 和 矩阵 表示 
P, PREA x 4 矩阵 算 符 。 这 一 点 ， 从 〈1.197) 式 就 可 以 看 出 来 。 现在 我 们 用 
Y 甜 阵 来 表示 它 。 因 A uk 和 zk 分 别 是 丸和 vk 的 线性 组 合 [ 见 (1.189) 式 ] ， 故 它们 
满足 方程 (1.143) 和 (1.144) : 
(Y*k-im)u = 0, (1.198)a 
(Y-k+im)ok = 0. (1.198)b 
把 (1.198) a 15 (1.194) c 比较 可 知 ， 已 -与 〈Y"R- im) 只 相差 一 个 数 常 数 ， 把 此 常数 
记 为 4-， 
P_=A_(Y*k- im), (1.199)a 
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再 把 (1.198) b 5 (1.192) c 比较 可 得 ， 
P.= A.C(y*k+ im). (1.199)b 
把 (1.199) b RA (1.192) b (ETE T ERA. 
P.w= A,Cy+h + im)uy = À , Ch im+2im) uy = ux 


即 
a=- (1.200)a 
2im 
同样 ， 把 (1.199) a 代入 (1.194) b 可 确定 常数 4 
á=} (1.200)b 
2im 


最 后 ， 把 (1.200) a 和 (1.200) 6 分 别 代入 (1.199) b 和 (1.199) a 便 得 到 投影 算 符 的 Y 8 
阵 表示 式 ， 


Pp,=— Yktim, (1.20Da 
2im 
plas kzi; (1.201)b 
2im 


(四) 自 旋 求 和 公式 
把 (1.197) 和 (1.201) 相 结合 可 以 得 到 如 下 的 自 旋 求 和 公式 


2 
Snes pap) =lo (1.202) 
> 
它 实 际 上 就 是 “和 iY ok 的 四 个 共同 本 征 丽 数 几 * 、vis 所 满 是 的 封闭 性 关 系 式 。 
因为 
í tiks) 
Ea 
kempas 
\ ug, P 


故 〈1.202) 式 又 可 写成 分 量 的 形式 ， 
2 S _ 
2 ukuk, - vg, Vk) = bes (1.203) 
i 


Hh, a, B=1,2,3,4, 


810 eik 
如 8$1、8 2 两 节 所 述 ，K 一 G 方 程 和 Dirac 方 程 均 存在 负 能 困难 。 从 理论 上 看 来 
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` 


负 能 解 是 无 法 回避 的 ， 问 题 在 于 如 何 去 解 释 它 ， 并 弄 清 它 对 方程 式 本 身 的 影响 是 什么 ? 


C) Dirac “ZR” Mig 
Dirac 粒 子 的 awa, 这 一 点 ， 恰 好 为 解释 Dirac 方程 的 负 能 解 提供 了 可 能 性 。 


1930 年 ，Dirac 提 出 电子 的 “ 空 穴 ” 理 论 来 解 技 方程 的 负 能 解 。， 估 的 基本 思想 是 : 

C) 字 宙 间 每 处 都 有 密度 为 无 限 大 的 负 能 电子 分 布 ， 形 成 所 谓 “ 负 能 电子 海 ”, 

( 2) 在 负 能 电子 海里 ， 所 有 负 能 态 〈 负 能 级 ) 几乎 已 被 电子 占 杠 ， 由 于 Fermi 统 
计 ， 处 于 正 能 态 的 通常 电子 ， 不 可 能 跃迁 到 已 被 占据 的 负 能 级 上 去 。 因 此 ， 客 观 上 存在 
的 正 能 态 〈 通 常 的 正 能 电子 ) 是 稳定 的 。 

《3 ) 一 个 未 被 占据 的 负 能 态 ， 就 是 负 能 电子 海里 的 一 个 空 穴 ， 它 表现 为 一 个 具有 
正 能 量 、 正 电荷 的 电子 一 一 正 电 子 。 正 电子 与 电子 具有 相同 的 质量 和 自 旋 ， 仅 电荷 符号 
相反 、 

CA) 当 一 个 通常 的 正 能 电子 放射 能 量 足 够 大 的 光子 时 〔 即 当 Ey=h% 二 2m。 时 ) ， 
它 就 会 跃迁 到 空 着 的 负 能 级 上 去 。 于 是 ， 通 常 电子 与 空 究 成 对 消失 ， 反之， 当 一 个 处 于 
负 能 态 的 电子 因 吸 收 电磁 辐射 而 获得 足够 大 的 能 量 《 A 玉 汪 2m。) Br, 它 就 会 跃迁 到 正 能 
态 ， 成 为 一 个 具有 正 能 量 、 负 电荷 的 通常 电子 。 与 此 同时 ， 在 负 能 电子 海里 留 下 一 个 具 
有 正 能 量 、 正 电荷 的 空 穴 一 一 正 电子 。 因此， 电子 与 空 穴 成 对 产生 。 

(5) 如 果 在 宇宙 空间 的 某 些 区 域 ， 所 有 负 能 态 全 都 被 电子 占 满 ， 而 所 有 正 能 态 都 
空 着 ， 则 这 些 区 域 就 是 所 谓 “ 电 荷 真空 ”。 真空 本 身 没 有 可 观察 的 物理 效 应 。 真空 便 
是 能 量 、 动 量 、 电 荷 、 自 旋 …… 都 为 零 的 状态 〈 这 一 点 ， 正 好 符合 Lorentz 不 变性 的 要 
求 ， 因 为 狭义 相对 论 正 是 在 真空 是 一 无 所 有 的 这 样 一 幅 世 界 图 景 上 建立 起 来 的 ， 注 意 
到 ， 负 能 解 的 出 现 ， 正 是 对 方程 的 Lorentz 不 变性 要 求 所 导致 的 结果 ， 就 能 更 好 地 理解 
这 一 点 

1932 年 ， 实验 上 发 现 了 Dirac “ 空 穴 ”理论 预言 的 正 电 子 ， 这 是 对 这 一 理论 的 一 大 
支持 ， 也 是 Dirac 方程 的 一 大 成 功 。 此 外 ， 借 助 于 空 穴 理论 可 以 定性 解释 电子 一 一 正 电 
了 偶 产 生 毁 灭 的 实验 现象 。 虽 然 ， 空 穴 理论 对 负 能 解 的 上 述 解释 是 不 能 令 入 满意 的 〈 密 
度 为 无 限 大 的 “ 负 能 电子 海 ” 不 是 一 个 可 以 接受 的 物理 概念 ， 因 为 它 颇 具有 人 为 性 ， 理 
论 解释 只 适用 于 Fermi 子 ， 对 Bose 子 便 不 适用 ) ， 但 它 却 为 量子 场 论 的 建立 提供 了 重要 
的 线索 ， 既 然 负 能 解 意 呈 着 存在 正 电 子 ， 那 么 ,Dirac 方 程 重 应 同时 描写 电子 和 正 电子 。 
换言之 ， 它 不 再 描写 单 粒子 的 运动 ， 而 是 描写 “多 粒子 体系 ”的 运动 ， 人 们 应 当 把 它 看 
成 一 个 场 方程 式 。 


(二 ) 电荷 共 思 不 变性 
在 上 述 “ 空 穴 ”理论 的 解释 里 ， 若 把 电子 与 正 电 子 的 地 位 互 换 ， 即 把 Dirac 方程 看 
成 是 描写 正 电子 的 方程 式 ， 并 用 “和 负 能 正 电子 海 ”去 代替 “ 负 能 电子 海 ”……， 那 么 ， 
整个 Dirae 理论 的 形式 体系 将 是 不 变 的 。 这 意味 着 Dirac 方程 还 具有 一 种 新 的 对 称 性 
对 于 交换 电子 与 正 电子 的 操作 ， 方 程 应 具有 不 变性 。 
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为 了 从 数学 上 描写 这 种 不 变性 ， 我 们 定义 如 下 的 4 x 4 非 奇 异 矩 阵 C， 1 


CriYnC= - Yñ (1.204)a 
C=C, (1.204)b 
Cr= -C， (1.204)c 
矩阵 算 符 右 上 角 的 字母 “"” 代 表 转 置 。 借 助 于 矩阵 C 定义 如 下 的 电荷 共 罗 变 换 : 
LOCF, =y 《1.205)a 
pa =C T(x). (1.205)b 


PE) 称 为 (x) BRERA RZA. FEDERAR, MARIER 
(1.205) 即 是 交换 电子 与 正 电子 的 操作 。 
现在 来 证 明 Dirac 方程 (1.34) 在 电荷 共生 变 换 下 具有 不 变性 。 将 (1.34 取 厄 米 
RH, FARNA 
FTE) (Yun m)= 0, , 
此 式 取 转 置 并 左 乘 以 矩阵 C， 然 后 利用 《1.204) a 式 就 得 到 v(x) 满足 的 方程 式 ， 
Gua + m) Ye(x) = 0 , (1.206) 
《1.206) 式 与 (1.34) 式 具有 相同 形式 ， 这 就 证 明了 Dirac 方 程 在 电荷 共 罗 变 换 (1.205》 
之 下 具有 不 变性 。 


(三 ) 正 、 反 粒子 共 固 变换 


在 这 一 小 节 里 ， 我 们 要 证 明 电 荷 共 思 变换 (1.205) 即 是 交换 粒子 与 反 粒子 的 操作 , 
(x) 所 描写 的 态 首先 来 考察 旋 量 振 幅 uk. o fB MENR 


ue = C u, (u= (uty) . (1.207)a 
vẹS=Cuhe O= wY (1.207)b 
把 (1.143) b Of W 3f EREE C 即 得 

(Ytk+im) ug, = 0, (1.208)a 

再 把 (1.144) b Re W3F2 3 Ri C 又 得 
(Y'k-im)vk,= 0. (1.208)b 

¥ (1.208) a 和 (1.208) 5 分 别 与 (1.144) a , (1.143) a 比较 ， 便 不 难看 出 ; 

Uks = GiUk + agokay (1.209)a 
”aa (1.209)6 


CE1) 也 可 以 从 方程 的 不 变性 出 发 来 定义 C。 昂 A。 责 。 MENER 《 量 于 电动 力学 》PP。66 一 67， 科 学 出 版 
社 ，1964 年 
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其 中 ，a8 和 6b8(0、s= 1，2 ) 是 一 些 常 系数 。 因 为 
WS (O= CPT = ug, estes, (1.210)a 
We CRT (x) moget, (1.210)b 


故 由 《1.209) 可 得 : 
WS (x) =af (x) + as hia’ (x) , (1.211)a 


HPE (x) = bi G H bib O) ， (1.211)b 


ERRI: EBRRERRT, :的 平面 波 解 变换 为 -E* 的 平面 波 解 ， 反 之 亦 然 。 
ATRERAAARERI SINARE, mnkkruwhi 


a veY°k = Te W: 
aS Cy ue, =, Yara. cv fr: kuki] 
- iy vreug, (1.212)a 
同样 可 得 
(De e. = 了 Yey'eof (1.212)b 


2 


把 (1.212)a、(1.212) 8 分 别 与 (1.163)a、(1.163)6 进行 比较 可 知 : u, Su, o vk 与 ov 都 


是 算 符号 由 )*。_ 的 本 征 画 数 ， 但 本 征 什 的 符号 两 两 相反 . REZ, WPO CX) 


URIPE 内 2(x ) 所 描写 的 态 ， 其 自 旋 方向 两 两 相反 。 
综 上 所 述 ， 如 果 中 (x) 是 Dirac 方 程 的 一 个 能 量 为 + Ex 动量 为 +k 且 自 旋 向 卡 ( 注 1 的 


平面 波 解 ， 则 ckx) 便 是 一 个 能 量 为 - E, DRY - k 且 自 旋 向 下 的 平面 波 解 ， 反之 亦 
然 。 因此， 方程 1.34) 在 电荷 共 恩 变换 下 的 不 变性 ， 即 


= se 


CE1 我 们 这 里 用 自 族 向 卡 来 分 别 代表 一 。， 的 本 征 值 为 圭 +. 
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(Ya+m)y(x)= 0 ` 
= CF (Y°9=Yn0n) 
(atm ye) = 0 
意味 着 在 Dirac 方 程 (1.34) 的 正 能 解 《+ En +k 且 自 旋 向 卡 的 解 与 负 能 解 《 ~ Ex. 


-kk 且 自 施 向 Ff 的 解 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 
电子 与 正 电子 的 互 岳 一 个 在 电磁 场 里 运动 的 电子 ， 它 的 波动 方程 为 


(YO~ieYy*Atm)y(x)= 0, (1.213) 
EUERE RO.205)0 ZF, EREA: 
(yeðt+ iey. A+m) ý (x)= 0. (1.214) 


其 中 ，Y* A= Ya AÓ (Audi 838090 8 539) .前 已 述 及 ， 电 子 与 正 电 子 具 有 相同 的 质量 
和 自 旋 ， 仅 电荷 符号 相反 。 因 此 ， 若 (1.213) 是 描写 电子 在 电磁 场 里 运动 的 波动 方程 
式 ， 则 〈1.214) 便 是 描写 正 电 子 在 同一 电磁 场 里 运动 的 波动 方程 式 。 简 言 之 ， 在 有 外 电 
磁场 的 情形 下 ， 电 荷 共 酌 变换 (1.205)a 的 作用 是 使 电子 的 波动 方程 式 与 于 电子 的 波动 方 
ERER., MRY) 是 方程 (1.213) 的 解 ， 它 描写 能 量 为 - Ex. 动量 为 - k 且 自 旋 


向 直 的 电子 一 一 负 能 电子 ， 那 么 ， 在 电荷 共 罗 变 换 下 ， UPO RRRA Wa), 


者 是 方程 (1.214) 的 正 能 解 ， 它 描写 能 量 为 + Ex、 动 量 为 +k 且 自 旋 向 F 的 正 电子 。 


于 是 ， 引 入 外 电磁 场 ， 使 我 们 能 够 直观 地 显示 电荷 共 印 变换 的 物理 内 容 ， 电 荷 共 辆 变换 
(1.205)a 是 将 Dirac 方 程 的 负 能 电子 解 变换 为 正 能 正 电子 解 , 或 将 正 能 电子 解 变 为 负 能 正 
电子 解 ， 它 是 把 电子 与 正 电子 在 理论 里 的 地 位 互 换 ， 电 子 是 〔 正 ) 粒子 ， 正 电子 是 反 粒 
子 。 因 此 ， 电 蔡 共 辐 变 换 是 交换 粒子 与 反 粒 子 的 操作 以 后 将 会 看 到 ， 电 荷 共 纯 变换 同 
样 适用 于 中 性 的 粒 地 与 反 粒 于 ,所 以 电荷 共 辐 变换 又 称 为 正 、 反 粒子 共 罗 变 换 ， 

由 上 述 讨论 看 到 ， 在 相对 论 其 子 力学 
范围 内 ， 电 荷 共 辆 变换 并 未 直接 将 电子 态 
与 正 电子 态 相互 交换 ， 还 必须 引入 负 能 电 
于 作为 中 介 ， 关 办 之 以 从 负 能 态 到 正 能 态 neart 
的 跃迁， 电子 态 与 正 电子 态 之 间 的 互 换 关 
系 可 用 如 右 的 示意 图 来 表示 。 

在 第 五 章 和 第 六 章 里 将 会 看 到 ， 在 量 
子 场 论 的 理论 框架 里 ， 不 再 出 现 负 能 困 
难 ， 空 穴 理论 的 解释 也 不 再 是 必要 的 ， 电 
荷 共 入 变 换 将 直接 交换 粒子 与 反 粒 子 。 田 1 一 3 


CD 和 矩阵 C 的 存在 性 
条 件 〈1.204) 对 和 矩阵 忆 的 眼 制 是 比较 强 的 。 这 就 产生 一 个 问题 满足 条 件 (1.204)7 
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va EnF 


te 
W ks 正 能 正 电 子 


fE C Ë fee? 若 找 不 到 这 样 一 个 矩阵 C ， 则 前 面 两 小 节 的 讨论 便 不 能 成 立 。 现 
在 ， 我 们 就 从 "1.204) 出 发 来 找 出 矩阵 C 。 因 为 
=-Yb Yi=Y» Yi=-Y» Ysy. 

所 以 由 (1.204)a 得 到 ， 

[YbC]=0，  {Y:,C}= 0, 

EY» C]=0, {YC}= 0. (1.215) 
这 里 ，[ 人 PAE- BA A 和 }= (F+ EA 接 照 (1.215) 式 以 及 Y 短 阵 所 
满足 的 代数 关系 (1.36) a, ， 可 令 

C=Y2Ys x const, 
根据 (1.204)b, 应 有 Cr+C= Ts 因而 const .= 1 ,由 此 得 到 

C=Y Ya, (1.216) 
不 难 验 证 ， 由 上 式 确定 的 算 阵 C 已 自动 满足 (1.204C ) 式 。 


$11 中 微 子 二 分 量 理论 


Dirac 方 程 描写 自 施 位 为 的 粒子 , 但 中 微 子 情况 特殊 。 由 于 中 微 子 质量 为 零 ( 注 17， 
使 理论 形式 产生 一 系列 的 变化 。 


(~) Am 0 的 Dirac 理 论 过 渡 到 中 微 子 理论 
我 们 首先 来 看 当 m = 0 时 前 面 各 节 的 理论 应 当 如 何 变化 。 
波动 方程 及 其 解 ” 当 m= 0 时 ，Dirac 方 程 简化 为 
i Yronb(x) = 0. ann 
把 (1.178) RA (1.186) 并 令 m= 0， 就 得 到 方程 (1.217) 的 平面 波 解 : 


q (x) -= (1.218)a 
TATO) szinet (1.218)6 
其 中 ， 
if š, Iki=Ey r ; 
aai 1.219. 
“val ake , s=1,2 a 


CE1) 志 今 为 止 的 实验 事实 尚未 证 明 中 位 于 质量 布 为 零 ， 但 实验 和 理论 的 进一步 发 展 ， 可 能 完全 改变 我 们 S 
在 的 认识 ,读者 可 参阅 《高 能 物理 》，1983 年 第 1 期 ，pp.13 一 14 的 介绍 。 
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方程 G.217) 的 任意 解 可 表示 为 〈1.218) 式 的 线性 组 合 : 


(x) -emt dt e°), 


To -En ent d p e°). 


归 一 化 条 件 由 《〈1.175) 式 可 知 ， 当 m= 0 时 ， 恒 有 


Mk Uka = Uk Uk = Ü > 


因而 归 一 化 条 件 〈1.180) 不 能 再 用 ， 而 必须 用 如 下 的 归 一 化 条 件 : 


as 5 


Un = 5. . 


WERE, (1.219) 式 的 旋 量 振幅 已 自动 满足 归 一 化 条 件 〈1.221) 。 


(1.219)b 


(1.220)a 


(1.220)b 


(1.221)a 
(1.221)b 


HERR M, sma 0 时 ， 车 取 《1.221) 式 作为 归 一 化 条 件 ， 则 由 1.175》 


式 可 得 ， 


disn 


uk tk r= 


m 
Ex 


= m 
Uk Uk =- = Ds 


因此 ， 利 用 (1.197) a 和 (1.189) o 有 


将 此 式 与 (1,199) b 结合 ， 使 得 到 


A T ekti 
P, "Pun =Y ria 
类 似 地 ， 可 得 
i 
P.=- Slupp 
< 


在 上 式 中 令 m = 0 就 得 到 中 微 子 态 的 投影 算 符 : 


s 4. $ 
P,= 二 
+ ss 2i ik | 
i pass A 
P. m = E, 
-ee ak 
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(1.222)a 


(1.222)b 


(1.223)a 


(1.223)b 


(1.224)a 


(1.224)b 


IH, uks Vh 《1.219) 式 确定 。 
平面 波 解 按 自 施 态 的 分 类 ”如 § 7 所 述 ， 在 几 失 0 的 情况 下 ， 将 平面 波 解 按 标量 算 
POLE 的 本 征 值 分 类 具有 Lorentz 不 变性 。 但 当 mm 一 0 时 ， 标量 算 符 无 法 定义 ， 襄 


Bm= 0 的 粒子 不 存在 自身 参考 系 ， 因 而 本 征 值 方程 (1.162) 将 没有 意义 。 
对 于 mm 二 0 的 粒子 ， 采 用 螺旋 度 算 符 的 本 征 值 来 区 分 平面 波 解 是 完全 适当 的 。 分 析 
如 下 :车 mm 二 0 ,总 可 以 找到 两 个 Lorentz 参 考 系 O 和 0O’ ,粒子 对 O 有 速度 O’ 对 O 有 速度 
V,VIv, B |M < V| <c ( 见 图 1 一 4 》。 这 样 ， 在 0/′ 系 的 观察 者 看 来 ， 粒 子 的 速度 为 
W, 它 与 "方向 恰 相 反 。 换 言 之 ， 粒 子 在 上 述 两 个 参考 系 里 的 动量 方向 相反 ， 而 自 旋 方 向 
不 变 。 因 而 车 在 O 系 的 观察 者 看 来 h= 十 1 ， 粒 子 处 于 右 旋 态 5 六 12, MEO 系 的 观察 者 看 
3, h=- 1 ,粒子 处 于 左旋 态 ，m 二 0 的 Dirac 粒 子 有 两 种 螺旋 态 , 即 右 旋 态 和 左旋 态 。 
如 上 所 述 ， 这 两 种 自 施 态 都 没有 Loretz 不 变性 ， 当 参考 系 转换 时 ， 右 施 态 可 以 转变 为 左 
, 施 态 ， 左 施 态 也 可 以 转变 为 右 施 态 .但 车 m = 0 ,粒子 速度 对 一 切 参考 系 人 恒 为 光速 c ,在 
任意 两 个 参考 系 里 ， 粒 子 动量 方向 不 会 倒转 。 因 此 ， 对 一 切 参考 系 而 言 ， 粒 子 的 螺旋 度 
或 者 便 为 + 1 。 或 者 恒 为 ~ 1 ， 即 左旋 态 和 右 旋 态 分 别 具 有 Lorentz 不 变性 。 


xs 


z 
t 图 1 一 4 


由 于 上 述 原因 ， 我 们 就 用 螺旋 度 来 区 分 中 微 子 波动 方程 的 平面 波 解 . 这 意味 着 4。、 
和 zks 都 是 螺旋 度 算 符 的 本 征 函数 。 或 者 说 ,中 微 子 和 反 中 微 子 是 纵向 极 化 的 [入 2。 


KERKEE, 中 微 子 总 是 处 于 左旋 态 (h =- 1)， 反 中 微 子 总 是 处 于 右 旋 态 
(h 二 + 1)。 在 自然 界 里 不 存在 右 旋 中 微 子 和 左旋 反 中 微 子 。 


最 后 应 指出 ， 由 于 我 们 现在 选择 4,、vks 是 有 二 2 rais 数 ， 故 (1,219) xÇ 


5 注 1】 所谓 右 旋 态 ， 是 指 自 旋 方 向 与 动量 方向 的 关系 恰 如 右 手 四 指 与 大 拇指 的 关系 。 而 所 谓 左 旋 态 ， 是 指 自 
族 方 向 与 动量 方向 的 关系 恰 如 左 手 四 指 与 大 拇指 的 关系 。 

[ 注 2]， 所 亩 纵向 极 化 ， 就 是 指 粒子 自 旋 角 动量 之 平均 取向 与 粒子 动量 方向 平行 或 反 竺 行 例 如。 中 徽 于 处 于 左 
旋 极 化 态 ， 自 旋 与 动量 反 平 行 ， 反 中 微 子 处 于 右 旋 极 化 态 ， 自 旅 与 动量 平行 

[ 注 3] 见 《 基 本 粒子 译文 集 》 第 二 集 ，p18， 科 学 技术 文献 出 版 社 重庆 分 社 ，1978 年 。 
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PHEATA. KREN, Eko kE MAA 


ik] 
i= 一 ee ] (1.225)a 
Valm +1) ln, in, 
t= a [= sini (1.225)b 
Vam til nst1 
am aiy 
(二 ) 二 分 量 理论 


中 微 子 理论 的 特点 之 一 是 ， 它 破坏 了 空间 反 演 和 电荷 共 恩 变换 下 的 不 变性 我 们 知 
iN, ma 0 的 Dirac 理论 在 这 两 种 变换 下 均 具 有 不 变性 ) 。 这 一 特点 反映 在 理论 的 亚 式 
上 ， 便 是 在 理论 里 出 现 Ys 答 阵 ， 因 而 中 微 子 态 和 反 中 微 子 态 具 有 所 亩 “ 手 征 性 ”， 理 论 
的 上 述 特 点 引出 了 第 二 个 特点 ， 即 中 微 子 、 反 中 微 子 波 函 数 不 再 具有 四 个 独立 分 基 ， 而 


只 有 两 个 独立 分 量 . 
手 征 性 ”把 平面 波 (1.218) a 和 (1.218) 6 分别 代 入 《1,.217) 式 得 
Yukutigs= 0， + (1.226)a 
YukuVks = 0 + (1.226)b 


因为 Ye 与 Yh 反 对 易 [ 见 (1.68)c 式 ]， 故 土 Ysxks 和 土 Yezws 同 样 是 〈1.226) 式 的 解 : 


Ynkh( 土 Yeuks) 一 0， (1.227)a 
Yuku (+ YUk) = 0, (1.227)b 

因此 ， 我 们 有 : . 
I Ysu = £ tiks (1.228)a 
Yevks = £ Uk + © (1.228)b 


此 式 表 明 ，xws 和 zwks 都 是 Ys 的 本 征 函数 。 相 应 的 本 征 值 称 为 手 征 性 ， 其 值 为 二 1 。 
多 在 来 寻找 手 征 性 和 螺旋 度 之 间 的 关系 。 注 意 到 Y*h 二 Yk 十 Yh， 并 以 iysY4 左 乘 
(1.226) a 式 可 得 
GYeY4Yk-Y Eu = 0, 
HAA YE 2 BJ) n F 2: 5. 
iy y =e, Y| a= -2, ` G.229) 
可 将 上 面 的 方程 式 改写 为 
.kuws= - Exysuks 
即 
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3. 
ee ups =- Youse (1.230) 
对 于 二 Es, +k 的 解 ， 螺 旋 度 算 符 为 


.k - 
h = (1.231) 
Ik] : 
Kit, (.280)3C%9 hh y AWF: 
ht u = - Ystkss (1.232) 
这 就 是 说 ， 在 正 能 解 情 形 下 ， 蜡 旋 度 与 手 征 性 总 是 等 大 反 号 《注意 ， 我 们 都 在 Pauli 度 


规 下 讨论 ，Ye= [° d], mama 


e= + 1, 当 Ys 的 本 征 值 为 - 1 ] 


(1.233) 
he 一- 1, 当 Ys 的 本 征 值 为 + 1 
从 (1.226) 4 式 出 发 进行 类 似 的 推算 可 得 
A? vhs = YUk . (1.234) 
Jep, AOS- pe 因此 ， 在 负 能 解 情形 下 ， 螺旋 度 与 手 征 性 总 是 相同 : 
hh 中 = 十 1， 当 Ys 的 本 征 值 为 + 1 
] (1.235) 
h=- 1, 当 Ys 的 本 征 值 为 - 1 


左旋 态 与 右 旋 态 ”以 寺 Ys 左 乘 (1.217)， 并 将 所 得 式 与 〈1.217) 式 相 加 ， HRU 
PENENT: 


Yna C1 +Ys)Y(*)= 0。 (1.236) 
令 [ 注 1] 

br =O +Y (1.237)a 

a = -Ye 由 (1.237)6 


则 不 难看 出 ， 中 c(x) 和 外 a(*) 都 是 Ys 的 本 征 态 ， 其 手 征 性 分 别 为 + 1 和- 1， 
Ysbr(x)=r(x), (1.238)a 
Yeha(x)= - brl). (1.238)6 


5 注 1) 如 果 用 B 一 D 度 规 (WRI), 则 ys = r 3): 那 时 ， 虹 与 9B 的 表示 式 互 换 。 
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和 z(x) 和 ya(x) 所 描写 的 态 分 别称 为 左旋 态 和 右 旋 态 。 这 是 因为 当 它 们 都 是 方程 (1.236) 
MEREM, b SERT, h=- l;t) 描写 右 旋 粒子 ,h= + 1 .按照 前 面 述 及 
的 实验 事实 ， 可 取 中 z(x) 为 中 微 子 波 函数 ， 趾 a(x) 为 反 中 微 子 波 函 数 。 我 们 看 到 ，m 坟 0 
的 Dirac 粒 子 的 波 函 数 由 (x) 可 以 分 解 为 yz(x) 与 Wa(x) 之 和 : 
Yx) = prl) + hrl). (1.239) 

但 是 ， 如 前 一 小 节 已 谈 到 的 ， 当 n 三 0 时 ， 上 式 的 分 解 不 具有 Lorentz 不 变性 ， 这 是 因 
2J m == 0 的 Dirac 粒子 有 两 种 纵向 极 化 态 ， 左 旋 态 和 右 旋 态 ， 而 当 m = 0 时， 粒子 只 有 
一 种 纵向 极 化 态 ， 左 旋 态 或 右 旋 态 ， 因 而 (1.239) 式 的 分 解 具有 Lorentz 不 变性 。 


中 微 子 波 函数 的 独立 分 量 数目 pt VREER, 因而 (1.219) 式 的 旋 量 


振幅 ms、zks 事 实 上 都 只 有 两 个 独立 分 量 。 于是， 《1.217) 式 的 任意 解 中 (x) 不 再 是 具有 


四 个 分 量 的 双 旋 量 ， 而 是 只 有 两 个 独立 分 量 的 旋 量 波 函数 。 这 一 点 ， 从 yz(x) 和 中 Ba(x) 
的 矩阵 形式 里 可 以 看 得 更 清楚 : š 


1| seso) 


和 z(xz)= 工 (1+Ye)b(x) = 工 | 、 (1.240)a 
2 2 l-(@- x) 
`B ip tx 

haw =L(1 -vow Ser J G(.240)5 


甲 
其 中 ，y(x) = ( Etan, 它 现在 只 有 两 个 独立 分 量 ， 而 (1.240) 式 把 这 一 点 
表示 得 更 加 明显 。 
P 破坏 和 C 破坏 “在 二 分 量 中 微 子 理论 里 出 现 Y* 和 矩阵 ， 使 得 理论 不 再 具有 空间 反 演 
不 变性 ， 这 一 点 ， 只 要 回忆 $ 5 里 关于 夺标 量 、 庆 矢量 的 讨论 便 不 难 理解 。 对 Yr) 和 
QC) 分 别 进行 空间 反 演 : 


Pyr(x)= Yr(x) =H 1- Ys) Y (x’)=Ya(x’), (1.241)a 


P ja(x) =Y. br(x) =+“ 1 +YP (x) =4 e (1.241)b 


这 一 结果 表明 ， 一 个 左旋 中 微 子 的 镜像 是 一 个 右 旋 中 微 子 ， 而 一 个 右 旋 反 中 微 子 的 镜像 
则 是 一 个 左旋 反 中 微 子 。 但 是 这 些 镜像 粒子 都 是 不 存在 的 ， 所 以 二 分 量 理论 不 具有 空间 
反 演 不 变性 。 顺 便 指 出 ， 正 是 由 于 中 微 T 和 反 中 微 于 都 只 具有 一 种 螺旋 态 〈 纵 向 极 化 
£) ， 因 而 在 弱 作 用 过 程 里 ， 宇 称 守 人 恒定 律 不 再 成 立 。 

二 分 量 理论 同样 破坏 了 电荷 共 轿 对 称 性 : 


WE =T} =+“ 1 -YoY (1.242)a 
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I I= 也 = 二 1 +Ys) 9° ° (1.242)b 
由 此 不 难 验证 : 
Ys0$= - W£, 
Y 08= Yh. 
DL EU (.BDERTA, ELERERRTF, Vibe 的 手 征 性 互 换 。 因此 ， 
电荷 共 卉 变换 的 结果 是 ， 粒 子 与 反 粒 了 于 交换 而 螺旋 度 不 变 ， 这 显然 破坏 了 电荷 共 二 对 称 


t. 
请 读者 自己 证 明 ， 中 微 子 二 分 量 理论 具有 C 、P 联合 变换 下 的 不 变性 。 


812 光子 的 量子 力学 方程 式 


非 相 对 论 量 子 力学 只 适用 于 有 质量 粒子 的 低速 运动 ， 对 于 质量 为 零 的 粒子 ， 它 的 量 “ 
子 力学 理论 一 开始 便 是 相对 论 性 的 量子 理论 。 那 么 ， 像 光子 这 样 的 零 质量 粒子 ， 应 当 怎 
样 建立 它 的 量子 力学 理论 嘱 ? 本 节 就 来 讨论 这 个 问题 。 


(一 ) 光子 波动 方程 


在 建立 非 相 对 论 波动 方程 时 ， 人 们 是 把 相应 的 经 典 体系 的 运动 方程 拿 来 进行 量子 
化 ， 而 在 建立 中 微 子 的 相对 论 波动 方程 时 , 人 们 又 是 从 m =e 0 的 Dirac 理 论 开始 向 m = 0 
的 理论 进行 自然 的 过 渡 。 光 子 作为 微观 粒子 ， 它 的 运动 没有 经 典 类 比 。 但 是 ， 人 们 在 相 
对 论 量子 力学 出 现 之 前 就 已 提出 了 光 的 量子 学 说 〈 见 第 二 章 8 1 ) ， 因 此 ， 可 以 设想 ， 
加 上 适当 的 量子 化 假设 ， 便 可 把 Maxwell 方 程式 作为 光子 的 量子 力学 方程 式 . 在 h=c 二 1 
的 单位 制 里 ， 真 空中 的 Maxwell 方 程 组 有 以 下 形式 ， 


` VY'H= 0， (1.243)a 


yxE=- 如 (1.243)b 
vxH= 2E (1.243)c 
vE=0. G.243)d 

者 
š H=vxA, (1.244)a 
E=-vA, -2 f (1.244)b 
vxH= 和 š (1.244)c 
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VE--0。 (1.244)d 


其 中 ，A 和 As 分 器 是 电感 场 的 矢 势 和 标 势 。 方程 组 (1.243) 是 在 坐标 空间 建立 的 , 而 对 于 
光 :来 说 ，“ 在 空间 某 点 出 现 的 几率 ”这 一 概念 并 不 适用 ， 这 是 由 于 光子 不 能 被 定 域 在 
比 波长 小 的 范围 内 。 由 于 这 样 ， 光子 的 生子 力学 理论 不 能 在 坐标 空间 来 建立 而 必须 在 
动量 空间 来 建立 [六 1)。 把 Maxell 方程 组 (1.243) 转 到 波 矢 k 空 间 , 并 进行 适当 的 恋 换 ， 
可 以 导出 Schr5dinger 形 式 的 波动 方程 如 下 


i + =Hf, (1.245)a 


其 中 ， 向 量 函 数 化 与 电场 矢 基 的 付 里 时 分 吕 Ek 有 以 下 关系 ， 
E, = V (M|) (f, +f y, 


Ek NOKI) Ch - fo, 
方程 (1.245) a 与 横向 条 件 
kf=0 (1.245)b 


相 结 合 ， 便 与 Maxwell 方程 组 〈1.243) 等 效 。 倘若 加 入 下 述 的 量子 假设 ，( 1 Y 光子 的 
没 动 件 即 是 电磁 波 的 波动 性 ; 《2 )(1.245) a 中 的 算 符 矿 便 是 光子 的 Hamilton 算 笨 , 它 的 
ARE, =ox= Ik| 即 是 一 个 光子 的 量子 力学 能 最 《其 中 ，k 和 owx 在 经 典 的 意义 下 分 别 
是 电磁 波 的 波 矢 量 和 角 频 率 ， 而 现在 k 又 应 解释 为 单个 光子 的 动量 ), 那么 ， 方程 (1.245) a 
就 可 作为 光子 的 量子 力学 方程 式 ， 全 即 是 光子 的 动量 空间 波 函 数 。 从 波动 方程 (1.245)a 
出 发 ， 可 以 建立 起 一 整套 光子 的 量子 力学 理论 。 

然而 ， 当 从 量子 力学 过 滤 到 量子 场 论 时 ， 把 (1.245) a 作为 二 次 量子 化 的 出 发 点 是 
很 不 方便 的 。 那 时 , 我 们 将 根据 (1.245) 式 与 Maxwell 方 程 组 之 等 效 性 ， 直 接 从 Maxwell 
方程 组 出 发 来 建立 量子 场 论 的 理论 体系 ， 并 把 电磁 场 的 四 维 矢 势 44 与 光子 波 画 q 等 i} 
看 待 。 


(二 ) 规范 变换 与 规范 不 变性 
方程 (1.243) 可 以 写 为 如 下 的 四 维 形式 ， 


v 0， (1.246)0 
Fiv= 0. ` (1.246)b 


其 中 
fÉ, = Lers F, 
iv = kawa Foo 


Fe=6A-a4, OUREA RK 


CEI) XTOTURTJEmi, CA 
有 详尽 的 论述 。( 科 学 出 点 福 ，1 


泽 尔 ，B.B. 别 列 斯 捷 基 基 著 《量子 电动 力学 》， 第 一 竟 已 : 
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4 如 =(A,ido)。 〈 电 误 场 的 四 丝 矢 量 势 ) 
电磁 场 张 量 分 量 Fiv 与 电磁 场 矢量 诸 分 是 由 下 式 联 系 : 
Fyn=esmt' jk dl=1, 2,3 
Fu=- Fi = iÉ, 
由 经 典 电动 力学 已 熟知 ，Maxwell 方 程 在 规范 变换 
Ah(x) = An(x) + ona(x) (1.247) 


之 下 具有 不 变性 。 其 中 ，a(x) 是 一 个 Lorentz 标量 函数 ， 我 们 这 里 称 它 为 规范 函数 ， 不 
同 的 规范 函数 给 出 不 同 的 规范 ， 因 比 ，A4% (x) 可 以 取 无 穷 多 种 规范 ， 或 者 说 ， 它 有 无 限 
多 的 规范 自由 度 ， 但 并 非 所 有 规范 都 能 反映 真实 的 电磁 运动 ， 必 须 加 入 适当 的 辅助 条 件 
来 限制 取 某 些 规范 。 

Lorentz 规 范 “引入 协 变形 式 的 Lorentz 辅 助 条 件 


QnAn(x)= 0 (1.248) 
来 限制 规范 变换 〈1.247) 。 这 时 ， 规 范 函数 要 满足 如 下 条 件 ; 
a(x) = 0. (1.249). 


但 由 于 满足 上 式 的 规范 函数 很 多 ， 所 以 规范 自由 度 并 不 唯一 。 把 (1,248) 代 入 Maxwell 
方程 (1.246) b 可 得 Au(x) 满 足 的 微分 方程 式 


Ah(x)= 0. (1.250) 


此 式 与 Lorentz 条 件 (1.248) 一 起 构成 一 个 与 Maxwell 方程 组 1.246) 等 效 的 方 程 组 
5 1)， 因 此 ， 在 建立 量子 场 论 的 理论 体系 时 ， 我 们 可 以 直接 把 (1.250〉 式 看 成 是 光子 
的 景 子 力学 方程 式 。 

在 Lerentz 规 范 下 ， 电 磁场 有 四 个 独立 分 量 4n(x)(h= 1，2，3，4) 。 如 果 在 动量 
空间 选用 纵横 坐标 系 ;， 即 选择 第 三 个 空间 坐标 轴 与 波 矢量 k 同 向 平行 ， 则 存在 四 个 分 量 
Aii(x) 的 事实 就 相应 于 宏观 电磁 波 有 四 种 独立 的 偏振 态 ， 或 微观 光子 有 四 种 独立 的 极 化 
态 ， 这 四 种 极 化 态 是 ， 与 光子 动量 方向 〈 即 波 矢 k 方向 ) 垂直 的 两 种 横向 极 化 态 ， 与 动 
量 方向 平行 的 纵向 极 化 态 以 及 与 时 间 轴 “平行 ”的 时 间 极 化 态 。 但 客观 上 只 存在 栅 光 
子 ， 不 存在 纵 光子 和 时 间 光 子 。 因 此 ， 在 Lorentz MEF, 电磁 场 理 论 仍然 提供 多 余 的 
自由 度 。 不 过 ， 由 于 势 分 量 所 满足 的 方程 式 《1.250) 在 加 入 Lorentz 条 件 (1.248) 之 
后 与 Maxwell 方程 等 效 ， 因 而 满足 (1.250) 式 的 4u(x) 描写 真实 的 电磁 运动 。 在 自由 
电磁 场 的 量子 理论 里 将 证 明 WREE), Lorentz 条 件 的 作用 是 使 纵 光子 和 时 间 光 子 对 
场 物 理 量 不 作 贡 献 ， 从 而 使 理论 描写 与 实验 事实 一 致 

Coulomb 规 范 引入 辅助 条 件 


CJ ”参见 J.D, 杰 " 《经 典 电动 力学 》， 中 译本 上 册 S64 AF8 WB, 197848. 


57 


A ] (1.251 
AG)= 0. 
相应 地 ,规范 变换 (1.247、 化 为 如 下 的 三 维 形式 ， 
A’ (x)=A(x) + ya(x). (1.252) 
这 时 ， 应 取 满 足 
Va(x)=0 (1.253) 


的 规范 函数 。 由 于 这 样 的 规范 函数 不 唯一 , 因而 规范 自由 度 仍 不 唯一 ,但 从 条 件 (1.251) 
不 难 验证 ， 在 Coulomb 规 范 下 ， 电 磁场 的 纵向 分 量 和 时 间 分 量 均 为 零 [ 入 1]。 换 言 之 ， 多 
余 自 由 度 已 全 部 消去 ， 电 磁场 是 一 个 横 场 。 这 与 实验 事实 是 一 致 的 。 

把 辅助 条 件 (1.251) RA (1.246) b 便 得 到 Coulomb 规 范 下 的 场 方程 为 ， 
At(x)= 0. (1.254) 


这 里 ， 我 们 把 横向 矢 势 记 为 At。 (1.254) R5 (1.251) 式 一 起 ， 与 Maxwell 方 程 等 效 。 
采用 Coulomb 规 范 的 好 处 是 能 够 消除 非 物 理 的 自由 度 , 但 在 Coulomb 规 范 下 ， 理 论 不 具有 
Lorentz 协 变性 。 


(三 ) 平面 波 解 
场 方程 (1.250) 和 (1.254) 都 是 线性 齐 次 方程 式 。 它 们 的 任意 解 可 表示 为 一 系列 
单 色 平面 波 解 的 线性 组 合 .。 
Coulomb 规 范 下 的 平面 波 解 ” 场 方程 〈1.254) 的 一 组 完全 、 正 交 的 平面 波 解 为 ， 
At (x) -地 六 e, (1.255)a 
入 = 1，2 
A (x) =—=-. s, e°“, (1.255)6 
7 ZW ik} 
, AP(Cx) 和 AP(x) 分 别 是 正 、 负 频率 的 平面 波 解 ， ü _ ; 
其 中 ， APOM ) 分 别 率 m, = 7 ya APAN 


su 是 .A 这 (x) 方 向 之 单位 向 量 , 称 为 光子 的 极 化 矢量 ,和 = 1, 2 对 应 于 光子 的 两 种 横向 
极 化 态 〈 或 平面 电磁 波 的 两 种 横向 偏振 态 ) 。 由 于 两 种 横向 极 化 态 相 互 独 立 , ke, WE I 
以 下 正 交 归 一 条 件 : 

tata =b, (1.256) 


又 由 于 As 的 横向 性 ， 故 有 以 下 横向 条 件 : 


[ 注 1 ] 参 见 张 宗 煤 ， , 《地 动力 学 及 稀 义 相对 论 》 ， 和 9 ， 科 学 出 版 社 ，1965 年 。 
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k.e,= 0. (1.257) 


把 1,255) 代入 1.254) ， 不 难得 到 光子 的 质量 这 关系 入 17 


hk:= 0. (1.258) 
HAh=c=1, #ki 436) ñb R 3 
Exy=ox=|kl|. ° (1.259) 


现在 ， 可 把 方程 (1.254) 的 任意 解 表示 为 如 下 的 线性 组 合 * 


MG) 一 人 È G Ae +a AG ()) 


lx 1 $ -ipes 
— D ep (a eht af eten), (1.260) 
krz ESA ki ka kX 


其 中 ，a 各 是 展开 系数 。 因 ss 可 以 作为 纵横 坐标 系 第 一 二 轴 的 基 撩 ， 故 上 式 即 是 在 


纵横 坐标 系 里 写 出 来 的 .如果 把 每 个 波 矢量 为 k 的 平面 波 A (x) 各 自分 解 到 动量 空间 的 
某 一 任意 选 定 的 坐标 系 里 去 ， 则 有 


KO Se As 


->F 3 ira Èe Eko (Opg eft*24 a e"), 0.261) 
HP, e (o= 1，2，3 ) 是 动量 空间 的 任意 选 定 的 坐标 系 的 一 组 基 矢 ， 常 常 需要 把 
(Y.260) 式 在 三 维 坐标 空间 的 任意 坐标 系 里 写成 分 量 的 形式 : 
AG) = yw È PAO ag etk") 
j=1,2,3 (1.262) 
上 式 中 的 gj 是 极 化 矢量 s,, 在 第 j 个 坐标 轴 上 的 投影 。 


Lorentz 规 范 下 的 平面 波 解 ”在 Lorentz 规 范 下 ， 光 于 有 四 种 独立 的 极 化 态 ， 相 应 的 
极 化 矢量 分 别 是 纵横 举 标 系 四 个 轴 的 基 矢 量 . 为 了 找到 四 个 独立 的 基 矢 量 ， 首 先 在 一 个 


[ 注 1] “所 调 质 量 光 关系 ， 即 是 粒子 质量 与 其 四 维 动量 A 之 闻 的 关系 。 便 如 对 标量 粒子 和 Dirac 粒 子 , h (1.119) 


式 得 到 质量 将 关系 为 h? =|k|? ~ Ek = - m2。 因此 可 作 如 下 理解 : 各 类 基本 粒子 的 质量 各 自 对 应 于 四 维 动量 空间 的 某 
一 球面 ， 而 光子 和 中 微 子 质量 为 堆 ， 它 们 均 与 坐标 原点 对 应 。、 
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30 KH CHDfE Il ECoulombi 6 £ £ Ë) 把 sw(A= 1，2) 进 行 如 下 扩 


充 ， š$ 
eu 一 (si 0), (1.263)a 
e= (eke 0). 《1.263)b 
其 次 ， 再 把 第 三 个 空间 轴 的 基 矢 eus 一 PEE 
> 
eks= r 0). (1.263)c 


在 特定 参考 系 里 ，. 以 上 三 式 定义 的 四 维 矢量 ek1, ek2、eks 便 是 纵横 坐标 系 三 个 空间 轴 的 基 
矢量 ， 它 们 都 是 纯 空间 性 矢量 。 为 了 定义 纵横 坐标 系 时 间 轴 的 基 矢 量 eks 我 们 引进 一 个 
` 纯 时 间 性 矢量 1， 使 得 


e =m 《1.263)d 
而 为 了 使 ek4 是 一 个 单位 矢量 ，m 必须 由 下 式 定义 : 
n=(0, 0,0,5) (1.263)e 


在 任意 的 Lorentz 参 考 系 里 , ek1、eks 和 ek3 都 是 类 空 矢量 ，" 是 一 个 类 时 矢量。 虽然 ， 

(1.263) a, b, c, e 的 定义 依 正 于 特定 参考 系 ， 因 而 没有 Loréntz 协 变性 ， 但 是 ，ek1、 

eko ek 和 仍然 是 一 些 Lorentz 矢 量 ， 当 参考 系 转换 时 ， 它 们 按 Lorentz 群 的 矢量 表示 进 

行 变换 。 基 矢量 ek4 随 参考 系 的 变化 , 由 mn 的 变化 决定 .为 了 以 后 的 需要 ， 我们 来 找 出 eks 在 

任意 参考 系 里 的 形式 ， 由 (1.263) 式 容易 看 出 ， 在 特定 参考 系 里 有 
k=(0,0,!kl,i ik] ), 


k| =- ken, 
因此 ， 
u= -ttuen (1.263) 


由 于 An 是 一 个 Lorentz 标 量 ， 所 以 上 式 右边 具有 Lorentz 协 变性 ， 上 式 也 即 是 eks 在 任意 
参考 系 里 的 表示 式 。 

至 此 ， 我 们 已 找到 四 类 光子 的 极 化 矢量 。 其 中 ，eki、eks 是 两 类 横 光 子 的 极 化 矢量 ， 
exs 是 纵 光 子 的 极 化 矢量 ，ek4 是 时 间 光 子 的 极 化 矢量 ， 由 (1.263)a, b, c,d 式 可 知 ， 
四 个 极 化 矢量 满足 以 下 正 交 归 一 条 件 : 

entat =b”, AAN = 1,2,3,4 1.264) 


根据 上 述 讨论 ， 条 件 《1.264) 具有 Lorentz 不 变性 。 
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有 了 极 化 矢量 ， 就 可 以 写 出 场 方程 〈1.250) 的 一 组 完全 、 正 交 的 平面 波 解 如 下 ; 


AP =l lepet (1.265)a 
Ln Vy vz ° 
AR) = leeta (1.265)b 
VV v2lkl 
A=1,3,3,4 


场 方程 的 任意 解 4(x) =[A,(x)、A,(x)、A4s(x)、A,(x)] 可 以 表示 为 如 下 的 线性 组 合 : 


4 一 
AG) = (a, AGO tn AGO ) 


=- 1 Šie Capet +a e t°) 
VF eva eina 只 


在 四 维 时 空 选取 任意 的 坐标 系 ， 就 可 把 上 式 写 成 势 分 量 的 形式 ， 


Ly 1 Vo a a 
A(x) =—=>— + “ . 
u(x) y>: 而 > eka (ay, e! ay, ee) (1.266) 
其 中 ， 
Š aĝ, 41 =1,2,3 
= (1.267) 
-aĝ HA = 4 


这 样 定 义 展开 系数 ， 是 为 了 使 A(x) 为 实 函数 ，44(x) 为 纯 虚 函 数 , 以 保证 理论 的 Lorentz 
协 变性 。 


〈 四 ) 光子 的 极 化 、 自 旋 求 和 公式 

光子 自 旋 为 1 ， 按 照 量子 力学 〈 取 Coulomb 规 范 ) ， 它 应 有 三 种 独立 的 极 化 态 。 但 
由 于 电磁 波 的 横向 性 ， 光 子 事实 上 只 有 两 种 独立 的 横向 极 化 态 。 为 了 物理 的 直观 性 ， 我 
们 采用 Coulomb 规 范 。 

自 旋 算 符 和 螺旋 度 算 符 ”为 了 找到 光子 的 自 旋 算 符 ， 首 先 来 看 当 三 维 空间 经 受 无 穷 
小 转动 Re 时， 一 个 坐标 矢量 将 如 何 变化 (这 里 ，R。 是 主动 转动 的 转动 算 符 ) 。 设 56 是 
一 个 无 穷 小 转动 向 量 ， 它 的 定义 是 

50=50n 
其 中 是 转轴 方向 的 单位 矢量 ，58 是 无 穷 小 转角 。 坐 标 矢量 x 在 转动 后 成 为 Rex (图 
1—55 
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x>x’ = R.x, 


Pam > 
x’=Rax=x+6x=x+50 xx. (1.268) 
这 里 使 用 了 明显 的 等 式 i 
5x 一 50 xx 


《在 新 从 标 系 中 记 为 my) 
读者 只 要 考察 二 维 平面 绕 空间 第 三 轴 的 转 a 
动 ， 就 可 以 确信 这 一 等 式 的 正确 性 。 
其 次 来 看 电磁 场 矢 势 A!(x)。 BR Z e Vw 
间 转 动 不 但 转动 了 矢量 A!， 也 同时 转动 了 空 Fe 

间 点 。 因 此 ， 在 主动 转动 下 ，A:(x) 按 下 式 ”图 1 一 5 MERR CO, er er e) MA MAN 
经 受 主动 转动 Ra 时 ，x 点 转动 到 x = Rax 点 ， 在 被 动 转动 
NC) A A i AEs 情形 下 ， 空 间 不 动 ， 学 标 系 (0 velyeaye3) 经 受 转动 Ry = 
š 人 及 51 而 变 找到 新 航标 系 0,1,03, 03). x ATENEI 

或 者 系 中 的 坐标 与 x' 点 在 旧 尝 标 系 中 的 坐标 一 一 对 应 相等 。 


Rpei = Rep 


A(x’, t) = RaAt(x, 1) (1.269) 
根据 (1,268》 式 可 得 
A't(x’ ,1) = RaAt(x, {1) 
=At(x,t) +650 x At(x, t). (1.270)a 


如 本 小 节 开 始 所 述 ， 我 们 上 面 讨论 矢 势 AC, t) 的 转动 变换 性 质 是 从 线性 变换 的 主动 观 
点 出 发 ， 即 坐标 系 固定 而 电磁 场 和 空间 点 一 同 经 受 转动 ， 另 方面 ， 我 们 也 可 以 从 线性 变 
换 的 被 动 观点 出 发 ， 即 电磁 场 和 空间 不 动 ， 而 坐标 系 转动 。 主动 变换 与 被 动 变换 是 相互 
等 效 的 [站 1)。 事 实 上 ， 从 主动 观点 出 发 我 们 有 : 


3 
A(x’, t) =RaAt(x, t) =R. X) A (xyt)ey 
#=1 


3 3 
D A'i Rax, t)e;= D A'O, t)ess 
1 = 


设 Ro 是 绕 同 一 轴 n 苇 动 同 一 角度 58 的 被 动 转动 的 转动 黄 符 〈 显 然 R= Ri:) ， 则 从 被 动 
观点 出 发 又 有 ， 


[ 注 1] 会 见 ROBERT GILMORE, «Lie Groups, Lie Ale: 
p.66, Wiley, 1974; 或 参见 JEAN-MARIE NORMAND, 
pp. 16—17, NORTH-HOLLAND PUBLISHING, COMPA) 


as, and Some of Their Applications», 


toup: Rotations In Quantum Mechanics), 
Y, 1980- 
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jEnerxa| 
"4 3 ` 
A(x, t) = X! At (x, t)e;=R3 RoAt(x, t) 
j=1 . 


3 3 
=> CR;'AjGx,t) 3 (Rp83) = X (RT A$ (x,t) J (Ra ' 63) 
=l j=1 


ERRER] 
3 ` 
= D Asx i)e; =A, t). 
j=1 
以 上 二 式 中 的 A(x, 1) 是 不 相等 的 矢量 . 但 将 二 式 比较 可 知 ， 在 主动 变换 下 ,RaAt(x, D 
在 旧 毕 标 系 中 的 分 车 与 在 被 动 变换 下 ，At(x, D) 在 新 坐标 系 中 的 分 量 一 一 对 应 相等 ,这 便 
是 主动 变换 与 被 动 变换 的 等 效 性 ， 
如 本 章 $ 1 和 8 3 所 述 ， 在 主动 变换 的 情形 下 ， 我 们 感 兴趣 的 是 在 固定 坐标 系 中 同一 
点 波 务 数 的 变化 ， 即 波 函数 的 泛 函 变化 [例如 见 (1.53) a 式 ]. 在 第 五 亲 里 将 看 到 ;在 正 
Lorentz 变 换 下 ， 波 函数 的 主动 变换 的 生成 元 是 总 角 动量 张 量 算 符 ， 若 仅 考虑 三 M 
蕴 让 转动 ， 则 波 函数 的 主动 变换 的 生成 元 便 是 基 子 力学 里 的 总 角 动 最 算 符 。 在 证 动 变换 
的 情形 下 ， 我 们 需要 考察 在 四 维 时 空间 一 点 波 函 数 的 变化 例如 见 〈1.39) I, Tiik 


A ATHE, M 〈1.47)a 式 的 人 (oy KRE 〈1.39) 式 里 的 A(a )。 当 只 考虑 三 
间 正 转动 时 ，〈1,39) 式 成 为 下 式 ， 


OERE TON 


上 式 右 边 的 重复 指标 / 、/! 表示 从 1 到 RM. 将 1.12) 代入 上 式 得 


WO =H oIa, 


令 oa= - 804(ilk 取 123 的 偶 排列 ), 并 按 (1.122) AE S ARRIR H KEEA o E 

到 对 两 个 重复 指 ;、/ 的 求 和 其 结果 等 于 对 一 个 重复 指标 求 和 的 二 傍 ， 就 有 
PA=) - 80,240 =G) - i60 GO), 

由 此 可 见 ， 在 三 维 空间 正 转 动 下 ， 旋 量 波 函数 的 被 动 变换 的 生成 元 的 确 是 旋 量 粒子 的 自 

旋 角 动量 算 符 仿 。 类 比 于 上 式 可 写 出 矢 势 上 (x,1) 的 被 动 变 换 如 下 ; 


[ 注 1] 在 主动 变换 与 被 动 变 换 下 群 关 成 元 不 同 ， 是 由 于 在 主动 变 热 下 我 们 比较 内 (x) 与 让 (x)， 而 在 被 动 
变换 下 则 比较 内 (x“) 与 中 (x)。 人 参阅 Michael D。Scadron，YAdvanced Quantum Theoy》， pp. 19—20, Springer- 
Verlag，1979 了 ,罗曼 ，《 基 本 粒子 理论 》，pp。90 一 94， 上 海 科学 技术 出 版 村 ，1966。 
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A , t) =At(x,t) - 60. $ At(x, t). (1.270)b 
式 中 人 是 光子 的 自 旋 角 动量 算 符 。 根据 主动 变换 与 被 动 变换 的 等 效 性 ， 可 由 (1.270)a 和 
(1.270) b RAS 

[(59。S)At(x,D]j=[i56xAt(x,D] (/=1,2,3) (1.271) 

利用 (1.260 式 即 可 由 上 式 导出 如 下 的 方程 式 : 

CE0 É) exo) = Ci60 x epo) (1.272) 
或 者 I 

80, Š, ed = dhek,- 50 e (1.273) 


上 式 左 边 重 复 的 下 指标 i 表示 自 ! 到 3 求 和 ，jik 取 123 的 偶 排 列 。 因 为 89,、89,、89, 相 
互 独立 ， 故 (1.273) 式 又 可 写 为 以 下 三 式 ; 


S ek =o, (1.274)a 
es =- ienel,s 《1.274)8 
ek = - inne, (1.274)c 


上 式 右边 的 重复 指标 表示 求 和 ，7 了 二] ，2，3。 

从 量子 力学 观点 看 来 ， 光 子 的 自 旋 属 于 内 部 自由 度 ， 而 在 平面 波 解 〈1.255) 式 里 ， 
除了 时 空 相 因 子 以 外 便 是 极 化 矢量 ex， 因而 与 Dirac 粒子 的 情况 进行 对 比 ， 可 把 极 化 矢 
Me, CA = 1, 2) 作为 光子 的 自 旅 波 函 数 ， 由 于 电磁 波 的 横向 性 ， 故 纵横 坐标 系 第 
三 轴 的 基 矢 tks 不 是 光子 的 极 化 矢量 ， 不 能 作为 光子 的 自 旋 波 函数 ( 当 讨论 光子 的 极 化 态 
时 ， 我 们 采用 纵横 坐标 系 ， 因 而 在 〈1.261) 式 里 与 eks 相应 的 项 事实 上 不 存在 )。 但 是 ， 
如 果 我 们 暂时 忘却 电磁 波 的 横向 性 ， 则 可 暂时 假定 sks 也 是 光子 的 极 化 矢量 ， 而 且 也 是 


光子 的 自 旋 波 函数 。 这 样 ，sko(o= 1，2，3 ) 就 构成 全 和 人 的 一 组 “完全 ”、 正 交 、 
归 一 的 共同 本 征 函 数 : 
eko"eko' =boo’, 0,0'=1, 2,3 (1.275) 


sko 作 为 三 维 矢量 ， 可 以 表示 为 如 下 的 列 矩 阵 : 
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相应 地 ， 自 旋 分 量 算 符 3 Ci = 1, 2, 3) 应 为 3 x 3 矩阵 ， 


| 


(°k) 0 | [+ e 
a R 
Sitko = S| ek |=] = ieo |=| Si oko HST? efo +SP? eio 
T 
leg) ie (sP elo tsi eg, tsi’ ei) 
由 此 式 便 确 定 了 算 符 s EET: 
ss 


其 余 矩阵 元 各 为 鹤 。 因 此 ， 我 们 得 到 光子 的 自 旋 分 量 算 符 ;为 


(0 0 0 ] 
S sl U Q ss | 5 G.276)2 
Lo í oF 
当 / = 2，3 有 时 ， 利 用 (1.274) 式 并 重复 上 述 之 推算 可 得 : 
A E s 
| 0 0 0 | (1.276)b 
-i 0 o) 
fo -i 0 
=l š 0 0 (1.276)c 
Lo 0 o? 
0 0 
TER (1.276)d 
L 0 0 2 


算 符 S# 的 矩阵 形式 表明 光子 自 旋 为 1 。 不 难看 出 ， 在 纵横 坐标 系 里 ， 自 旋 第 三 分 量 算 符 
5 与 螺旋 度 算 符 一致: 
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= h. (1.277) 


四 为 光子 静止 质量 为 零 ， 所 以 和 中 微 子 的 二 形 一 样 ， 采 用 及 的 本 征 值 来 描写 自 施 态 具有 
Lorcntz 不 变性 。 我 们 强调 指出 ， 由 于 光子 静止 质量 为 零 ， 因 而 光子 的 自 旋 角 动 量 和 轨 
道人 角 动 量 都 存在 于 同一 个 Minkowski 空 间 内 ， 不 存在 另外 的 “ 自 旋 空间 ”. 因 此 , 把 光子 
的 自 旋 角 动量 从 总 角 动 量 里 分 出 来 单独 讨论 ， 只 是 为 了 方便 ， 并 无 实际 的 物理 意义 。 事 
实 上 ， 在 处 理 原子 发 光 问 题 时 ， 常 常 只 谈 光 于 的 总 角 动 基 。 

光子 的 极 化 态 ， 在 纵横 坐标 系 里 ，eks 具 有 如 下 的 矩阵 表示 


[°] 


et | (1.278)a 


ek 
I! 
因此 ， 
ío) fo) 
heks=| 0 |= 0x] ï 
Je | 
lo] la} 


Mehi A = OWES. MEN CX = 1, 2) ERE h = + 1 的 极 化 态 ， 利 
用 本 征 值 方程 hekl = ski，Aeks= - skz 以 及 正 交 归 一 条 件 〈1.275) ， 不 难得 到 ， 


Ë (+) 
1 1 
t =—] ， 8k2 一 一 一 | ; (1.278)b 
5 g tal "va i | 
(o> 0) 


由 于 横向 条 件 (1.257) ， 因 而 h 二 0 的 态 〈 纵 向 极 化 态 ) 自动 被 排除 掉 ， 光子 只 具有 
两 种 独立 的 横向 极 化 态 . 相 应 的 自 施 波 函 数 ( 也 即 是 极 化 矢量 ) 分 别 是 Ek1 和 sk。。(1.278)b 
式 给 出 的 是 在 与 k 垂直 的 平面 内 的 两 种 园 极 化 态 ，sk1 描 写 右 旋 园 极 化 态 ，tks 描写 左 
旋 园 极 化 态 。 我 们 看 到 ， 横 光子 自 旋 角 动量 的 平均 取向 (参阅 附录 一 ) 分 别 与 动量 平行 
或 反 平行 。 光 子 极 化 矢量 的 定义 与 旋 量 粒子 汉化 矢量 的 定义 是 很 不 相同 的 。 

自 旋 求 和 公式 ”首先 来 看 Coulomb 规范 下 的 自 旋 求 和 公式 。 从 〈1.275) 式 不 难得 
到 以 下 的 封闭 性 关系 式 : 


3 
È tiako =s. (1.279) 
D 


Me RA (1.2789) 式 的 矩阵 表示 时 ， 上 式 成 为 
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> Sho ho 一 Ta (1.280)a 

g=1 
或 者 

3 

X ej ets=87,. jl=1,2,3 (1.280)b 

o=1 
Æ (1.280) a R 两 边 减 去 sks 的 贡献 ， 便 得 到 光子 的 自 旋 求 和 公式 

2 

Data = Ts = Sat (1.281) 
在 一 般 情 形 下 ， 我 们 仍 用 (1.279) 式 .这 时 ， 自 施 求 和 公式 为 : 

esa =n 一 Ekaëks (1.282)a 


或 者 在 三 维 空间 的 任意 坐标 系 里 写成 分 量 形式 ， 


kik 


bb - e, (1.282)b 


khi k ks 


RM, EMEA R R E 


下 面 再 来 看 Lorentz 规 范 下 的 自 旋 求 和 公式 。 由 正 交 关系 (1.26) 可 得 如 下 封闭 性 
关系 式 ， 


: 
PUS (1.283) 
= . 


由 于 光子 自 旋 波 函数 只 与 ekt、eks 有 关 ， 故 有 以 下 自 旋 求 和 公式 : 


2 
之 “oem =Le- ekseks 一 Ekker (1.284)a 


ktn(ken) 


AENEERBSPRE, eu=in= i (n',eses, nt), e = - ken 


C tan... EENEN ), EERS AIHER: 


=b AR kth 


2 

on ef 
È eh ek CESE EA (1.284)b 
一 般 认为 《参见 任何 一 本 量子 场 论 的 教科 书 或 专著 ), 极 化 矢量 e,, (入 = 1,2,3,4) 
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不 是 Lorentz 矢 量 , 因为 它们 的 定义 依赖 于 特定 的 参考 系 .基于 这 种 原因 , (1.284)o 式 也 没 
有 Lorentz 协 变性 .但 是 ,我 们 在 〈1.263) a-d 式 后 面 已 述 及 ， 虽 然 这 些 极 化 矢量 的 定义 
(1.263) 不 具有 协 变性 (而 且 ek4 的 确 不 是 一 个 Lorcntz 矢 量 ， 因 为 它 的 第 4 分 量 为 实数 )， 
但 cky、ekz、eks 和 仍然 是 Lorentz 矢 量 。 这 就 使 得 正 交 归 一 条 件 《1.264) 具有 Lorentz 
不 变性 。 (1.284) a 式 是 经 过 完全 协 变 的 推算 ， 由 《〈1.264) 式 得 来 的 ， 因 此 ， 后 者 的 
协 变性 导致 前 者 也 具有 协 变性 。 事 实 上 ， 在 微 扰 计 算 里 〈 见 第 十 章 ) ， 常 常 需要 对 光子 
极 化 求 和 ， 在 那里 ， 人 们 并 不 迫 问 参考 系 而 直接 使 用 (1.284) a 式 ， 这 样 做 之 所 以 可 
行 ， 正 是 基于 (1.284) a 式 之 协 变性 。 如 上 所 述 ， 我 们 这 里 提出 的 看 法 是 基于 如 下 事实 
的 ，ek1、ek2、eks 和 在 特定 参考 系 里 的 定义 不 具有 协 变性 ， waar 的 R 
量 性 质 。 但 应 注意 ，《〈1.284) b 式 并 没有 形式 的 协 变性 。 


习 题 


(1) K--G 方 程 的 解 是 一 个 Lorentz 祭 是 函数 , 而 Dirac 方 程 的 解 则 是 一 个 双 旋 量 函 数 ， 试 从 
Lorentz 协 灾 性 的 要 求 出 发 ， 从 两 个 方程 的 结构 里 找 出 产生 上 述 差 异 的 原因 。 

( 2 ) 遂 过 适当 的 推算 证 明 K 一 G 方 程 的 负 能 困难 必定 伴 陵 着 负 几 素 困难 。 

(3) 在 建立 相对 论 波动 方程 时 ， 量 子 力学 的 哪些 原理 、 概 念 是 不 能 违背 的 ? ER y Et 
了 了 修改、 发展? 

(4) 证 明 (1.49) 式 ， 并 由 此 推出 下 式 ， 


Co IS.s1=LDYa, Yar 633, 


(5) 推导 (1.74) 式 。 
(6) 证 明 (1.152)b 式 定义 的 标量 算 符 是 厄 米 算 符 。 


(7) 证 明 
5. k 
也 的 w+e 
Tu O vunte 


并 说 明 结 果 的 物理 意义 。[ 其 中 ，e (1.161) 式 定义 的 四 维 极 化 矢量 ]。 
(8) 证 明 在 mw 0 的 Dirac 理 论 里 ， Y4 在 态 几 * 之 下 的 期 望 值 为 
yd =V 1 -v?, 
而 s = (Qa1,02,03) 在 态 尿 :之 下 的 期 望 值 为 
Ca =v, 


其 中 ，v 是 粒子 速度 本 征 值 。 
(9 ) we w G= 1，2 ) 可 作为 双 旋 量 空 间 的 一 组 基 矢 ， 通常 ， 从 基 矢 的 正 交 关 系 出 发 即 可 


推出 封闭 性 关系 式 。 但 是 ， 著 仅 从 正 交 关系 
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uum, UG = - Òs” 


出 发 ， 并 不 能 导致 封闭 性 关系 (1.202) ， 这 是 为 什么 ? 
(10) 通过 一 个 下 Lorentz 变 换 从 (1.111) 式 定义 的 Ba 求 出 〈1.142) 式 定义 的 wks 和 ok s 


(11) 证 明 (1.225) R. 
(12) 分 别 找 出 左手 态 ‰r fii T 5Oa 的 投影 算 符 Pa 和 Pr ， 使 得 


PrPrz=Pr， PaPr=Pa, 
PrPa=PaPr= 0,Pr+Pa= 1. 
OD 运用 附录 二 里 介绍 的 方法 证 明 ， 当 在 动量 空间 选用 纵 模 坐标 系 时 ， 有 下 式 成 立 ， 
th team" 
并 将 这 一 结果 与 本 章 §12 里 关于 光 于 极 化 矢量 的 定义 进行 比较 ， 由 此 应 得 出 什么 结论 ? GUP, ts 
tk 和 人 分别 由 (1.278) b, (1.278) a 和 (1.276) 式 定义 ]。 


《14) 推出 以 下 各 最 在 正 Lorentz 变 换 和 空间 反 演 变 下 的 变换 法 则 ， 并 指明 它们 是 什么 类 型 的 
Lorentz 协 变 最 ， 


x) Yn (e) Alax), 
OROLI 


Plx) Suv (x). 


其 中 A(x) k R X RR 00 3F dk, POER, AOR, Suvi (1.50) 式 定义 。 

(15) 从 本 章 $ 12， 第 〈 四 ) 小 节 里 讨论 的 被 动 变换 出 发 证 明 ， 在 被 动 变换 下 ， 矢量 At (x,1) 的 
分 量 的 变换 矩阵 与 基 矢 量 ef (j= 1 , 2 ,3 ) 的 变换 距 阵 互 为 进步 矩阵 。 并 进一步 利用 正 交 变 换 的 特性 
说 明 ， 上 述 两 个 变换 矩阵 在 事实 上 相等 。 
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第 二 章 ”量子 场 论 的 物理 思想 


如 上 一 章 所 述 , K 一 G 方 程 和 Dirac 方 程 均 存在 负 能 困难 , 前 者 还 存在 负 几 率 困难 . 因 
此 ， 严 格 地 说 ， 这 些 方程 式 都 不 能 作为 量子 力学 的 波动 方程 式 。 退 一 步 说 ， 在 相对 论 量 
子 力学 的 范围 内 ， 即 使 不 存在 负 能 困难 和 负 几 率 困难 ， 也 仍然 无 法 描写 粒子 相互 作用 和 
转化 的 现象 ， 这 是 因为 在 一 切 相互 作用 过 程 里 ， 粒 子 数目 至 少 为 2， 而 且 参 与 相互 作用 
的 粒子 ， 其 数目 和 种 类 一 般 要 起 变化 ,而 量子 力学 方程 式 则 是 单 粒 子 方程 式 , 更 谈 不 上 允 
许 粒子 的 数目 和 种 类 有 变化 。 基 于 上 述 原因 ， 人 们 必须 建立 新 的 量子 理论 ， 在 新 的 理论 
蛙 ， 峰 以 波 函 数 以 新 的 含义 ， 而 不 再 把 它 看 成 是 单 粒子 的 几率 旺 。 这 种 新 的 理论 必须 是 
Eg: 67, FAIR TFAM AMARRA, AERE M j R PHH fE JH 
HPEH. F 的 新 理论 便 是 量子 场 论 。 

如 打从 1927 年 ，Dirac 把 电磁 场 进行 量子 化 的 时 候 算 起 , 量子 场 论 到 今天 已 有 近 六 十 
年 的 发 展 历史 了 ， 它 早已 不 是 一 个 新 理论 了 。 但 是 我 们 学 习 量子 场 论 的 目的 ， 主 要 在 于 
学 习 其 中 的 研究 方法 ， 吸 取 宝 贵 的 经 验 和 教训 ， 以 使 开创 我 们 后 人 所 面临 的 新 发 展 ， 因 
此 ， 设 想 我 们 自己 生活 在 近 六 十 年 前 ， 以 此 来 体验 一 下 从 量子 力学 到 景 子 场 论 的 飞 颇 是 
很 有 益处 的 。 为 了 突出 物理 内 容 ， 本 章 将 不 去 讲求 数学 形式 的 标准 性 。 同 时 ， 仍 令 h= 
c= 1， 但 在 必要 时 将 h 写 出 并 置 于 圆 括号 内 。 


81 电磁 场 的 粒子 性 


爱 轩 斯坦 曾 于 本 世纪 初 提出 了 光 的 景 子 学 说 ,他 认为 ， 连 续 的 电磁 波 同 时 又 是 许多 
不 连续 的 粒子 一 一 光子 ， 频 率 为 o 的 电磁 波 即 是 一 些 能 景 为 (h)@ 的 光子 。 光 的 量子 学 说 
早已 得 到 实验 事实 的 肯定 ， 问 题 在 于 应 当 怎样 从 理论 上 来 反映 电磁 波 的 粒子 性 ? 


(一 ) 经 典 电 伐 谐振 子 


一 个 量子 力学 谐振 了 的 能 其 每 次 只 能 改变 (Do 的 整数 倍 。 而 按照 光 的 量子 学 说 ， 
一 个 光 于 的 能 量 也 正 是 (h)。 这 就 启示 人 们 ， 要 揭示 电 八 场 的 粒子 性 ， 首 先 应 将 经 典 电 
油 汤 分 解 为 许多 不 同 频 率 ， 不 同 波 矢 的 谐振 动 。 为 了 物理 的 真 观 性 ， 这 里 不 去 涉及 非 物 
理 的 自由 度 ， 所 以 采用 Couiomb 规 范 来 进行 讨论 ， 引 入 归 一 化 体积 =1*， 并 假定 电磁 
场 让 的 界面 上 满足 同期 性 边界 条 件 。 这 时 ， 波 和 撩 k 的 各 个 分 量 将 了 到 下 述 的 分 立 值 : 


ha j=1,2,3 (2.1) 


与 此 相应 ， 场 方程 〈1.254) 的 解 可 表 为 平面 波 解 的 级 数 和 ; 
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At(x, t) yj a yt tepe } (2.2) 
(2.2) R5 (1.2600 式 是 一 致 的 [ 见 后 面 的 〈2.19) RA (2.41) RIE (2,2) 代 入 
(1.254) 。 便 得 到 ck (+) 满足 的 运动 方程 式 ; 


d? 2 
rk G) Hoke (1)=0. (2.3) 


它 也 就 是 频率 为 ex， 波 矢 为 k 的 谐振 动 的 运动 方程 式 。 我 们 把 每 一 个 这 样 的 谐振 动 视 为 
一 个 电磁 谐振 子 (k, oo 。 (2.3) 式 具有 如 下 的 解 : 
Ck (t) = ck e txt, (2.4) 
ATRAP (k, ox) 的 能 量 ， 首 先 来 把 电磁 场 的 总 能 量 
= 了 |. IEl: 十 IHl?)dsx=H (了 是 Hamilton 量 ) . (2.5) 
表示 为 各 个 谐振 子 能 量 之 和 。 为 此 ， 只 要 把 〈2.2) 式 代入 下 式 ， 
H=y xA, 


At 
E=- 2A 
gE? 


再 将 所 得 结果 代入 《2.5) 式 ， 并 利用 积分 公式 1.184) 以 及 
Vx (= 0, 
kee (=0， 
Ck x ep (8) J+ Ck x ç, (8) J=|kPle, (9 上， 
就 得 到 ， 


H=2V Fk eC =H (2.6) 
其 中 ，Hk 便 是 经 典 电磁 谐振 子 (k、ox) 的 能 量 或 Hamilton 量 ， 
H, =2V |k]? EG) ck Ct). (2.7) 


既然 我 们 把 一 个 谐振 动 (k、@a) 视 为 一 个 电磁 谐振 子 ， 就 可 以 把 它 的 运动 方程 (2.3) 
纳入 正则 形式 。 假 设 它 的 正则 坐标 和 正则 共 亏 动量 分 别 是 Qk (t) RIP, (t), MUJ£Hamilton ` 
量 为 ç 


Hy =P, (D1:+ okl (O= E, (2.8) 
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正则 运动 方程 式 为 


Ök G) =aHk/aPu(D， 
2.9) 


PLE) = -aH /9Q (D. 


AA PRIP, OR 550, (1) 均 不 是 相互 独立 的 正则 变数 ， 故 把 《2.8)》 代 入 (2.9)， 
并 将 所 得 结果 再 对 + 微分 一 次 可 得 


PCD= - o1Pk(D (2.10)a 
Q.) = =-oiQk(GD (2.10)8 
因此 ， Pi (t)、Qk (0D)、 与 ck (# ) 满 足 同样 的 运动 方程 式 , 它们 之 间 必 有 以 下 线性 关系 : 
e, (t) = AP, (t) + BQ, (t) (2.11) 
把 (2.11) RA (2.7) 并 令 所 得 式 与 (2.8) 相等 ， 便 可 确定 常数 4 和 万 ; 
fani y palka, 
2VV|kl 2V7 kil 
于 是 ， 
cp) =— (P, (D) = i klO C) 2.12) 
k FW kG) - í klQ, (D), (2.12)a 
R =— PEO) + klQRC)). (2.12)b 
k pr i k i Ikla) 


考虑 到 (2.10) 具 有 和 (2.4) 式 一 样 的 解 ， 即 Pk (1) 二 Pke t, Qk (1 二 Qe "ut. X nf 
把 (2.12) 写 为 常数 振幅 之 间 的 线性 关系 : 


+ (P, - kl 0,), (2.13)a 
V !k| 


$= (Pp +i lkl Q). (2.13)b 


相应 地 ，〈2.8) RA (2.9) 式 分 别 成 为 : 
Hi=i( IPxyË + oilou2) = Epe ` 2.14) 
IQ, 1=2H,/ 2P; (DI, 


. (2.15) 
IP, (t) I=əH, /8|Q, (#)| 
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(2.14) 式 表明 ， 代 替 P, Q, (1 同样 可 用 Pk、Qk 作 为 谐振 子 的 正则 变数 。 


C) 量子 电磁 谐振 子 
在 上 一 小 节 里 , 我 们 把 经 典 电 础 场 的 每 一 个 谐振 动 均 视 为 一 个 经 典 电磁 谐振 子 (k， 
@x) 。 虽 然 电磁 谐振 子 与 力学 谱 振 子 完全 不 同 ， 电 磁场 的 运动 与 经 典 粒 子 的 运动 完全 
不 同 ， 但 是 我 们 试图 把 从 经 典 质点 力学 过 渡 到 量子 力学 时 所 使 用 的 量子 化 方法 〈 一 次 量 
TO 推广 应 用 于 波动 的 领域 ， 即 与 从 经 典 力学 谐振 子 过 渡 到 量子 力学 谐振 子 相应 ， 假 
定 从 经 典 电磁 谐振 子 到 量子 电磁 谐振 子 也 要 经 过 形式 上 相同 的 量子 化 步 又 ， 这 种 推广 后 
的 量子 化 步骤 称 为 二 次 量子 化 。 我 们 希望 经 过 二 次 量子 化 所 得 到 的 量子 电磁 谐振 子 能 够 


显示 电磁 波 的 粒子 性 。 
现在 ， 类 比 于 一 次 量子 化 ， 我 们 把 经 典 电磁 谐振 子 的 正则 坐标 Qk 和 正则 动 量 Pk 用 


相应 的 厄 米 算 符 来 表示 
ao — A = q,, (2.16)a 


Pk 一 > 人 = -io (2.16)b 


并 假定 量子 电磁 谐振 子 (kor) 的 状态 要 用 波 函数 b. (QO 来 描写 。 在 算 符 对 应 关系 
(2.16》 和 波 函数 的 假设 之 下 ， 不 难得 到 算 符 Q. P 所 满足 的 如 下 对 易 关系 ; 


r%,, f1= ma,uv, (2.17)a 
r@,, Q.1= r f,, P= o. 2.17)6 

借用 量子 力学 的 已 知 结果 很 容易 写 出 量子 电磁 庶 振 子 的 定 态 Schrdinger 方 程式 ， 
C v6, + ol) (0) = neo. (2.18) 


如 第 一 章 记 述 ， 横 向 矢 势 A: 可 以 分 解 到 两 个 独立 的 偏振 方向 ， 此 二 方向 之 单位 矢量 
合 是 极 化 矢量 ek， 、ska: 


MO D = em (cme iot 
kXA=1 
+ ese -ktion) (2.19) 
这 里 ， 我 们 把 Sk 做 了 如 下 的 分 解 : 
2 
Gk = X toc (2.20) 
入 =1 


按照 线性 关系 〈2.13)， 对 Qk 和 Pk 也 可 进行 同样 的 分 解 ， 因 此 C2.18) 式 就 分 解 成 两 个 
独立 的 一 维 谐振 子 波动 方程 式 ; 
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(h?) d? 
t 2 dQ 


+ 了 eiQi)9uatQa)= Ea Pia (Qo), 


ì=1,2 . (2.21) 
相应 地 ， 对 易 关系 OID 也 可 写 为 如 下 的 分 境 形 式 ; 


A A 
[Qias Pk =i(h) dirda y (2.22)a 


(G.G. a=rba, B= 0. (2.22)b 


借用 量子 力学 里 求解 一 维 谐振 子 问题 的 结果 ， 立 刻 可 以 写 出 方程 (2.21) 的 如 下 本 征 
解 ， 


Ë 
DP (Qe) = Nne T Halk) (2.23)a 
E= at D Mon (2.23)b 


Jüh, noA PRERA, N, H — eki Ha) EAE =aQu = Vë Qu Bak 
量 的 厄 米 多 项 式 ， 整 个 电磁 场 的 总 能 量 是 所 有 一 维 量子 电磁 谐振 子 能 量 之 和 ， 


2 
-=wpm- s + 工 ) 2.24 
E ER 2 ma ru Ok (2.24) 


此 式 是 对 经 典 电 磁场 的 每 一 谐振 动 o 进行 二 次 量子 化 所 得 到 的 结果 。 它 表明 ,， 电 

磁场 的 能 量 不 是 连续 变化 的 ， 其 中 ， 波 矢 为 k、 频 率 为 ox、 RR) 的 谱 振 动 ， 能 是 每 
次 只 能 增 、 减 (h)ox 的 整数 倍 ， 换 言 之 ， 电 磁 波 的 能 最 以 普 朗 克 能 量子 Ch) ox 为 最 小 单 
位 。 

但 是 ， 从 量子 力学 观点 看 来 , (2.24) 式 仅仅 表明 了 电磁 场 能 量 的 不 连续 性 ， 而 能 最 
子 )ox 也 仅仅 是 量子 电磁 谐振 子 的 两 个 相 邻 能 级 之 间 的 间隔 。 这 样 一 来 ， 我 们 把 -次 
量子 化 推广 应 用 于 电磁 场 ， 成 为 二 次 量子 化 ， 并 未 因此 对 电磁 场 的 本 质 获得 新 的 认识 。 
换言之， 要 全 我 们 的 认识 前 进一步 ， 叭 有 跳出 量子 力学 的 概念 范围 事实 上 ， 在 高 速 运 

蕊 围 内 把 一 次 量子 化 推广 为 二 次 量子 化 ， 使 之 应 用 于 波动 的 领域 ， 这 已 经 超出 了 噶 
子 力学 的 理论 框架 ， 为 了 正确 地 解释 经 由 这 种 推广 所 得 到 的 能 量子 ， 尚 需 进 一 303; 1 
TARBES. RIEOE0ROTOZUR, (Mor 正 是 一 个 光子 的 能 量 ， 因 此 ， RMR HE 
(bh) x 看 成 两 个 相 邻 能 级 之 差 ， 而 是 将 它 与 一 个 光子 等 同 看 待 。 相 应 地 ，(2.24) 式 中 的 
整数 mi 也 不 再 只 是 一 个 标明 能 级 顺序 的 数字 ， 它 是 能 量 为 Morn HEA Mk, 极 化 
为 的 光 邓 数目 。 在 这 里 ， 我 们 已 经 放弃 了 量子 力学 对 定 态 Schridinger 方 程 的 解 所 做 的 
解释 ， 而 采取 了 一 种 新 的 解释 。 

现在 ， 我 们 对 电磁 场 的 认识 有 了 进一步 的 深化 ， 从 宏观 上 看 来 作 连 续 波动 运动 的 电 
磁场 ， 在 其 微观 结构 上 不 但 具有 波动 性 ， 而 且 还 具有 粒子 性 ， 它 是 具有 波 、 粒 二 重 性 的 
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客体 。 我 们 称 它 为 量子 场 ， 量 子 化 电磁 场 包含 许多 不 同 波 矢 、 不 同 频率 、 不 同 偏振 的 谐 
振动 。 其 中 每 一 谐振 动 同时 又 是 许多 具有 一 定 能 量 、 动 量 和 一 定 极 化 的 光子 。 


82 ”量子 场 论 的 基本 假设 


同 量子 力学 一 样 ， 量 子 场 论 也 是 建立 在 几 条 基本 假设 〈 即 基本 原理 ) 之 上 的 。 在 这 
一 节 里 ， 我 们 试图 来 归纳 出 这 些 基本 假设 。 


(一 ) 非 相对 论 波动 方程 的 量子 化 


HS 1 的 讨论 看 到 ， 从 量子 力学 到 量子 场 论 ， 存 在 着 物理 思想 和 概念 的 飞跃 。 为 了 
更 全 而 地 看 出 这 种 飞 婚 ， 现 在 青 来 看 一 个 另外 的 例子 。 在 非 相 对 论 量子 力学 里 ， 自 由 粒 
子 的 Sehr5dinger 方 程 为 


iD 二 (Go H=- Cryo D, (n= 0) (2.25) 
此 式 有 以 Fo 

Wk (x, 4) = Ae M kox =e) (2.26)a 

er= (h) on= PE (2.26)b 


其 中 ，ex 是 自由 粒子 的 证 子 力学 能 量 。 
现在 ， 我 们 把 量子 力学 波 函 数 的 几率 解释 统统 放弃 ， 小 (x, t) 不 再 看 成 是 几率 幅 , € 
也 不 再 是 一 个 微观 粒子 的 态 函 将 ， 我 们 把 它 看 成 是 和 经 典 电磁 波 一 样 的 经 与 波 动 场 的 场 
立地 , (2,25) 式 也 不 再 是 量子 力学 的 波动 方程 式 。 我 们 把 它 看 成 是 和 Maxwell 方 
程 ~ 波动 运动 的 经 典 波动 方程 式 。 在 此 基础 上 ， 再 按 上 一 节 的 方法 对 方程 
(2.25) 进行 二 次 量子 化 。 我 们 希望 这 样 做 的 结果 能 够 显示 申 场 具 有 粒子 性 。 
引入 归 一 化 体积 ， 把 让 (x, 四 展开 为 如 下 的 级 数 ，C 注 2 


ECAS -o kes, (2.27) 


把 (2.27) RA (2.25) 就 得 到 ak(t) 满 足 的 运动 方程 式 
ät) + oRak(t)= 0 (2.28) 


Joh, e= OK ”是 波 矢 为 k 的 经 典 波动 谱 振 子 的 角 频 率 。 《2.28) EEN S T 


CE1) 在 非 相对 论 情形 下 ， 展 式 〈2.27) 右边 不 出 现 负 频率 项 妨 (De 一 六" 
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Ck, oD) 的 运动 方程 式 ， 它 有 如 下 的 解 ， 


att) =ake OM (2.29) 
为 了 求 出 经 典 波动 场 小 的 总 能 量 ， 需 要 用 到 以 下 的 量子 力学 公式 ， 
qay 0 qay “a aO 
E=[ +: 0-9 =- | pti d=H, (2.30) 


但 是 ， 现 在 应 当 把 这 个 公式 看 成 是 和 (2.5) 式 一 样 的 经 典 场 能 量 公式 。 把 〈2.27) 代 入 
(2.30) ， 并 利用 积分 公式 〈1。184)0，. 便 得 到 


H=E=2 Morgas DH (2.31)a 
其 中 ， Hk= Ex= (h) oxatak (2.31)b 


是 谐振 子 《k, o) 的 能 量 或 Hamilton 量 . 

上 面 从 经 典 物 理学 的 角度 讨论 了 由 场 的 运动 .现在 运用 $ 1 所 述 的 二 次 量子 化 方法 
对 小 场 进行 量子 化 ， 引 入 经 典 波动 谐振 子 〈k, wx》 的 正则 坐标 Qk 和 正则 动量 Pk I 
能 最 可 以 表示 为 


E= F PROD =H. (2.32) 


使 用 类 似 $ 1 的 讨论 ， 可 以 得 到 Pk、Qrk 与 ak 之 间 的 如 下 线性 关系 ， 


i i 
=—====(Px- ioxQ), (2.33) 

VER ' I 
= i (Pti , (2,33)b > 
at Te x+ iOkQK) ) ú 
引进 算 符 对 应 关系 i 

Qk—> B= Qk ， (2.34)a 

P = -i-L 
Pe—>Pk= OG (2.34)b 


并 假定 量子 波动 谐振 子 的 波 函数 为 pk(Qu) ， 就 可 得 到 Bk、 满足 的 对 易 关系 


[Ok, PBI=i(h) sw， (2.35) 0 
LÔ, QI=[A, PI= o. (2.35)b 
因此 ， 量 子 波动 谐振 子 的 定 态 Schr6dinger 方 程式 为 
Sne 
c S a Tol QEA ENQ. (2.36) 
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借用 量子 力学 里 求解 谐振 子 问题 的 结果 ， 可 直接 写 出 量子 波动 谱 振 子 的 能 量 为 


Ei™ =t D Dan (2.37) 


按照 (2.26)8 式 ， 能 量子 ()ox 正好 是 一 个 自由 粒子 的 能 量 。 因 此 ， 我 们 仍然 抛弃 量子 
力学 的 能 级 解释 ， 而 采用 新 的 解释 : 我们 认为 ， 由 经 典 波动 方程 式 (2.25) 经 过 二 次 量子 
化 所 得 到 的 能 量子 (6)wx ， 便 是 这 个 方程 式 在 原来 量子 力学 意义 下 所 描写 的 自由 粒子 。 
因而 波动 场 中 在 二 次 量子 化 之 后 显示 它 本 身 具 有 粒子 性 ， 它 是 一 个 量子 场 。 


(二 ) 四 点 基本 假设 


综 上 所 述 ， 无 论 是 光子 的 量子 力学 方程 式 (Maxwell 方程 式 ) ， 还 是 实物 粒子 的 波 
动 方 程式 ， 首 先 把 它 视 为 经 典 波动 场 的 场 方程 式 , 然后 再 对 它 进行 上 述 的 量子 化 步 又 , 就 
能 从 理论 上 反映 场 的 粒子 性 。 因 此 从 量子 力学 过 渡 到 量子 场 论 ， 其 基本 物理 思想 和 概念 
的 飞跃 可 以 归纳 如 下 ， 第 一 ， 抛 弃 量子 力学 波 函 数 的 几率 解释 ， 并 把 量子 力学 的 波动 方 
程式 看 成 经 典 波动 场 的 场 方程 式 ， 第 二 ， 对 这 些 经 典 波动 方程 式 进行 类 似 于 从 经 典 质 点 
力学 过 滤 到 量子 力学 时 所 进行 的 量子 化 步骤 , 这 样 一 种 量子 化 称 为 二 次 量子 化 , 它 是 粒子 
的 一 次 量子 化 向 波动 领域 的 推广 第 三 ， 抛 弃 量 子 力学 对 定 态 Schr5dinger 方 程 的 解 所 做 
的 解释 ， 把 经 由 二 次 量子 化 所 得 到 的 能 量子 解释 为 上 述 经 典 波动 方程 式 在 原来 量子 力学 
意义 下 所 描写 的 微观 粒子 .因此 , 这 些 能 量子 就 是 联 属于 波动 场 的 粒子 。 经 过 二 次 量子 化 
以 后 的 场 是 一 个 既 有 波动 性 ， 又 有 粒子 性 的 场 一 一 量子 场 。 正 如 量子 力学 所 描写 的 对 象 
是 具有 波 粒 二 重 性 的 微观 粒子 一 样 ， 量 子 场 论 所 描写 的 对 象 是 量子 场 。 处 于 相互 作用 和 
转化 中 的 所 有 基本 粒子 分 别 都 是 联 属于 某 种 量子 场 的 量子 。 以 上 三 点 可 以 看 成 是 量子 
场 论 的 三 点 基本 假设 ， 它 使 人 们 的 认识 从 描写 微观 粒子 运动 的 量子 力学 理论 飞跃 到 描写 
自由 量子 场 运动 的 量子 场 论 。 为 了 在 量子 场 论 的 理论 框架 内 反映 粒子 之 间 的 相互 作用 和 
相互 转化 ， 还 需要 加 入 第 四 点 假设 ;既然 微观 客体 是 以 量子 场 的 形态 存在 ， 那 么 ， 实 验 
上 观测 到 的 粒子 之 间 的 相互 作用 就 应 当 是 相应 量子 场 之 间 的 相互 作用 。 理论 上 反映 为 场 
与 场 的 相互 耦合 ， 这 第 四 点 基本 假设 在 第 八 章 还 要 进行 详细 的 讨论 。 

我 们 看 到 ， 四 点 基本 假设 之 间 是 密切 联系 的 。 它 们 就 是 量子 场 论 的 基本 出 发 点 或 基 
本 原理 。 尽管 量子 场 论 的 具体 内 容 相当 庞大 复杂 ， 只 要 我 们 抓 住 这 些 出 发 点 去 进行 学 习 
研究 ， 就 能 收 到 较 好 的 效果 。 


83 ”量子 场 论 里 的 算 符 和 态 函数 


我 们 所 要 “建立 ”的 “新 ”理论 应 能 反映 粒子 数目 有 变化 的 情况 。 本 节 将 从 以 上 两 
节 的 讨论 出 发 来 反映 这 种 情况 。 
(一 ) 算 符 概念 的 引入 
如 上 所 述 ， 从 量子 力学 到 量子 场 论 不 仅仅 是 数学 形式 的 变化 ， 而 且 存在 着 物理 思想 
77 


和 概念 的 变化 。 但 是 ， 两 者 之 间 仍 有 共同 之 处 其 中 之 一 便 是 ， 微 观 物理 学 体系 的 力学 
量 要 由 相应 的 算 符 来 表示 。 那么， 量子 场 论 的 算 符 概念 是 从 何 引入 的 呢 ? 让 我 们 回顾 前 
两 节 的 讨论 。 在 量子 化 电磁 场 的 情形 下 ，Gu 和 全, 分 别 是 量子 电磁 谐振 子 (k，ox，)) 
的 正则 坐标 算 符 和 正则 动量 算 符 ， 而 在 量子 化 耻 场 的 情形 下 ，Gk 和 记分 别 是 量子 波动 
谐振 子 (ks ox 的 正则 坐标 算 符 和 正则 动量 算 符 。 因 而 按照 线性 关系 2.13) 和 (2.33)， 
ca 和 ak 也 是 算 符 ， 而 且 必 与 ci 以 及 台 与 ak 分 别 是 互 厄 米 共 轿 的 算 符 。 特 草地 ， 从 展 式 
《2.19) 和 (2.27) BB, At GD 和 由 G.D 也 是 算 答 。 因此， 量子 力学 的 波 画 数 届 
在 量子 场 论 里 是 一 个 场 算 符 。 量 于 场 的 所 有 物理 量 分 别 都 由 某 个 厄 米 算 符 来 表示， 在 第 
五 章 到 第 七 章 我 们 将 给 出 场 物理 量 算 符 的 具体 表示 式 ， 而 现在 ， 首 先 来 看 量子 场 的 能 量 
算 符 。 在 推出 (2.6) 式 和 (2.31)6 式 时 ， 曾 把 ca 和 ak 看 成 是 一 些 普通 的 数 ， 没 有 考虑 到 它 
们 作为 算 符 所 应 满足 的 对 易 关 系 。 故 为 了 找到 量子 场 能 量 算 符 的 正确 表示 式 ， 首 先 来 失 
出 ck 和 ax 所 满足 的 对 易 关 系 。 由 关系 式 (2.13) 和 (2.33) 可 直接 写 出 算 符 之 间 的 如 下 
关系 


cn = — i Êa- ilka) (2.38)a 

k 2 VV [k | kX kà?» 

ch = Ti Âa ilk Q.) (2.38)b 

k 2 V [k] k i 

a= _(P,- ioQo, (2.39)a 
2ox 
三 光大 

二 一 一 一 (Pk+iokrQ 。 (2.39)b 
20k 


利用 对 易 关 系 (2.22) MÉAR (2.38) 不 难 证 明 ， 


Ecis ciw l=zy pèw an (2.40)a 

Lekas cr’I=[Cet, ck = 0。 (2.40)b 
令 

aa=V2V [kl co, (2.41)a 

aš, =1⁄2V k| et, , (2.41)b 
WA, ak 满足 如 下 对 易 关 系 : 

Lans ag, ] = Baw dass (2.42)a 

Lans as2]=[ak, s oJ= 0. (2.42)b 
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同样 ， 利 用 对 易 关 系 (2.35) 和 关系 式 (2.39) TA: 
Cak, a,l= Sk, I (2.43)a 
Cak, ax.]J=[ak,a = 0. (2.43)b 


将 (2.14) 5 (2.16) 相 结合 ， 并 注意 到 (2.20 式 后 面 的 叙述 ， 容 易 把 电磁 场 的 能 量 
Wto. Gagap, 


H=EHa =Z (Ph + oid (2.44) 


通过 (2.38) È, e yU P, Qa üc, ， 并 利用 对 易 关系 (2.40)， 便 得 到 


H=Z2@Vlkl cheat 5) ki. (2.45) 
E 24D Riou Raa: 
H=X agaat or (2.46) 


类 似 地 ， 对 于 站 场 ， 我 们 有 


H=B ia + iow (2.47) 


(2.46) 和 (2.47) 便 是 量子 场 能 量 算 符 的 动量 空间 表示 式 。 


C) 量子 场 的 态 函 数 

如 上 所 述 ， 在 量子 场 论 里 ， 量 子 力学 意义 下 的 态 函 数 小 不 再 描写 量子 体系 的 状态 ， 
它 失去 了 几率 幅 的 意义 ， 是 一 个 场 算 符 。 那 么 ， 应 当 如 何 来 描写 量子 场 的 运动 状态 呢 ? 
以 量子 化 电磁 场 为 例 ， 它 的 每 一 谐振 自由 度 (k, on DARE M“ ” OP (Qa) 
来 描写 ,但 由 $ 1 已 看 到 , 中 心 " (Qu) 不 再 是 量子 力学 意义 下 的 波 函 数 ， 它 是 量子 力学 波 
沙 数 向 波动 领域 的 推广 。 当 量子 场 的 某 一 谐振 自由 度 《k’, ox,X) 处 于 用 dl (Qn) 
来 描写 的 状态 时 ， CRA n 个 能 量 为 ow, HEAK, 极 化 为 X 的 光子 。 反 之 ， 这 
9k 人 /个 光子 完全 确定 了 该 谐振 自由 度 所 处 的 状态 。 因 此 ， 用 光子 数 作为 描写 电磁 场 状 态 
的 变数 更 为 方便 直观 。 与 此 相应 ， 将 BIN” (Qu) 转 到 粒子 数 表象 ， 并 用 一 个 右 矢 nuy 


来 表示 。 整 个 量 于 化 电磁 场 的 态 矢量 便 是 所 有 右 矢 jw》 的 连 乘积 


Leenks Mg a) = HÚ a>. (2.48) 
Ç: k àsa 
当量 子 化 电磁 场 处 于 状态 ooencao,eeencaeeesyBp, CREA 
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2 
E= Pm w (2.49) 
而 当 所 有 光子 数目 mw 均 为 零 时 ， 量 子 场 能 量 并 不 为 零 ， 而 是 等 于 已 o: 
E, y> =e (2.50) 


这 时 ， 量 子 场 处 于 能 量 最 低 的 状态 ， 称 为 量子 场 的 基态 或 真空 态 。 描 写 这 一 状态 的 态 矢 


量 是 
| 0> =o: oe». (2.51) 


在 微观 上 没有 光子 的 情况 ， 就 相应 于 在 宏观 上 没有 电磁 波 的 情况 。 从 经 典 电动 力学 观点 
看 来 ， 没 有 电磁 波 的 空间 是 一 无 所 有 的 空间 。 但 是 ， 从 量子 场 论 观点 看 来 ， 没 有 光子 的 
空间 仍然 存在 着 量子 化 电磁 场 ， 表 面 看 来 是 一 无 所 有 的 空间 ， 其 实 是 量子 场 的 一 种 起 伏 
运动 状态 ， 即 真空 态 。 我 们 看 到 ， 真 空 态 能 量 已 ,是 无 限 大 。 这 就 表明 ， 量 子 场 论 仅仅 能 
够 暗示 真空 物质 的 存在 ， 离开 认识 真空 的 物理 本 质 尚 远 ， 由 于 无 穷 大 的 零点 能 量 玉 ,不 
能 用 实验 方法 去 直接 测量 , ATOE = 0 .换言之 , 我 们 把 量子 场 真 空 态 看 成 是 能 量 为 
零 的 态 。 这 样 一 种 观点 ， 等 效 于 把 真空 看 成 是 现实 物理 世界 的 零 背景 ， 一 切 可 观察 的 物 
理 过 程 都 是 在 这 个 背景 上 发 生 的 ， 一 切 物理 测量 也 都 是 在 这 个 为 零 的 背景 上 进行 的 。 值 
得 注意 的 是 ， 真 空 这 个 零 背景 并 不 真正 为 零 。 真 空 与 非 真空 的 相互 作用 将 导致 许多 可 以 
观察 的 物理 效应 。 在 现代 量子 场 论 的 发 展 前 沿 ， 越 来 越 多 地 奉 涉 到 真空 的 物理 属性 ， 研 
究 真空 的 物理 本 质 已 成 为 重要 的 课题 。 可 以 预料 ， 人 们 对 真空 的 认识 进一步 发 展 ， 将 会 
导致 基本 粒子 理论 的 深刻 变革 。 


(三 ) 量子 场 的 粒子 数 算 符 
我 们 仍 以 量子 化 电磁 场 为 例 。 〈2.49) 式 确定 的 五 便 是 可 的 本 征 值 。 因 而 


2 2 
H =E] 
pino =E mo 


注意 到 (2.46) 式 ， 不 难 由 上 式 得 到 


(aba +> or lma) = (no +Tboho, 


因此 ， 我 们 得 到 厄 米 算 符 ot am 的 本 征 值 方程 如 下 ; 
ak, aala) =na|na> (2.52) 
由 于 ohak 的 本 征 值 便 是 具有 一 定 能 量 、 动 量 和 一 定 极 化 的 光子 数目 ， 所 以 ， 它们 便 是 


量子 化 电磁 场 的 粒子 数 算 符 ， 并 记 为 Wh: 
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Wa= ak, a+ 
利用 对 易 关 系 〈2.42) 不 难 证 明 ， 所 有 k、^ 取 不 同 值 的 粒子 数 算 符 彼此 对 易 ; 
[Rip Hrr’ I= 0. jl (2.53) 
因为 当 不 同 能 量 、 动 量 、 不 同 极 化 的 各 类 光子 的 数目 均一 一 确定 时 ， 量 子 化 电磁 场所 处 
的 状态 就 完全 确定 ， 故 所 有 粒子 数 算 符 兄 w 构成 量子 场 系统 的 一 组 可 以 对 易 的 力学 量 算 
符 的 完全 集合 。 这 组 完全 集合 的 共同 本 征 右 矢 就 是 (2.48) 式 定义 的 一 组 量子 场 态 矢 


#. 
因为 kh 是 厄 米 算 符 ， 故 必 有 以 下 正 交 关 系 : 


nol n > = nan , (2.54) a 


(2.54)b 


FIRE ER KARRA Loe NI A HAEA K DAER h EEE, 


mea [Wea | nk 22 = niar Òn newe (2.55) 


因而 在 此 表象 里 ， 史 有 以 下 矩阵 表示 ， 


ro 0 
A: 

Tu= 2 (2.56) 

% 
vo N 
类 似 地 ， 在 以 共同 本 征 右 矢 (2.48) 为 基 的 表象 里 有 ， 
《oo ngare Ng preesse LA nk eee ny pore > 
= npa (eee nka e nka nk ee) s (2.57) 


(四 ) Rc pe EAP X 447 


在 量子 场 论 里 需要 引入 一 些 在 量子 力学 里 所 没有 的 算 符 。 如 前 记述 ， 量 子 力学 所 描 
写 的 对 象 是 一 个 给 定 的 粒子 或 粒子 系 ， 而 量子 场 论 所 描写 的 对 象 则 是 量子 场 ， 量 于 场 总 
是 处 于 不 断 的 激发 和 退 激 的 运动 之 中 ， 与 此 相应 ， 粒子 就 处 于 不 断 产生 和 潭 灭 之 中 。 例 
如 在 相互 作用 过 程 中 ， 一 些 场 的 退 激 和 另 一 些 场 的 激发 伴随 着 初 态 粒子 的 消失 和 终 态 粒 
子 的 产生 。 为 了 描写 粒子 产生 、 潭 灭 的 现象 ， 需要 引入 粒子 的 产生 、 潭 灭 算 符 。 

根据 对 易 关系 (2.42 不 难 证 明 以 下 两 点 结论 ， (1 ) E ad EDot AFRE 
?iu 的 本 征 右 矢 ， 则 o mo EET f BF REI Cna-+1) 的 本 征 右 矢 (2) # lna) 
是 ks 的 属于 本 征 值 mia 的 本 征 右 矢 ， 则 aialma> 便 是 的 属于 本 征 值 (ma - 1) 的 本 征 
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ER. EAT: 


Taaka Ina) = ak, gk oh | na> 
a 


=a, (aj, aat D| na) 


= (no + 1) ak, Ino), (2.58) 
这 就 证 明了 第 一 点 结论 。 因 此 ， 我 们 有 以 下 等 式 : 
ak l nad = Anlat 15 (2.59) 


Jü, An EWER. 同样 地 , 


Tunul) = aš, ananla? 


=ap (ag, ao - 1)| ma) = (na = D aol moa), (2.60) 
这 又 证 明了 第 二 点 结论 。 据 此 又 有 以 下 等 式 ; 

aoa) = Bn- [na - 1。 (2.61) 
由 于 | eega eee yn a y =s Ina ses In ar> ne sH Bak fla, 只 对 |ma》 
起 作用 ， 故 由 以 上 结果 易 得 ， 

ak 1 e00000 ks ttet Mk ee > 

一 4 ee nal, aniy arp tetee $ç (2.62) 

ak, |= nka te pn a ses > 

=B,.,| seeseeng ar = 1y eee snare) (2.63) 


(2.62) RHH, ah 作用 于 量子 场 态 矢量 是 使 能 量 为 ox、 动 量 为 k 、 极 化 为 的 光子 数 
目 增 加 1 ， 而 (2.63) 式 说 明 ，ew 作 用 于 量子 场 态 矢量 是 使 上 述 光子 的 数 月 减少 1。 因 
此 ，oz .ai 分 别 是 量子 化 电磁 场 的 粒子 产生 算 符 和 潭 灭 算 符 。 

下 面 就 来 计算 o 凡 ,auw 的 矩阵 元 。 在 兄 必 的 本 征 右 矢 张 成 的 空间 ， 显 然 有 ， 


Cng laalaa) = B,_,Šni na = 1, (2.64) 
即 在 所 有 矩阵 元 里 ， 只 有 满足 条 件 nkj, =m- 1 的 矩阵 元 不 为 零 。 类 似 地 ， 
na lag | n> = Av.  $nank, +1 + (2.65) 


因此 ， 只 有 满足 条 件 n, =m- 1098836338. 297 802E 0263 3EBE2O, RMAH 
下 面 的 等 式 : 


na = ml a a| na> 


= Dinalon Ini, > < n lao [nay 


Pig 
EI cni lalm? (2.66)a 
_ "a 
Zleol ak | na > (2.66)b 
nka 
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分 别 把 (2.64) 55 (2.66)a, (2.65) 与 (2.66)5 相 结合 就 得 到 
na=| lnia- onl mal =B (2.67)a 
和 ni = |<nol ak, Ina - D|? = Aš. (2.67) 
略 去 场 态 矢量 所 提供 的 常数 相 因子 ， 就 可 由 以 上 二 式 得 到 ak fa, 的 非 零 矩 阵 元 为 : 
<nal a| na +> =V na TÍ {2.68)a 
cna tilag lna =V nati , (2.68)b 


Hik, ab, ok, 分 别 有 以 下 的 矩阵 表示 ， 


0 VT o 0 
0 0 1⁄2 
Ga = 0 0 0 3 (2.69)a 
` 
N 
0 b 
0 0 
Vi 0 
鸣 =| “V2 0、 (2.69)b 
VIN 
N 0 | 
0 s 


以 上 二 式 表 明 : ok, = ok ,这 一 点 与 这 些 算 符 的 非 厄 米 性 有 关 。 
H (2.67) 式 可 得 ， 


B,= Vn +1, 
An= V na + 


把 这 一 结果 分 别 代入 (2.59), (2.61), (2.62) 和 (2.63) 便 确 定 了 其 中 的 待定 常数 。 
这 里 ， 一 种 重要 的 特殊 情形 是 ， 


ah l O00) =la), (2.70)a 
anl D= 0, (2.70)b 
ahl 0>=| 0, 0, lkas 0, 0), (2.71)a 
Gal 0>= 0. (2.71)b 


以 上 诸 式 意味 着 粒子 是 从 真空 里 产生 出 来 的 ， 粒 子 的 潭 灭 乃 是 消失 到 真空 时 去 。 
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8 ”量子 场 论 里 的 二 象 性 概念 


基于 前 面 三 节 的 讨论 ， 我 们 可 以 对 “量子 场 ” 的 物理 本 质 进行 更 深入 的 理解 。 在 进 
行 二 次 量子 化 以 前 ， 人 们 在 宏观 领域 里 考察 所 有 经 典 波动 场 的 运动 ， 这 时 ， 人 们 从 经 典 
物理 学 的 角度 出 发 ， 仅 仅 看 到 一 个 具有 连续 波动 性 质 的 场 。 而 在 微观 领域 里 ， 人 们 又 是 
从 量子 力学 的 角度 出 发 去 考察 微观 客体 的 运动 ， 这 时 ， 人 们 所 看 到 的 是 一 个 具有 波 粒 二 
象 性 的 微观 粒子 。 在 二 次 量子 化 之 后 ， 人 们 的 认识 得 到 了 深化 ， 像 电磁 场 这 样 的 经 典 
场 ， 在 其 微观 结构 上 不 仅 具 有 波动 性 ， 而 且 具 有 粒子 性 ;而 电子 、 质 子 、 中 子 、…… 这 
样 一 些 实物 粒子 ， 又 都 是 联 属于 某 种 场 的 量子 。 因 此 ， 从 “新 ”理论 的 角度 出 发 ， 人 们 
看 到 的 是 一 个 不 仅 具 有 连续 波动 性 质 ， 而 且 具 有 粒子 性 质 的 场 ， 即 量子 场 。 

微观 世界 区 别 于 宏观 世界 的 显著 特征 是 ， 前 者 具有 波 粒 二 象 性 ， 而 后 者 只 具有 粒子 
性 或 波动 性 ， 但 是 ， 在 量子 力学 里 ， 微 观 粒子 的 波动 性 只 是 它 的 一 种 运动 学 特性 ， 这 种 
特性 虽然 是 微观 粒子 所 固有 的 属性 ， 但 还 不 是 微观 客体 本 身 。 按 照 这 种 观点 ， 微 观 粒子 
的 运动 不 再 是 简单 的 位 置 变动 ， 不 沿 任 一 轨道 运动 ， 而 是 按 几 率 波 的 规律 运动 5 Jr 
面 ， 倘 若 人 们 继续 从 量子 力学 的 角度 来 看 ， 那 末 ， 把 经 典 电磁 场 进行 二 次 量子 化 所 得 到 
的 能 量子 ， 就 只 是 反映 了 电磁 场 能 量 的 不 连续 性 ， 并 不 反映 电磁 场 的 粒子 性 。 这 样 ， 电 
磁场 仍然 是 只 作 连 续 波动 运动 的 物质 形态 。 事 实 上 ， 在 量子 力学 的 理论 框架 内 根本 无 法 
反映 电磁 场 的 粒子 性 。 因 此 ， 在 量子 力学 里 实物 与 场 之 间 不 能 互相 转化 

在 量子 场 论 里 ， 波 与 粒子 、 场 与 实物 处 于 对 称 的 地 位 。 量子 场 既是 一 种 作 连 续 波动 
的 物质 形态 ， 也 是 一 种 粒子 形态 ， 它 是 粒子 、 波 动 二 重 性 的 对 立 统一 体 ， 每 一 种 粒子 都 
是 联 属 于 某 种 场 的 量子 ， 当 人 们 说 到 “粒子 ”时 ， 只 是 说 到 了 量子 场 这 种 物质 形态 的 一 
个 侧面 ， 反 之， 每 种 场 都 具有 与 自身 相关 的 场 量 子 ， 当 人 们 说 到 “波动 场 ” 时 ， 也 只 是 
说 到 了 量子 场 这 种 物质 形态 的 另 一 个 侧面 。 这 两 个 侧面 有 机 地 联系 着 ， 粒 子 的 波动 性 就 
在 于 它 是 相应 波动 场 的 量子 ， 它 以 场 激发 的 方式 产生 ， 并 以 场 振 动 退 激 的 方式 潭 灭 ， 反 
之 ， 场 的 粒子 性 就 在 于 它 有 粒子 结构 ， 它 的 能 量 、 动 量 、 角 动量 、 电 荷 等 物理 量 ， 乃 是 
每 个 粒子 的 相应 量 之 总 和 。 这样， 在 量子 场 论 里 ， 场 与 实物 之 间 的 绝对 界限 就 不 复 存 
在 ， 不 同 的 粒子 之 间 的 相互 作用 和 相互 转化 可 以 在 量子 场 论 的 理论 框架 里 得 到 反映 

在 这 里 ， 还 需 进一步 弄 消 “ 粒 子 ” 与 “ 场 ”这 两 个 侧面 之 间 的 内 在 联系 。 由 于 量子 
场 具有 无 限 多 的 谐振 自由 度 ， 每 一 谐振 自由 度 都 能 够 独立 地 激发 和 退 激 。 因 而 与 场 相 联 
系 的 不 是 任何 有 限 数目 的 粒子 ， 更 不 是 个 别 粒子 ， 而 是 无 限 数目 粒子 的 系 集 。 这 些 粒 子 
不 是 固定 不 变 地 存在 着 ， 而 是 伴随 场 的 激发 、 退 激 而 不 断 地 产生 、 潭 灭 ， 所 以 作为 量子 
场 的 一 个 侧面 的 ， 不 是 有 限 数目 的 粒子 ， 而 是 粒子 的 整个 系 集 。 于 是 ， 我 们 不 能 谈 到 
“个 别 粒子 的 场 ”或 “? 个 粒子 的 场 ”。 这 是 因为 ， 任 何 确定 数 月 的 粒子 均 不 是 场 。 量 
子 场 的 波 、 粒 二 重 性 就 在 于 :， 它 不 但 表现 为 一 个 能 够 激发 和 退 激 的 波动 场 ， 而 且 同时 表 
现 为 上 述 意义 下 的 无 限 数目 粒子 的 系 集 。 但 是 这 样 一 来 ， 似 乎 有 问题 了 ， 因为 实验 上 观 
测 到 的 总 是 有 限 数目 的 粒子 ， 量 子 场 的 概念 与 实验 事实 符合 取 ? 这 一 点 ， 只 要 注意 到 粒 
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子 数目 只 是 量子 场 态 矢量 的 变数 就 立刻 明白 了 。 我 们 的 结论 应 当 是 ， 有 限 个 粒子 不 是 
场 ， 但 量子 场 能 够 处 于 具有 有 限 个 粒子 的 状态 ， 它 也 可 以 处 于 完全 没有 粒子 的 状态 OK 
空 态 ) 。 因 此 ， 任 何 有 限 数目 的 粒子 均 是 量子 场 的 某 一 激发 态 . 


85 ”本章 结语 


在 上 面 的 讨论 里 ， 曾 以 非 相对 论 Schr6dinger 方 程 的 量子 化 为 例 来 说 明 从 量子 力学 到 
量子 场 论 的 过 渡 〈 见 8 2 ) 。 那 样 做 只 是 为 了 使 问题 简化 ， 以 便 突 出 物理 内 容 。 量 子 场 
论 的 理论 体系 是 建立 在 量子 力学 和 相对 论 的 基础 之 上 的 。 因 此 ， 应 当 对 第 一 章 所 讨论 的 
相对 论 波动 方程 进行 二 次 量子 化 。 这 一 严格 的 理论 工作 将 放 在 以 后 各 章 去 进行 

如 第 一 章 所 述 ， 在 高 速 微观 现象 的 领域 ， 企 图 完全 沿用 量子 力学 的 原理 和 方法 来 建 
立 基 本 粒子 相互 作用 的 理论 是 根本 不 行 的 。 而 在 本 章 前 面 四 节 的 讨论 里 ， 我 们 看 到 ， 要 
建立 这 样 的 理论 必须 扩充 量子 力学 的 某 些 重要 原理 和 概念 ， 并 提出 新 的 物理 假设 ， 即 四 
点 基本 假设 。 从 这 些 假设 出 发 建立 起 来 的 理论 ， 即 量子 场 论 ， 的 确 能 够 描写 粒子 数目 有 
变化 的 情况 。 

量子 场 论 的 建立 ， 把 人 们 对 微观 世界 的 认识 发 展 到 一 个 新 的 深度 ， 按 照 这 种 新 的 认 
识 ， 微 观 客体 不 是 以 “粒子 ”的 形态 存在 〈 如 同 量子 力学 所 假定 的 那样 ) ， 而 是 以 “ 量 
子 场 ”的 形态 存在 。 实 验 上 观测 到 的 各 种 基本 粒子 ， 都 是 相应 量子 场 的 激发 态 。 即 使 在 
某 一 段 时 间 内 ， 在 某 一 空间 区 域 里 不 存在 粒子 ， 在 这 一 区 域 里 仍然 存在 着 量子 场 。 只 是 
这 时 ， 量 子 场 处 于 真空 态 ， 我 们 用 现 有 的 物理 实验 方法 观察 不 到 它 。 这样， 量子 场 论 对 
于 波 粒 二 象 性 的 认识 就 超出 了 就 事 论 事 的 范围 ， 进 行 了 高 度 的 科学 抽象 。 基 于 上 述 理 
由 ， 应 当 认为 ， “量子 场 ”并 不 仅仅 是 一 个 有 用 的 概念 ， 一 种 用 来 描写 基本 粒子 的 适宜 
方式 ， 它 其 实 是 量子 场 论 所 赖 以 建立 的 一 个 物理 模型 。 相 应 地 ， 量 子 场 论 也 不 应 被 看 成 
是 量子 力学 的 另 一 种 表述 方式 ， 而 是 在 量子 力学 基础 上 的 新 发 展 。 虽 然 这 一 发 展 没有 出 
现 像 从 经 典 力 学 过 渡 到 量子 力学 时 所 出 现 的 那样 巨大 的 跳跃 ， 它 甚至 还 沿用 了 量子 力 
学 的 某 些 原理 ， 但 仍然 出 现 了 很 大 的 跳跃 ， 这 一 跳跃 就 集中 表现 在 物理 模型 的 变化 上 
面 ， 在 低速 微观 现象 的 领域 ， 量 子 场 论 与 非 相 对 论 量子 力学 等 价 注 ) ， 这 说 明 后 者 是 前 
者 的 低能 近似 。 ` 

我 们 在 上 面 所 提出 的 看 法 ， 把 量子 场 论 的 建立 说 成 是 物理 学 发 展 史上 又 一 次 重大 的 
变革 〈 当 然 不 像 量 子 力学 和 相对 论 的 建立 那样 具有 划时代 的 意义 ) 。 近 六 十 年 来 ， 量 子 
场 论 对 于 人 们 认识 高 速 微观 现象 起 了 很 大 的 极 积 作用 ， 但 是 ， 这 个 理论 本 身 仍然 存在 着 
严重 的 困难 (RBE) 。 产 生 这 些 困难 的 原因 ， 也 许 正 是 由 于 “量子 场 ”这 一 物理 模 
型 离开 微观 世界 的 本 质 尚 有 一 段 很 大 的 距离 。 在 物理 学 发 展 史上 ， 一 次 认识 上 的 跳跃 是 
否 意味 着 一 次 成 功 的 变革 ， 主 要 取决 于 新 理论 所 赖 以 建立 的 物理 模型 是 否 是 所 研究 对 象 
的 一 个 良好 的 近似 。 微 观 世 界 的 本 质 到 底 是 什么 ? 这 样 一 个 问题 ， 有 待人 们 继承 现 有 理 


( 注 1] 参见 DAVID LURIE (1968), «Particles and Fields? pp.119—122, Wiley, 
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论 的 全 部 积极 成 果 去 探索 ， 去 发 现 。 


3 题 


(1) 在 引入 量子 场 的 算 符 和 态 函 数 时 ， 是 怎样 从 量子 力学 的 原 有 概念 出 发 的 ? 又 是 怎样 修改 了 
量子 力学 的 概念 ? 

* (2) 当量 子 场 处 于 基态 时 ， 粒 子 没有 了 。 波动 停止 了 ， 这 时 ， 量 子 场 还 有 粒子 性 吗 ? 还 有 波 
动 性 吗 ? 如 果 有 ， 表 现在 何 处 ? 如 果 没有 ， 为 什么 ? 在 这 里 有 使 你 深思 的 问题 吗 ? 《请 带 着 这 样 一 个 
问题 一 直 读 到 第 十 章 ) 。 

+ (3) 可 否 用 量子 场 的 概念 定性 解释 电子 衍射 实验 ? 如 果 可 以 ， 怎 样 解释 ? 如 果 不 可 以 ， 困 难 
何在 ? 

(4) 由 本 章 的 讨论 知道 ， 量 子 刀 的 总 能 量 是 各 个 量子 谐振 子 能 量 之 总 和 。 那么 ， 量 子 场 的 总 动 
量 是 否 也 是 各 个 量子 谐振 子 的 动量 之 总 和 ? 为 什么 ? 

* (5) 现代 统计 物理 学 已 经 运用 量子 场 论 方法 研究 粒子 数 可 变 的 多 粒子 体系 的 运动 。 据 此 ， 是 
香 可 以 把 最 子 场 归 结 为 一 个 “多 粒子 体系 ”? 如 果 不 可 以 ， 那 么 ， 统 计 物 理 的 上 述 做 法 已 经 取得 了 成 
就 和 进展 ， 应 如 何 解 释 呢 ? 如 果 可 以 ， 理 由 何在 ? 

本 章 一 开始 有 一 句 话说 ， 量 子 场 论 必须 是 一 个 “多 粒子 理论 ”。 这 名 话 是 否 确切 ? 有 无 错误 ? 
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第 三 章 ”自由 场 的 经 典 理论 


在 这 一 章 里 ， 我 们 从 量子 场 论 的 第 一 点 基本 假设 出 发 ， 把 第 一 章 讨论 过 的 所 有 相对 
论 波动 方程 式 都 看 成 是 经 典 波动 场 的 场 方程 式 ， 在 此 基础 上 ， 对 经 典 场 的 运动 规律 以 及 
它们 所 具有 的 对 称 性 质 进 行 必 要 的 讨论 ， 以 便 为 场 的 量子 化 做 好 准备 。 


81 场 是 无 限 自由 度 的 体系 


在 经 典 力学 里 ， 由 以 个 质点 组 成 的 体系 是 有 限 自 由 度 的 体系 , 其 自由 度数 目 是 3M 。 
对 于 这 样 的 体系 , 唯 有 时 间 + 是 独立 变数 ， 它 的 3M 个 广义 坐标 ga(t) a= 1，2，……， 
3M) 则 是 时 间 + 的 函数 。gu( + ) 对 上 的 导数 Ga( + ) 称 为 广义 动量 广义 坐标 ga( + ) 又 称 
为 所 论 质点 系 的 动力 变数 。 因此， 体系 的 自由 度数 目 等 于 它 的 广义 坐标 〈 或 动力 变数 ? 
的 数目 。 

一 个 作 连 续 波动 运动 的 场 ， 它 的 独立 变数 是 xi\xx\xs\xi=it， 它 的 动力 变数 或 
广义 坐标 ， 便 是 场 存 于 其 间 的 那 部 分 空间 区 域内 各 点 的 场 函数 值 。 如 果 4(x) (4= 1， 
2 ,…'"…N) 是 所 论 经 典 场 的 一 组 独立 的 场 函 数 。 那 么 ， 在 上 述 空间 区 域内 每 点 x 就 有 一 
组 独立 的 场 函 数 之 值 $4(x,t)。 任 何 一 个 空间 区 域 都 是 一 个 不 可 数 的 无 限 点 集 。 因此， 
场 是 一 个 不 可 数 无 限 自 由 度 的 体系 。 为 了 方便 起 见 ， 仍 假定 场 存 在 于 有 限 的 空间 区 域 广 
内 ， 而 且 场 函数 在 亚 的 边界 上 满足 周期 边界 条 件 。 场 的 广义 动量 便 是 广义 坐标 对 独立 变 
We W paka, (x. 1). E 上 时 刻 的 运动 状态 ， 可 用 在 此 时 刻 各 点 的 场 函数 中 和 uda 
之 值 来 确定 。 


82 作用 量 原理 与 Hamilton 形 式 


首先 来 回忆 一 下 经 典 质点 力学 里 Hamilton 作 用 量 原理 的 内 容 。 对 于 一 个 # 自由 度 的 
体系 ， 设 其 广义 坐标 和 广义 动量 分 别 为 ga Go， 则 其 Lagrange 函 数 为 
工 (ga ga)，a 一 1，2 mp (3.1) 


BEOS), daOl a=q G) 已 经 给 定 ， 则 体系 从 状态 Calti), IERA 
状态 (9a(ts),t] 所 沽 特 的 实际 物理 路 径 ga() 是 使 作用 量 ] 一 |/* 工 (gas 3o) di 的 变 分 为 
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0 =81=8 [rasa 
I 


=Š T dga! N + S Z sga- Er Bqa)dt 
因 起 、 止 时 刻 的 qa 已 经 给 定 ， 故 有 以 下 的 变 分 边 值 条 件 : 
Bqalts = dgalts = 0. (3.2) 
把 此 条 件 代入 上 式 ， 就 得 到 体系 的 Euler-Lagrange 方 程 组 
i z £ 入 ats (3.3) 
a=1,2, 3,1 n 


现在 把 体系 的 运动 方程 纳入 Hamilton 正 则 形式 ELH R HE RAE E 
量 分 别 为 : 
qalt), (3.4)a 
Pat) = “ 8.4) 
3gu 
并 通过 如 下 的 Legendre 变 换 来 定义 体系 的 Hamilton 函 数 H(ga, pa) 


n 
H (qas pa) = > PaQa = L (qas qa) + (8.5) 
"= 


这 样 ， 体 系 的 正则 运动 方程 式 为 : 


¿= a =[gas H), (3.6)o 
ba=- -3 -= Cpa, Hlne (8.6)0 
dqa 
a=1, 2, uen, 


其 中 ，[wz]pa 是 经 典 Poisson 括 号 ， 其 定义 为 


" 
uva = X [9 2 00 ôu 3.7; 
tss e a pe Tae pe ee 


特别 地 ， 
[ga pplps= Sag, (3.8) 


不 难 将 上 面 的 讨论 方法 推广 应 用 于 经 典 场 。 为 此 ， 首 先 以 实 标量 场 为 例 。 实 标量 场 
只 有 一 个 独立 的 场 函 数 中 (x,1， 有 是 
ax 1) =(x, 1) 。 (3.9) 


应 当 注 意 ， 在 多 粒子 体系 的 情况 下 , 是 对 体系 的 每 一 自由 度 来 建立 运动 方程 式 (3.3) 和 
(3.6)， 而 现在 ， 场 的 自由 度 指标 便 是 连续 变数 x， 因 此 ， 应 当 在 空间 每 点 x 来 建立 场 
的 运动 方程 式 。 为 此 ， 就 需要 定义 空间 每 点 的 Lagrange 函 数 密度 2 


F(x) =Z, t), Ou (x,t). (3.10) 
中 和 ah 中 分 别 是 实 标量 场 的 广义 坐标 和 广义 动量 。 场 的 Lagrange 函 数 工 是 乡 的 体积 积分 : 
L= [ ze, ate, Dad, (3.1D) 


按照 作用 量 原 理 ， 场 从 t, 时 刻 的 状态 中 (x,t,) 过 渡 到 1; 时 刻 的 状态 (x, 1，) 所 遵循 的 实际 
物理 路 径 (x,t)， 应 使 作用 量 的 变 分 为 零 。 或 者 说 ， 满 足 场 的 实际 运动 方程 的 场 函 数 
中 (x,1) 应 使 作用 量 的 变 分 为 零 : 


8]=8 Jr diL= s| a 200, dub) 
; 


=[ a< (9. dgr 
j C dpt zZ dOd ) 


=[ dix- a 2L 
=j aca ptt 


uxo ( 2E Z 
thad 0 Ey)= 0. (8.12) 


Hp, dtx=d*xdt. Q =V (t, - +,) 是 四 维 时 空 的 一 个 区 域 .在 上 式 的 推算 里 ， 我 们 是 在 
空间 每 点 独立 地 给 定 场 函数 的 变 分 : 

dpl, t) =G (x,t) - Gt), 
但 中 在 t1、t: 时 刻 之 值 已 事先 给 定 ， 故 有 ; 

B(x,t1) =80(x,t,)= 0, (3.13) 
另 方面 ， 中 和 9w 中 在 空间 区 域 广 的 界面 上 满足 周期 边界 条 
件 ， 故 必定 有 下 式 成 立 ， BOX 11) 
图 3 一 1 + 时 蓝 在 空间 每 点 x， 独 立 


地 给 定 的 变 分 。 而 在 i 时 
t, <t<t, (3.14) AMA, dh 0 


又 因为 四 维 时 空 区 域 @ 的 了 


ve Pn 
边界 面包 括 如 下 的 所 有 时 ⁄ ⁄ 
SP Ot), ta) 以 及 
GOGH, yta), V | cx， Kia) 
界面 上 的 流动 坐标 ) ， 所 以 可 A 
a t ` tz 


éX, ta) 


KETER CETTE] 


中 (x, 四 | 在 y 的 界面 上 二 0， 


将 (3.13)、(3.14) 合 写 为 下 


A: o 
图 3 一 2 MEUYKRAARMENREM, <<. 
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5 中 (x, Dowans = 0. (3.15) 
这 就 是 场 函数 的 变 分 边 值 条 件 。 把 (3.15) RA (3.12), 立刻 得 到 实 标量 场 的 Euler- 
Lagrange 方 程式 


CEA EE A $ 3.16) 
T É 
ATERA BIHAN UH $4,1), A=1, 2, N, MI HLagrangei 


数 密度 为 
k 取 所 有 从 1 到 4 2 (ñ, 
L (bas uba), (3.17)a 
4 取 所 有 从 1 工 到 N 之 值 ， 


相应 地 ， 
r=[ den hanba), (3.17)6 
i= |a 20,062. (8.18) 
在 变 分 边 值 条 件 
dpa, lowanaz= 0 (8.19) 


之 下 ， 对 每 个 场 函 数 中 4 独立 地 进行 变 分 3a(*) =ó! (x) - 中 4(x)， 并 利用 作用 量 原理 ， 
可 得 ， 


N 
== Í zh [924 - a (—22 I s: 
c= fo “2 apt SG). (8.20) 


由 此 式 立即 得 到 经 典 场 $4(x,1) 的 Euler-Lagrange 方 程 组 为 


oF L 
—- a, 一 0。 .21 
aà, GED C921 


为 了 把 场 的 运动 方程 纳入 Hamilton 正则 形式 ， 我 们 定义 场 的 正则 华 标 为 $4(x, 1), 
EWIE (RHH) 为 


2 


na (x, t) = — py (8.22) 
2qalx, t) 
并 通过 空间 每 点 的 Legendre 变 换 来 定义 场 的 Hamilton 函数 密度 内 (x), 
N 31 
(x)= 他 1 (3.23) 
相应 地 ， 场 的 Hamilton 函 数 为 : 
H= j KETON 8.24) 


由 于 场 的 Lagrange 函 数 密度 2 是 一 个 Lorentz 标 量 函 数 〈 见 本 章 8 3 ) ， 故 在 2 的 同一 个 
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相 加 项 里 不 会 同时 出 现 中 和 ar， 这 就 是 说 4 不 含有 中 4。 于 是 ， 利 用 (3.23), (3.21) 
和 (3.22) 不 难 推出 下 式 ; 


二 aE y, .25; 
== 230422 G:29)8 
此 外 由 《〈3.23》 直接 得 到 
和 = 如. (8.25)b 
ana 


(8.25) 式 便 是 经 典 场 的 正则 运动 方程 式 。 由 于 场 是 不 可 数 无 限 自由 度 的 体系 ， 而 且 方 
程式 中 出 现 的 是 Hamilton 函 数 密度 多 ， 故 C3.25) 与 质点 系 的 正则 方程 (3.6) 在 形式 
上 有 显著 差异 。 


S3 场 的 Lagrange 函 数 密 度 和 Hamilton 函 数 密 度 


对 于 不 同 的 场 ， 只 要 找到 9 和风 的 具体 形式 ， 就 可 从 Euler-Lagrange 方 程 (3.21) 
或 Hamilton 正 则 运动 方程 《3.25) 导出 场 函数 所 满足 的 微分 方程 式 。 对 于 标量 场 、 旋 量 
场 和 电磁 场 来 说 ， 场 函数 满足 的 微分 方程 式 〈 以 下 简称 场 方程 式 ) 分 别 便 是 第 一 章 讨论 
过 的 K 一 G 方 程式 、Dirac 方 程式 和 Maxwell 方 程式 .反之 ， 这 一 点 ， 正 好 为 我 们 寻找 场 
的 之 和 关 提 供 了 依据 。 
实 标量 场 ” 由 (3.20) 可 得 
0 =s=| dF- Cre (8.26) 


我 们 要 找 的 2 应 能 从 Euler-Lagrange 方 程式 导出 K 一 G 方 程 1.8) ， 所 以 为 了 找到 
宪 的 具体 形式 ， 可 用 方程 〈1.8) 左边 来 代替 (3.20) 右边 圆 括号 内 的 被 积 式 ， 然 后 利 
HARPE (3.19) 并 进行 通常 的 微分 运算 即 得 ; 


0=81=8 | d'af- Feuoh +m0d)} (8.27) 


另 一 方面 ， 由 《3.18) 式 可 得 : 
0=8]=8 fade wad) š (8.28) 
把 (3.28) 5 (3.27) 比较 ， 就 得 到 实 标量 场 的 Lagrange 函 数 密度 为 


#=-+0004-1Tmt09. (3.29) 
通过 Legendre 变 换 又 可 找到 场 的 Hamilton 函 数 密度 ， 
g=rb- v= iiy vetmet) (8.30) 
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相应 地 ， 场 的 总 Hamilton 函 数 为 ， 
H=3 ,dr tm (8.3D) 
复 标量 场 。 因为 b* 拉 由 ， 所 以 复 标量 场 有 两 部 分 独立 的 自由 度 。 可 用 两 个 独立 的 实 
标量 场 中 ,和 中 :来 代表 这 两 部 分 自由 度 : 
tszi, (3.32)a 


t= ti. (8.32)b 


又 因为 实 标量 场 b, ,中 :的 Lagrange 函 数 密度 由 (3.29) 给 出 ， 故 对 复 标量 场 ， 我 们 有 
L=Z, +Z, =- 3b ub- mt$*0. (8.33) 


为 了 找到 复 标量 场 的 Hamilton 函 数 密度 ， 首 先 要 定义 中 (x) 和 中 *(x) 03833 x (x) 
和 ™*(x): 


ala) =? =t, (8.34)a 
ap 


a*a) -e (8.34)b 
其 次 由 (3.23) RA: 
一 x+ ads- 2, 
把 (3.33) 和 (3.34) 代入 上 式 便 得 到 ， 
名 一 Ts 十 9 中 #9 中 十 mmz 中 # 中 。 (8.35) 
场 的 总 Hamilton 函 数 为 
H=f dsxCrrnt yt me) (8.36) 
旋 量 场 ” 场 方程 便 是 (1.34) 和 (1.85) : 
(yaa +m) = 0, (8.37)a 
Fe- Yt m) = 0, (3.37)8 
场 的 广义 坐标 和 广义 动量 分 别 是 
`+ dat 
` a 
用 (3.37) 式 左 边 分 别 代替 (3.20) 式 右边 的 被 积 式 ， 并 注意 作用 量 是 一 个 Loreutz 标 
量 就 得 到 ， 
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0 =5=| ax (SGB + m) 9 
“ae ' 
+Y- Yuña + m) b j ) S 
= fadt (390, + Frud Y) - BaP Yud V) 
+m(8) 0 + m54 ) 
S = [as Gaa+ hip, 
另 一 方面 ， 由 (3.18) 可 得 ， 
0 =87=8 [dx hr aab 
因此 ， 旋 量 场 的 Lagrange 函 数 密度 为 
了 = 下 (Yak 十 mm) 申 。 
由 于 乡 = 0, 故 可 乘 以 “~ 1” 而 使 之 成 为 便于 应 用 的 形式 


Z=- W(yuau + m) Ü. (8.38) 
TRIZ (x), WERELSENLHEY, PREEN, 和 zj 


mson, ` (8.39)a 
ap 

== 0. (8.39) b 
ây 


这 一 结果 是 由 于 (3.38) 式 在 形式 上 对 由 和平 不 对 称 所 造成 的 ， 因 此 ， 当 采用 (3.38) 
式 的 2 时 [过 12， 不 能 把 由 和 平均 视 为 独立 的 正则 坐标 ， 这 时 ， 旋 量 场 只 有 一 个 独立 的 正 
则 举 标 站 和 与 之 共 因 的 正则 动量 xy。 这 样 ， 由 (3.23》 式 可 得 


= (YY y+ Yam) (3.40)a 
利用 G.37) RITHE IH 


x =Ñ, (8.40)b 
其 中 ， 全 是 单 粒子 的 Hamilton 算 符 〔 量 子 力学 算 符 》， 场 的 总 Hamilton 函 数 为 : 
H=f drg = | dry oiya. (3.4D) 


此 式 也 就 是 经 典 放量 场 的 能 量 公 式 。 右边 的 积分 要 用 量子 力学 里 计算 平均 值 的 方法 来 进 
nD RT (3.38) RHEU ETURHNFTERGR. 
L- -Orpa uD RRA BEN. 
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行 计算 。 由 第 一 章 知道 ， 合 可 以 有 负 的 平均 值 ， 故 经 典 旋 量 场 的 能 量 并 不 是 正定 的 。 相 
对 论 量子 力学 里 的 负 能 困难 ， 在 旋 量 场 的 经 典 理论 里 依然 存在 。 这 一 点 ， 对 所 有 半数 自 
旋 的 场 ， 即 Fermi 场 ， 情 形 也 都 如 此 。 场 的 能 量 取 负 值 是 没有 物理 意义 的 。 对 这 一 点 的 
解释 是 ， 从 正则 量子 化 的 角度 看 来 ，Fermi 场 并 不 存在 经 典 极 限 5 渡 1， 我 们 从 经 典 的 意 
义 上 来 讨论 Fermi 场 ， 只 是 要 为 进行 二 次 量子 化 作 好 必要 的 准备 。 

电磁 场 ” 场 方程 便 是 〈1.250) R: 


DA= 0, 
广义 坐标 和 广义 动量 分 别 是 4a 和 avA4u(k、v= 1，2，3，4 ) ,用 场 方程 左边 去 代替 (3.20) 
右边 的 被 积 式 ， 并 利用 条 件 〈3.19) ， 就 得 到 


0 =81=J dx (OA d4u 


=[ at (= (ADDA) 


总 s| a > 90.40) P 


因此 ， 经 典 电磁 场 的 Lagrange 函 数 密度 为 


2=- 了 oavhr。 (8.42) 
R TE W| RRAN E MIIE SESI ty B| E Af ma = 学 = 人 ,因此 ， 

g= indat VAYAD, (3.43)a 

H =f pdx Ciudat AA. (3.43)b 


综 上 所 述 ， 每 种 场 的 2 都 是 Lorentz 标 量 。 这 一 点 正 是 理论 的 Lorentz 不 变性 所 需要 
的 。 


$4 ”对称 性 与 守恒 定律 


物理 学 理论 的 发 展 使 人 们 认识 到 ， 自然 界 的 所 有 守重 定律 均 分 别 联系 于 某 种 对 称 
性 。 例 如 空间 平移 对 称 性 联系 于 动量 守重 定律 ， 时 间 平 移 对 称 性 联系 于 能 量 守重 定律 ， 
等 等 。 自然界 的 对 称 性 比 守 便 定律 更 带 有 根本 性 。 因 而 串 以 认为 ， 每 一 条 守恒 定律 均 分 
别 以 某 种 对 称 性 作为 它 的 更 深 一 层 的 物理 原因 。 


[5 注 1] 但 是 近 几 年 来 。 在 用 路 径 积分 量 于 化 的 方案 中 ， 需 妻 把 Fermi 场 的 经 典 极限 视 为 一 种 有 反对 易 人 性 质 的 c 
数 ， 称 为 Grassmann 数 。 参 见 PIERRE RAMOND, “Field Theory), p214, Benjamin/Cummings, 1981. 
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在 基本 粒子 理论 里 , 对 称 性 的 考虑 占有 相当 重要 的 地 位 .其 内 容 已 远 远 超出 了 与 守重 
定律 的 相互 联系 。 在 现代 量子 场 论 里 ， 一 类 特殊 的 对 称 性 ， 即 所 谓 “ 局 域 规范 对 称 性 ” 
被 视 为 量子 场 之 间 的 相互 作用 赖 以 发 生 的 准则 , 这 一 准则 称 为 规范 原则 , 它 与 相对 论 原则 
具有 同等 的 重要 性 。 在 第 八 章 里 ， 我 们 将 以 电磁 相互 作用 为 例 作 一 简单 介绍 。 在 这 一 节 
里 ， 只 限于 讨论 经 典 场 系统 所 具有 的 对 称 性 ， 以 及 由 这 些 对 称 性 导致 的 守恒 定律 。 

(一 ) 对 称 性 的 含义 


对 称 性 或 不 变性 是 指 物理 学 理论 的 基本 方程 式 在 某 一 变换 之 下 保持 不 变 的 一 种 性 
质 . 
时 空 对 称 性 的 含义 ， 假 定 ， 当 四 维 时 空 经 受 无 穷 小 的 连续 变换 


xh = x+ dxpy (8.44) 
而 场 函数 经 受 相应 的 线性 变换 
N 
alx) =a(x) t, 14sa(x) 。 (8.45) 


时 ， 场 的 Lagrange 函 数 密度 保持 不 变 ， 即 
LLa), 001 (=Z Chal), uba), (3.46)a 
或 L'N = (x), (3.46)b 


那么 ， 就 说 场 的 运动 规律 在 变换 (3.44) 之 下 具有 不 变性 ， 或 对 称 性 。 
在 条 件 (3.46) 之 下 ， 若 再 假定 变换 (3.44) 的 Jacobi 行 列 式 为 1 ， 


jaxa ja 
[axy j 


则 场 系统 的 作用 量 也 是 不 变 的 : 


s= | aen - | dig 


n 9x dix- qa 
=fr 2 dix- | zcodx= 0. (8.47) 


因为 时 空 平移 变换 以 及 所 有 行列 式 为 1 的 时 空 连续 变换 ， 其 Jacobi 行列 式 均 为 1， 
所 以 〈3.47) 式 在 我 们 下 面 所 要 讨论 到 的 例子 里 都 是 成 立 的 。 

又 因为 任 一 个 有 限 的 时 空 连续 变换 都 是 无 数 个 无 穷 小 变换 的 连续 施行 ， 故 车 把 
(3.44) 代 之 以 有 限 变换 ， 上 面 的 陈述 依然 是 成 立 的 。 

内 部 对 称 性 的 含义 ”除了 时 空 对 称 性 之 外 ， 还 有 另 一 种 对 称 性 ， 即 内 部 对 称 性 。 这 
种 对 称 性 与 场 的 时 空运 动 无 关 ， 而 只 与 场 的 内 部 运动 有 关 。 我 们 这 里 所 谓 的 “经 典 场 ”， 
在 微观 结构 上 是 一 个 量子 场 ， 所 以 场 的 内 部 对 称 性 ， 实 则 是 指 场 量子 的 内 部 对 称 性 。 

假定 在 内 部 变换 
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$: (x) +$, G) 

936%) -de (8.48) 

(e) éz GO 
之 下 ， 场 的 Lagrange 函 数 密度 保持 不 变 ， 即 

($L GO, Aupa =Z Chal), udal) (3.49) 

或 2'(x)=2 (x), (3.49)b 
那么 ， 就 说 场 的 运动 规律 在 (3.48) 之 下 是 不 变 的 ， 而 〈3.48) 式 就 称 为 场 的 内 对 称 变 
É. 在 (3.48) 式 里 ，U 是 一 个 Nx 入 矩阵 ， 仿 后 把 (3.48) 式 里 的 N x 1 矩阵 简 记 为 


[$ G) ] 它 是 以 场 的 全 部 独立 分 量 为 元 素 的 列 矩 阵 。 


(二 ) Noether 定 理 


Noether 定理 是 场 论 里 关于 对 称 性 与 守恒 定律 之 间 的 相互 关系 的 普遍 定理 。 其 内 容 
WF: 任何 一 个 连续 对 称 变换 〈 它 保持 场 的 2 不 变 ) ， 必 导致 某 一 〈 或 某 些 ) 场 物理 量 
的 守恒 定律 。 

从 这 一 小 节 到 第 (四 ) 小节 ， 先 讨论 时 空 对 称 性 的 情形 ， 在 第 《五 小 节 里 再 来 讨 
论 内 部 对 称 性 的 情形 。 

下 面 ， 我 们 用 两 种 方法 来 证 明 Noether 定理 ， 并 分 别 导出 微分 形式 的 守恒 定律 和 积 
分 形式 的 守 便 定律 . 

第 一 种 方法 ， 假 定 无 穷 小 变换 (3.44) 的 Jacobi 行 列 式 为 1 W 


o=b=[ yr and- | 2d 


=f s [eos 


th FW- | Va, (3.50) 


第 二 项 ，5 
我 们 首先 来 计算 上 式 右边 的 5J4， 把 2/(x) 展 成 级 数 并 略 去 高 阶 无 穷 小 得 ， 


(x) = Ghat dpa, duba + Š (uha) 


- $, 
Z ($50$2) + È E ht 7 s 5è Onpa) ), 


HERRA (3.50) PAM-AMENEANS. 


N 
ss PA A "3642; 3] 


+Í, aS a) 二 (3.51) 


$$. d5 
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这 里 ， 场 函数 的 主动 变 分 84 是 由 时 空 连续 变换 引起 的 。 所 以 在 现在 的 情况 下 ， 边 值 条 
件 (3.19) 不 再 成 立 ，〈3.51) 式 右边 第 二 项 积分 也 不 为 零 。 但 右边 第 一 项 积分 为 零 ， 
这 是 因为 场 函数 4 必须 满足 Euler-Lagrange 方 程式 。 于 是 ， 


bE 14 
y= f a E yd (3.52) 


其 次 再 来 计算 (3.50) 右边 的 8Jz。 因 为 
j d= hs a, 
而 且 
#'G0 =G) +DL), 
故 


ipae [èras (3.53) 
路 去 二 阶 小 量 5 (au 和)5xu， 我 们 有 ， 


ñ 
0=27()- Z(x) =b 200 + Z ys, 
dxp 


dza) =- sm (3.54) 
" 


因此 ， (3.53) 式 成 为 
dsf Zaa, 


Q dxy 
另 方面 ， 由 于 Jacobi 行 列 式 为 1 ， 故 hbxu= 0 ， 可 将 上 式 重 写 为 
815= [ou 30) dx, (3.55)o 
或 者 
dls=| .amdow (3.55)b 
其 中 I 
do,=dÀ (dt, do =d'x, i=1,2,3 (3.56) 


NERRO HHAH HERTE, Tid A kS RV 630 NS IPE, 
将 (3.52)、(3.55)a 代 入 (3.50) 式 ， 就 得 到 ， 


， az 
0 =s=[ a (erna 5 B84] dix, (8.57) 


因此 ， 我 们 得 到 微分 形式 的 守重 定律 ， 
Orfu= 0, (3.58)a 
9” 


其 中 ， fu= ginih iT 54 (8.58)b 


luha) 
是 一 个 守重 四 矢 。 它 的 物理 内 容 将 因 不 同 的 对 称 变换 而 异 。 ñ 
第 二 种 方法 ， 把 GSD RERA Di K fat HER 
， 092 
o=5=-|。 (CT (8.59) 


再 把 这 个 面积 分 分 解 为 沿 三 对 类 空 平面 和 一 对 类 时 平面 的 积分 : 
[| ao, = Èe, fidos +Í. fado, 


fer 


=> |, fidh; drf 工 /dax。 


i=, ni 
因为 空间 区 域 广 的 每 对 界面 中 的 两 个 平面 具有 相反 的 法 线 方向 ， 而 且 场 在 广 的 边界 面 上 
满足 周期 边界 条 件 ， af, fdh;= 0. 这 样 ， 上 式 右 边 只 有 第 二 项 积分 不 为 零 ， HEA 


t= 太平 面 和 t= 二 t, 平 面 法 线 方向 相反 ， 就 有 : 


£ Gi 1 S 1 PA 
[i pas- |, Edzo, (8.60) 
令 
GCC)=| (if ds (3.6D0 
其 中 ， fig ttiD apa G8.61)b 
FET 


则 由 (3.60) 式 得 到 积分 形式 的 守 便 定律 : 
GU) =G). (3.62) 


RHAI, FER fukn 3.61) aR A FERGE). TERG (1) 
的 物理 内 容 将 因 不 同 的 对 称 变换 而 异 。 


(三 ) 时 、 空 平移 对 称 性 与 能 量 动量 守恒 定律 
考虑 无 穷 小 的 时 、 空 平移 变换 


xp = Xy+ pe (3.63) 
HR =a, Br; 

$,GU)=0$ (X) A=1,2,%"N (8.64) 
即 场 函数 是 平移 不 变量 。 由 此 ， 略 去 二 阶 以 上 小 量 即 得 

dpal) = - udaha (x). (3.65) 
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把 (3.65) 和 5xn 一 ep 代入 (3.58) 得 : 


sa [zs - 22 aga) = o, 


A aupa) 
或 evanThv 一 0. 
因此 ， 就 有 以 下 的 微分 守恒 定律 
xT = 0 (3.66)a 
其 中 ， 
Tiw=Z dw- YER (8.66)b 


是 一 个 二 阶 张 量 ， 为 了 弄 清 它 的 物理 内 容 , 我 们 来 考察 它 的 时 间 分 量 Tw 沿 空间 区 域 广 的 
积分 ， 


p= | E- iT uada, (8.67) 
因为 Th 满足 (3,66)o， 所 以 己 , 便 是 一 个 四 维 矢量 的 第 * 分 量 [ 太 13。 另 方面 ， 时 间 分 量 


P= | O rao = J. nahi- Pdsx 


=Í; ig (x) dx =iP, (3.68) 
给 出 经 典 场 的 总 能 量 

P,= | ax=H, (3.69)a 
所 以 四 矢 已 \ 便 是 场 的 能 量 、 动 量 矢量 。 它 的 空间 分 量 

P= - |2 grana =f, dxp (3.69)b 


便 是 经 典 场 的 总 动量 。 我 们 看 到 ， 张 量 Thv 通过 如 下 关系 式 分 别 与 场 的 能 量 密度 和 动量 
密度 相互 联系 : 


-Ta=2 $s- = G), (3.70)a 
-iTu= -sb4=ps, j=1,2,3 (3.70)b 
因此 ，Thy 称 为 场 的 能 量 、 动 量 〈 密 度 ) 张 量 。 


此 外 ， 把 8t= -ie fm (3.65) RA 3.6D 又 可 得 到 守 便 量 
G) =su P, (t), (3.71)a 


[ 注 1] 见 张 宗 煤 著 ，《 电 动力 学 及 狭义 相对 论 》，pp.232 一 233， 科 学 出 版 社 ，1965 年 。 
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其 中 ， PD =|, dx Bang - 202. (8.75 


这 里 的 Ph 正 是 《3.67) 式 定义 的 能 量 、 动 量 矢量 。 因 为 C(b 是 一 个 守恒 量 ， 故 已 (也 
EFTER 
Palt,) =P). (8.72) 


(3.66)a 和 (3.72) 分 别 是 场 的 能 量 、 动 量 守 恒定 律 的 微分 形式 和 积分 形式 。 

在 这 一 少 节 ， 我 们 把 Noether 定 理应 用 于 场 的 时 、 空 平移 对 称 性 , 得 到 了 场 的 能 量 、 
动量 守 便 定 律 。 场 的 运动 规律 不 因 时 、 空 坐标 原点 的 平移 而 变化 ， 这 反映 了 时 间 、 空 间 
的 均匀 性 。 因 此 ， 可 以 把 时 、 空 均匀 性 解释 为 能 量 、 动 量 守 恒定 律 的 更 深 一 层 的 物理 原 
W. 


(BQ) 正 Lorentz 不 变性 与 角 动 量 守恒 定律 


正 Lorentz 变 换 是 指 行列 式 为 “+ 1 ”的 Lorentz 变 换 。 如 第 一 章 所 述 ， 它 相当 于 四 维 
时 空 的 转动 变换 ， 


Xu = auy Xy 
为 简单 起 见 ， 仍 只 考虑 无 穷 小 变换 

xi = xu OhvXye (3.73) 
在 变换 (3.73) 之 下 ， 场 函数 经 受 如 下 变换 ， 

ORICE, EE ost bs. e.w 
式 中 ， 儿 nw 称 为 自 施 张 量 。 在 旋 量 场 情形 下 ，. 由 《1.121》 式 定义 ， 而 (3.74) 式 便 
ETR: 

Wx) =p (O) +L opa (Spo) b) 
这 是 在 第 一 章 里 已 得 到 的 结果 ， 其 中 的 Seo 由 1.50〉 式 确定 。 在 电磁 场 的 情形 下 ,> us 


的 空间 分 量 .sw 分 别 是 《1.276) 式 的 自 旋 矩 阵 ， 而 〈3.74) 式 便 是 四 矢 如 的 Lorentz 变 
RR: 

Ah (x) = Ay(x) + Op A (Xx). 
而 在 标量 场 的 情形 下 ，(3.74)》 便 是 熟知 的 《1.13) 式 。 因 而 对 标量 场 而 言 ,iv= 0, 
亦 即 标量 粒子 自 旋 为 零 。 

现在 ， 我 们 要 从 正 Lorentz 不 变性 出 发 ， 导 出 场 的 角 动量 守 倡 定律。 利用 〈3.73) 

和 (3.74) ， 并 赂 去 二 阶 以 上 小 量 可 得 

$$ (x) =q4(x) - $a(x) 

= sz A + T Dopa C.) aG) (8.75) 


100. 


把 此 式 代入 (3.58)b 得 到 


让 = Zonă,- Opo: oF Boba 


E Ma Yr eh 


将 右边 第 一 项 作 如 下 变化 : 
ox y= Z Ouo Xg = buoOpoXo, 


并 利用 能 量 、 动 量 张 最 的 定义 (3.66)5b 可 得 


fh= Opoo up + 一: om 六 30 ET CF p0) ats (3.76) 
又 因 
paxoT p= ap (xpT ho - xoThp) (3.77) 
故 
= 二 ooo [ms - xoro- i DE y Ce aa], (3.78) 


将 (3.78) 代入 (3.58)a， 并 注意 %op 是 一 些 无 穷 小 参数 ， 就 得 到 如 下 的 微分 守恒 定律 


Ophtpas n= 0, (3.79)a 
其 中 


Hoosu=XpT ho - XoT ho— isa Dong 5 po) p$ (8.79) 
是 一 个 三 秩 部 分 反对 称 张 量 ， 它 对 指标 Po 是 反对 称 的 ; 

Loos n= — Hopr ne 
为 了 弄 清 Hpo, 4 的 物理 内 容 ， 先 来 考察 如 下 的 积分 : 

Mo =| C inp Odo, (8.80) 
Xpo% 4 Bf, RA 

Ma= | C ilt jx Jd x 


=f, [O Ta) -iT ~ iB sh] dss, 8.8D 
7 AB 


按照 (3.70)b, Bxl- iTar) - xx(- Ta) 解释 为 场 的 轨道 角 动量 密度 矢量 之 第 1 分 
量 : 
xil- IT a) - xrl iT ai) = Xp — XAP Ls 
Gk 到 123 的 偶 排 列 .) 
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D-H JE BR3ER, CHEWIES EJES SEE SCOSB NAR. Bi 
此 ， 又 可 把 (3.81) 右边 积分 号 下 的 第 三 项 解释 为 场 的 自 旋 角 动量 密度 矢量 的 第 /分 
E ADe | oC amam Gay s= ua Ga 
rl 

就 是 场 的 总 角 动 量 密度 矢量 的 第 / 分 量 ， 而 

Ma= | padx=M (jy 取 123 的 个 排列 ) (3.83) 
就 是 场 的 总 角 动 量 矢量 的 第 1 分 量 。 由 此 可 见 ， 张 量 hpoy 的 分 量 通过 下 式 与 场 的 总 角 
动量 密度 矢量 相互 联系 ; 

hit 一 it。 (jk! 取 123 的 偶 排列 ) (3.84) 


因而 我 们 称 hpoyw 为 场 的 总 角 动量 密度 张 量 。 而 (3.79) a 式 便 是 微分 形式 的 角 动 量 守 但 定 
律 ， 但 应 注意 , 仅 当 p 关 ao 半 4， 且 指标 上 = 4 时 , (3.79)a 才 真正 具有 角 动 量 守 便 的 含义 。 
此 外 ， 把 (3.75) RA G.6D ， 并 注意 : 


zig (x) dm- rauba =- Ta, 


Opvxyl- iT) = onult- iTw) -x iTa)2, 


就 得 到 守 便 量 G(f)， 
GO = owMintt) (3.85)a 
其 中 ， Mov = | GC T.O -~ Ta) 


~ ipu u) ap$a)dtx (3.85)b 


EÆ (3.80) 式 所 定义 的 反对 称 张 量 Moo。 前 已 述 及 ， 它 的 空间 分 重 Msx 给 出 场 的 总 角 
动量 分 量 。 因 此 ， 我 们 称 以 ,为 场 的 总 角 动 量 张 量 ， 并 有 积分 形式 的 角 动量 守恒 定律 ， 
Mi G) = Mi G). (3.86) 

但 应 注意 ， 仅 当 k 夺 Y 三 4 时 ，Muv 才 给 出 场 的 角 动 量 分 量 。 而 (3.86) 也 才 真 正 是 积分 
形式 的 角 动量 守 便 定律 。 在 〈3.86) 式 里 ， 同时 给 出 M;e 和 ?也 是 守 便 量 。 但 这 些 分 
量 没有 物理 意义 ， 而 且 它们 明显 地 依赖 于 时 间 ， 所 以 它们 的 守 便 定律 没有 意义 。 

综 上 所 述 ， 我 们 从 理论 的 正 Lorentz 不 变性 出 发 导出 了 场 的 角 动 量 守恒 定律 。 而 正 
Lorentz 变换 即 是 四 维 时 、 空 的 转动 。 场 的 运动 规律 在 这 种 转动 变换 下 具有 不 变性 ， 这 
就 表明 时 ， 空 在 不 同方 向 上 具有 相同 的 属性 ， 夭 为 时 、 空 的 各 向 同性 。 因此 ， 可 以 把 
时 、 空 的 各 向 同性 解释 为 角 动量 守 便 定律 的 更 深 一 晨 的 物理 原因 。 


(五 ) 整体 规范 不 变性 与 荷 、 流 守恒 定律 
规范 不 变性 或 规范 对 称 性 是 一 种 内 部 对 称 性 。 在 这 种 对 称 变换 之 下， 如 果 场 的 
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Lagrange 函 数 密度 保持 不 变 ， 则 按 Noether 定 理 ， 这 将 导致 某 一 物理 量 的 守住 定律。 在 
场 论 里 ， 最 简单 的 规范 变换 是 如 下 的 相位 变换 :5 汪 12 
pal) 一 er 和 4(x)， 

(x) sepia). (8.87) 
显然 ， 变 换 (3.87) 不 是 由 于 时 、 空 坐标 的 变换 引起 的 ， 而 纯粹 是 场 函数 的 主动 变换 。 
另 方面 ，c 数 相 角 a (实数 ) 是 一 个 与 时 、 空 坐标 无 关 的 常数 ， 因 而 (3.87) 是 所 有 时 
空 点 的 场 函数 值 所 经 受 的 步调 一 致 的 变换 ， 称 为 整体 规范 变换 。 场 的 运动 规律 在 整体 规 
范 变换 下 的 不 变性 称 为 整体 规范 不 变性 或 整体 规范 对 称 性 。 

微分 守恒 定律 ”考虑 无 穷 小 的 规范 变换 (ao 0 ) 
$G) = 中 人 (x) 二 ia 和 as(x)， 


中 (x) =$2(x) - ia 这 (x)。 (3.88) 
由 此 式 显 然 有 ， 

5b4(x) 一 iab4(x) (8.89)a 

èpic) = - apt (x), ~ (3.89)b 
和 

3(3n4(x)) =iaðuba (x), (3.90)a 

ò (0,92(2)) = - iadi (x) a (3.90)6 


对 于 自由 运动 的 场 ， 在 整体 规范 变换 下 恒 有 38.2 = 0 因此 ， 


-37 -Ņ( Z 
. 0= b7 =X( ae 


dpat od (auba) 


HUU 


$ 


ag 
r 5 十 zep? OAD )) 


利用 Euler-Lagrange 方 程式 以 及 (3.89), (3.90) 式 可 将 上 式 简化 为 ; 


aZ IL ya 
0=82= TE EE X51861 i), (8.91) 
令 
I=- D-2 pa- 97 1) . (3.92) 


Touba) api) 
就 可 由 (3.91) 得 到 如 下 的 微分 守恒 定律 

Ə,(-aJ,)= 0. (8.93) 
其 中 ，7 是 一 个 守恒 矢量 流 。 


CEI 变换 (3.87) 的 全 体 构成 一 维 么 正 群 记 为 U( 1). 在 扬 论 里 ，UL 1 ) 群 是 最 简单 的 规范 群 。 
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积分 守恒 定律 ， 现 在 要 找 出 与 (S.93) 式 相 关 的 守恒 量 。 为 此 ， 把 - aJ 的 时 间 分 
RYE BJ POR k bt, 
-aQ= -a f, Coda 


az af, [- AF gD ] dx (3.94) 


-aQ() 便 是 所 要 找 的 守 伍 量 。 为 了 看 出 这 一 点 ， 把 (3.93) 式 重 写 为 

-Capy+ oe (=a = 0, 
其 中 ，p = - 订 ,， 再 将 上 式 对 三 维 空间 区 域 广 做 积分 ， 并 注意 到 场 在 天 的 界面 上 满足 周 
期 边界 条 件 ， 就 得 到 积分 形式 的 守恒 定律 : 

(d i 9 

prU ees 0. (3.95) 

由 于 a 是 一 个 常数 参数 ， 所 以 可 将 (3.93) 和 (3.95) 分 别 简化 为 : 

Oulu= 0, (3.96)a 

a ñ 2 

woos 0. (3.96)b 


路 和 Q(t) 都 是 物理 量 。 前 者 称 为 场 的 广义 流 密度 矢量 ， 后 者 称 为 场 的 广义 守恒 荷 。 由 
(3.94) AA: 


qo= ha 

=- af, (naba nipid’ x, (3.97) 
守 便 荷 @ 可 以 代 下 某 种 粒子 、 反 粒子 的 数目 以 及 奇异 数 等 等 。 特 别 地 ， 如 果 以 粒子 电荷 
eR (3.92) 式 ， 就 得 到 场 的 四 维 电流 、 电 荷 密度 矢量 eJh。 而 这 时 ，eQ 便 是 场 的 总 电 


荷 ， 相 应 地 ， 我 们 有 以 下 的 电荷 守 便 定律 : 
a,(eJu)= 0， (3.98)a 


eD 0. (3.98)5 


应 当 注 意 的 是 ， 整 体 规范 不 变性 只 对 复 场 才 有 意义 ， 对 于 实 场 ， 由 = 中 4,，U (1 ) 群 
的 变换 只 是 使 Lagrange 函 数 密度 乘 以 某 个 常数 相 因 子 ， 因 而 不 可 能 得 到 任何 物理 结果 。 


GS) 场 的 主动 变换 的 生成 元 


生成 元 
在 (三) 一 一 (五 ) 三 个 小 节 里 ， 分 别 讨论 了 时 、 空 平移 对 称 性 ， 时 、 空 转动 对 称 性 
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以 及 整体 规范 对 称 性 。 与 这 些 对 称 性 相应 的 守恒 量 分 别 是 : 


G(t) =epPp(t), (3.99)a 
GH= -ow Md), (3.99)b 
-aQ(D. (3.99)c 


所 有 这 些 守恒 量 分 别称 为 在 相应 对 称 变换 下 ， 场 的 主动 变换 的 生成 元 。 这 是 因为 在 每 种 
情况 下 ， 场 的 主动 变 分 

B94=q4(*) - bax) 
是 由 4(x) 与 相应 守恒 量 的 等 时 Poisson 括号 “生成 ? 的 。 即 对 于 时 、 空 对 称 变换 的 情 
形 ， 

$. =[$ (x,D), GCE) Jess (3.100)a 

x =[z (x,1), GCE) Jooo (3*100)b 


Hh, GO) =epPh- FowMuvs 对 于 整体 规范 变换 的 情形 ， 


4. =[$.(x,1), - aQ(t) Jps, (3.101)a 
dra=[74(%, 1), -aQ CE) Jope (3.101)b 

在 这 里 ， 生 成 元 的 定义 与 它 的 群 论 定义 是 不 同 的 。 因 为 按照 群 论 ， 在 时 、 空 对 称 变 换 
(时空 转动 加 平移 ) 之 下 ， 场 的 主动 变换 的 生成 元 是 名 和 L (xx ut Pwa 


Aa S ya a S 
[8260 ] =e Tekut ion + Ch sit Za) Aaa), (8.102) 


但 是 ， 当 把 场 进行 二 次 量子 化 之 后 ， 以 上 的 差异 就 基本 上 消失 了 〔 见 第 五 章 及 其 以 后 各 
章 ) 。 

《3.100) 和 “3.101) 右边 的 [ ”Jes 是 泛 函 Poisson 括号。 因而 为 了 证 明 这 些 等 式 ， 
坑 要 用 到 泛 函 导数 的 有 关 知 识 。 

泛 函 导数 

假定 g(x) 是 某 个 函数 集合 DD 中 的 元 素 , W 


F[g(CO]= Fa(g) =|dyK (x,»)9(y) (8.103) 
就 是 g(x) 的 线性 泛 函 。 泛 函 F。(g) 是 一 个 因 变数 ， 它 的 值 依赖 于 变 元 g(x)。 它 的 定义 
域 便 是 函数 集合 刀 。 线 性 泛 函 F。(9) 满 足以 下 诸 条 件 : 
aF.,(g) =F.(ag), (3.104)a 
F.(agi+ Bg) =aF,(g) +BF,(g), (8.104)b 
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(F£ +F) (g) =F (g) + F£” Q). G3.104)c 
(a,B 是 任意 的 数 ) 
除了 一 个 变 元 的 泛 函 以 外 ， 还 可 以 有 多 个 变 元 的 泛 函 。 例 如 量子 力学 的 平均 值 
y= fr PT dx 
便 是 一 个 二 元 泛 函 ， 它 的 定义 域 是 Hilbert 空 间 。 当 泛 函 的 定义 域 便 是 参数 (参数 即 是 x) 
空间 时 ， 泛 函 就 退化 为 一 个 通常 的 函数 。 因 此 ， 泛 函 概念 是 函数 概念 的 拓 广 。 
现在 ， 我 们 就 从 普通 函数 的 导数 概念 拓 广 到 泛 函 导数 的 概念 。 函 数 /(x) 对 x 的 导数 
由 下 式 定义 ， 
df (x) _ jm {+A GO 
dx Ax—0 Ax 
类 似 地 ，F。(g) 对 变 元 g(x) 的 泛 函 导数 由 下 式 定义 : 


BEO) _ jm F+ EO- FO) 
dg(y) Eoo E (y) (5:100) 
人 是 泛 函 P(g) 对 其 变 元 西数 g 在 y 点 之 值 的 导数 ， € (») 是 变 元 函数 在 y 点 之 值 的 
改变 最 ， 它 满足 以 下 条 件 : 
38z= yB, f€ (z)> 0, € (z) 0 
当 2 寺 y 时 ，€ (z)= 0, 
因此 ， 在 积分 号 下 应 将 E (y) 表 示 为 E (z)8(y - z)。 这 样 就 有 
SFo(g) lim _ 1 fa z -2)- 
e am eo | =zK(x,z)(g(z) + € (2)5 (y - 2) = g(2)) 
=K(x,y). (3.106) 


在 此 式 的 推算 里 我 们 曾 使 用 了 线性 性 质 〈3.104)b。 
特别 地 ， 当 Fe(g) =g 时 ， 我 们 有 


o= Jdy8(x- yig) (3.107)a 
和 

DIa) -8 S 

E =se- y). (3.107)6 


把 公式 《3.107) 应 用 于 中 4(x, 及 其 共 因 场 x4(x,1) ,得 到 : 


89,060 dna) 8 gx 
bsy, D Sna, À 4B x-y), (3.108)a 
Shai) _ Brat) _ 0, (0.108)6 


basy, N d$) 


106 


Hp, dD9(x- y) = (x1 y1) Ò (xs y2) d(xs- ys). 

等 式 8.100 和 (3.101) 的 证 明 

泛 函 Poisson 括 号 与 普通 的 Poisson 括 号 不 同 之 处 在 于 : 前 者 要 以 泛 函 导数 代 R 后 者 
的 普通 导数 并 对 参数 x 进 行 积分 。 如 果 下 和 C 都 是 4 rs 的 二 元 泛 函 ， 则 由 它们 构成 的 泛 
函 Poisson 括 号 为 


N °F òG òG èF 
PF,G]m= $ E a a Sx, (8. 
ede Èl nan Baa,t) dpat) $x (x, t) 和 


现在 ， 我 们 就 时 、 空 转动 的 情形 来 证 明 (3.100)a 式 : 


_Af fabacoD _5G(D 
Cea), G0 I=B], {Be St 


GH pH) la, = DCH 
ED ED J 2732065 6.10 
注意 到 (3.66)5 式 和 (3.85) 式 可 得 
= A 2 PELS A 
eoe bx. (x, t) ri h gy [>< Ü. Ba) 


yi bTua iS dns(y,t) 
MO OD ( aobo, D) 


=- Fom [sut Bvba (1) = xyC = Baba (4,1) 


-31 Z) acbo(x, t)] 
二 -8xpOn 中 (Xx,1) + Eom i) ot, D 


=804(x,t). 
”这 就 是 (3.100)a 式 ， 在 推算 中 ， 我 们 曾 使 用 了 (3.75), (3.108) 和 (3.73) sÇ, 
为 了 证 明 (3.100)0 式 ， 可 分 别 对 不 同 的 场 来 进行 推 证 。 例 如 对 于 实 标量 场 和 电磁 
场 。 考 虑 到 C(t) = 0， 中 一 xs， 便 可 对 (3.100)a 求 时 间 导数 而 得 到 〈3.100)5， 而 对 
旋 量 场 ， 注 意 到 C* 一 C， 便 可 对 〈3.100)o 取 厄 米 共 元 而 得 到 〈3.100)0。 
其 次 ， 再 来 证 明 (3.101)a 式 .注意 到 (3.94) R, Wih 
(9.060) CaO) 
Y 5ba(y,1 raly,t) 


8(-aQ) òa, t) Jd’y = ò(- aQ) 


~ B89aCy,t) Sry, t) T Bx, ft) 


=ia$ (61) =8820%, D. 


[hsb D, -aQ =: | 
B 


在 上 式 的 证 明 里 曾 用 了 (3.890. H (3.101) 85493] (3.101)5。 对 于 时 、 空 平移 
变换 的 情形 ， 读 者 可 自行 证 明 。 

Noether 定 理 的 另 一 表述 

公式 (3.100) 和 (3.101) 使 我 们 能 够 把 Noether 定理 重新 表述 如 下 在 每 种 连续 
对 称 变换 下 ， 场 的 主动 变换 的 生成 元 是 一 个 运动 伍 量 。 而 且 该 运动 恒 量 分 别 与 某 一 守恒 
HARAK WGO) = epPy 与 场 的 能 量 、 动 景 相 联系 ，- aQ(f) 与 场 的 某 种 守 便 荷 相 
互联 系 ， 等 等 。 

应 当 注 意 的 是 ， 我 们 这 里 指 的 是 场 的 主动 变换 。 在 被 动 变换 的 情形 下 ， 读 者 可 自行 
讨论 并 得 出 相应 的 结论 。 

到 此 为 止 ， 我 们 可 以 结束 $ 4 的 讨论 了 。 在 这 一 节 里 讨论 的 时 、 空 平移 对 称 性 和 
时 、 空 转动 对 称 性 都 是 普遍 成 立 的 对 称 性 。 因 此 ， 能 量 、 动 量 守重 定律 是 自然 界 的 普遍 
定律 [站 1。 至 于 整体 规范 对 称 性 , 如 前 所 述 , 它 可 导致 Fermi 子 的 粒子 数 守 全 定律 和 电荷 
守 便 定律 ， 这 些 守 便 定 律 也 是 普遍 成 立 的 。 还 有 一 些 守重 定律 ， 如 同位 旋 守 全 、 奇 异 数 
守 便 等 等 ， 就 不 具有 普遍 性 。 守 便 定 律 是 自然 界 本 身 的 法 则 。 各 种 各 样 的 对 称 狂 也 是 自 
然 界 固有 的 属性 。 我 们 这 里 只 是 从 理论 上 来 反映 这 些 法 则 和 属性 。 人 们 不 能 随心 所 欲 地 
去 设想 一 些 奇 奇怪 怪 的 “对 称 性 ”， 虚 构 一 些 在 自然 界 里 并 不 存在 的 “ 守 但 定律 ”。 


习 Mi 


(1) 直接 以 (x) 和 和 "(x) 作 为 独立 的 场 变星 ， 推 出 妇 标 量 场 的 Lagrange 函 数 密度 (3.33) 。 
(2) 利用 旋 量 场 的 Lagrenge 函 数 密 度 为 零 的 事实 ， 使 用 尽 可 能 简单 的 方法 导出 (3.40) Re 
(3) 试 从 以 下 两 点 要 求 册 发， 用 不 同 于 本 剖 的 方法 构造 实 标量 场 和 电磁 场 的 Lagrange ñ WW 
W. 
(a) 由 (x) 必 须 是 一 个 Lorentz 标 量 函 数 ， 
(b) Euler-Lagrange 方 程式 应 能 导致 场 方程 式 。 
《其 中 ， 电 做 场 的 方程 是 (1.250) ) . 
(4) 在 (3.38) 式 里 包含 对 中 (z) 的 导数 ， 但 不 含有 对 $(x) 的 导数 ， 试 用 类 似 推导 (3.38) 式 的 
方法 重新 寻找 旋 量 场 的 Lagrange 削 数 密度 ， 使 之 对 下 (x) 和 下 (z) 是 完全 对 称 的 。 
(5) 就 时 空 平移 对 称 性 的 情形 证 明 G* (t) =G). 
(6) 根据 场 的 Lagrange 函 数 密度 在 无 穷 小 时 空 平移 变换 下 不 变 之 事实 ， 即 
2’'(x’)=Z(x) 
导出 微分 形式 的 能 量 、 动 用 守重 定律 。 
Tu= 0. 


“(7 ) 时 空 平移 对 称 性 反映 了 时 空 的 均匀 性 。 为 什么 时 空 是 均匀 的 。 场 系统 的 能 量 、 动 量 就 是 守 


[5 注 1] 严格 地 说 : 我 们 至 今 未 发 现 这 些 守重 定律 被 破坏 的 实例 .物质 世界 具有 质 的 无 限 性 ,物质 形态 、 能 量 形 
式 是 殉 限 多 样 的 ,也 许 终 有 一 日 ， 人 们 会 发 现 目前 这 种 意义 下 的 能 量 、 动 量 守 恒定 律 仍然 是 有 条 件 地 成 立 的 。 
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PRT Ya 


kit 


EE? 你 对 此 如 何 理解 ? 
(8) 就 时 空 平移 变换 的 情形 证 明 等 式 (3.100) - 
(9 》 利 用 上 题 的 结果 推出 以 下 等 式 ， 


abate) Nha, Pula 
《10) 另外 找 一 种 你 认为 更 简洁 的 方法 推导 (3.55)a 式 。 
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第 四 章 “自由 场 的 正则 量子 化 方法 


上 一 章 曾 讨论 了 经 典 场 的 运动 。 在 这 一 章 里 ， 我 们 从 第 二 点 基本 假设 出 发 来 讨论 场 
的 正则 量子 化 。 虽 然 ， 在 第 二 章 一 开始 就 讨论 过 电磁 场 和 站 场 的 量子 化 。 而 且 所 使 用 的 
方法 就 是 正则 量子 化 方法 ， 但 在 那里 ， 我 们 着 重 于 讨论 量子 场 论 的 物理 思想 ， 而 未 考虑 
数学 形式 的 标准 化 。 在 这 一 章 里 ， 我 们 就 来 介绍 场 的 正则 量子 化 的 标准 方法 。 

所 谓 正 则 量子 化 ， 就 是 把 经 典 物理 学 体系 的 正则 坐标 和 正则 共 孝 动量 代 之 以 相应 的 
算 符 ， 并 建立 起 这 些 算 符 之 间 的 一 定 的 对 易 或 反对 易 关 系 〈 即 量子 化 条 件 ) 。 这 样 ， 就 
把 经 典 量 过 渡 到 相应 的 算 符 。 与 此 同时 ， 经 典 体系 的 正则 方程 式 就 过 渡 到 量子 体系 的 正 
则 方程 式 。 量 子 化 条 件 与 量子 正则 运动 方程 式 便 是 量子 理论 的 基本 方程 式 和 关系 式 。 基 
子 体系 的 态 函数 便 是 Hilbert 空 间 的 矢量 。 这 个 抽象 的 矢量 空间 也 就 是 量子 理论 的 算 符 的 
定义 空间 。 


81 粒子 的 正则 量子 化 


如 第 二 章 所 述 ， 场 的 量子 化 ( 即 二 次 量子 化 ) ， 是 粒子 的 量子 化 《 即 一 次 量子 化 ) 

向 波动 领域 的 推广 ， 因 此 ， 为 了 讨论 场 的 正则 量子 化 ， 首 先 来 回忆 一 下 粒子 的 正则 量子 

化 。 

对 于 "个 自由 度 的 自由 粒子 体系 ， 将 其 正则 坐标 9a 和 正则 共 轩 动 量 pa 作 如 下 的 算 
符 对 应 。 


a a ə 


Qaqas Pa——Pa=-i-1, a=1, 2wen  (4.1)a 
aqa 


同时 将 体系 的 能 量 已 作 以 下 算 符 对 应 : 


E—i 2 ç (4.1)b 


BERRHERRHY Got), 并 假定 96，Pa 满 足 如 下 对 易 关 系 《 即 量子 化 条 件 ): 


Lo Po] = idat (4.2)a 
<$ INE 六 
[ga, 9p]=[pbo，pp]= 0。 (4.2)b 


把 算 符 对 应 关系 (4.1) 应 用 于 经 典 关 系 
H(ga, Pa) = E, 
nò 


再 将 所 得 算 符 等 式 作用 于 由 (qu, ?就 得 到 量子 体系 的 Schradinger 方 程式 f 
Ê Gas Ba) Yla, t)= EETA (4.3) 
从 4.2) 式 看 到 ， 量 子 对 易 括 号 [ J 均 为 c 数 . 把 (4.2) 与 (3.8) ER W 
得 到 量子 对 易 括号 与 经 典 Poisson 括 号 之 间 的 如 下 对 应 关系 ; 
CÀ, HF1<=it 4, BIr G.D) 


方程 4.3》 是 在 Schridinger 图 景 〈s* 图 景 ) 里 建立 起 来 的 [ 注 17， 在 该 图 景 里 ， 算 
符 与 时 间 无 关 ， 量子 体系 在 时 间 中 的 运动 由 波 函 数 站 随时 间 的 变化 来 描写 。 但 是 从 第 二 
章 看 到 ， 自 由 重子 场 论 是 在 Heisenberg 图 景 # 图 景 ) 里 建立 起 来 的 。 在 图景 里 ， 态 
函数 与 时 间 无 关 ， 量子 体系 在 时 间 中 的 运动 通过 算 符 随时 间 的 变化 来 描写 。 为 了 便于 类 
比 ， 我 们 把 方程 (4.2)、(4.3) 和 “(4.4) 转 到 有 图景. 为 此 ， 用 上 标 “s” 和 “h” 4 
别 表示 s 、 两 种 图 其 里 的 量 。 根 据 量子 为 学 ， 两 种 图 景 之 间 由 下 述 变 换 相 互联 系 : 


prey ` (4.5)a 
QS = Q Q G (4.5)5 
把 (4.5) 5b 对 + 求 导 ， 就 得 到 万 图 景 里 的 量子 运动 方程 式 


dD Lra, A . (4.6) 
dt i 


特别 地 ， 对 于 算 符 98&(f) MORNARA (3.0 式 的 量子 力学 类 介 ， 


dew. H 1 Qo, ñD, Una 
aha) i 
M A 
人- - 2H ha, 01. Unb 
t amao i 


候 定 他 、 售 是。 图 基 里 的 两 个 任意 的 力学 量 算 符 ，Gh、 人 是 1 图 最 里 的 相应 算 符 ， 则 
利用 〈4,.5)5 不 难 证 明 : 


r@, Rhi = (Q*, R. (4.8) 
因此 ， 与 〈4.2) 对 应 地 有 


EGU), PPDI= idas (4.9)a 


CET) 我 们 应 当 把 “Picture” (HR, 8 一 词 与 “Representation” (ER, KI) 一 词 区 别 开 来 。 
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a ray GP 1)I= CPR, PADI 0。 (4.9)6 
与 (4.4) 对 应 地 有 
LAME), BANJA i LA, BJps (4.19) 


8$2 经 典 场 的 近似 处 理 


在 第 三 章 § 2 里 已 用 严格 的 数学 方法 导出 经 典 场 的 运动 方程 式 。 那么 ， 还 有 什么 必 
要 进行 这 一 节 的 讨论 呢 ? 为 了 看 出 这 一 点 ， 只 需 把 (3.21) 与 (3.3) 比较 ， (3.25) 
与 (3.6) 比较 ， 就 可 看 到 ， 两 两 相差 很 大 。 产 生 这 种 差别 的 原因 是 ， 场 作为 不 可 数 无 
限 自由 度 的 体系 与 一 个 通常 的 多 自由 度 体系 是 根本 不 同 的 。 但 是 这 种 差别 正好 说 明 ， 我 
们 不 能 把 一 次 量子 化 方法 简单 地 搬 过 来 用 于 经 典 场 的 量子 化 。 而 必须 将 一 次 量子 化 推广 
为 二 次 量子 化 。 如 第 二 章 所 述 ， 这 种 推广 包含 着 物理 思想 和 概念 的 变革 。 为 了 适应 上 述 
推广 之 需要 ， 我 们 首先 把 连续 的 、 不 可 数 无 限 自由 度 的 场 近似 为 间断 的 、 可 数 有 限 自由 
度 的 体系 。 然 后 类 比 于 本 章 8 1 的 方法 对 这 个 体系 进行 量子 化 。 最 后 再 在 连续 极限 下 获 
得 场 的 正则 量子 化 的 严格 方案 . 在 这 一 节 里 ， 首 先 把 场 近似 为 一 个 多 自由 度 的 体系 。 

从 数学 上 看 ， 场 赖 以 存在 的 空间 区 域 广 是 一 个 连续 的 无 限 点 集 。 现 在， 把 划分 成 
可 数 的 有 限 个 小 区 域 ， 其 中 第 / 个 小 区 域 的 体积 为 V= .1 ,2,……f)。 在 任意 时 
刻 ， 所 有 小 区 域内 的 运动 状态 便 确定 了 场 在 该 时 刻 的 状态 。 在 第 ! 个 小 区 域内 场 函数 
$ (x, 1!) 的 空间 平均 值 为 


HD = fi, e, Das, (4.1Da 
相应 地 ， 中 4(x, f) 的 平均 值 为 
BD = ifn, Mena. (4.1D6 
i 


只 要 小 区 域 的 数目 足够 大 ， 而 且 每 个 小 区 域 的 体积 充分 地 小 ， 就 可 以 足够 精确 地 用 所 
有 由 (1) 及 其 时 间 导 数 四 4(1) 来 确定 场 的 运动 状态 ( 往 17。 因此 , TRALO ORA 
的 广义 坐标 和 广义 动量 .至 此 ,经典 场 就 被 近似 为 可 数 有 限 自 由 度 的 体系 。 场 的 Lagrange 
函数 工 是 其 广义 坐标 bi(f) 和 广义 动量 由 (1 的 函数 [ 注 22: 


T= L930), DAO] 1= 1，2 ee 户 (4.12) 


[ 注 1] 为 了 叙述 的 方便 ， 在 进行 近似 处 理 以 后 ， 仍 使 用 “ 场 ”这 一 术 证 .但 应 注意 ， 间 断 的 ， 可 数 有 限 自由 度 
的 体系 只 是 场 的 一 种 近似 模型 。 
CE2) 为 了 区 别 于 连续 情形 下 精确 的 和 日 ， 在 间断 近似 下 把 扬 的 Lagrange 西数 和 Hamilton 8 # 分 别 记 为 


LH. 
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现在 ， 使 用 和 推导 C3.3) 式 完全 类 似 的 方法 ， 可 以 导出 场 的 Euler-Lagrange 方程 组 为 


aL _ a L = o, l (4.13) 
1 a abh J= ` 


l= 1, 2 让 A= 1.2, N 
假定 在 第 ! 个 小 区 域 的 中 点 ，Lagrange 函 数 密度 2 之 值 为 2 
= 2(01(0, 010.0: (De (4.14)a 


这 个 值 就 可 以 看 作 是 第 ! 个 小 区 域内 Lagrange 函 数 密度 之 平均 值 。(4.14)a 式 右边 出 现 
相 邻 小 区 域 的 平均 场 和 4! (1 ， 这 是 因为 连续 情形 下 的 梯度 值 Yus(x, !)， 在 间断 近似 下 
要 由 相 邻 两 个 小 区 域 的 差 值 和 4**" -中 决定。 在 引入 平均 密度 9; 之 后 ， 场 的 Lagrange K 
数 又 可 表 为 下 式 : 


w. 


L= Soren (4.14)b 


类 似 于 质点 力学 的 Legendre 变 换 (3.5)， 可 用 下 式 来 定义 场 的 Hamilton 函 数 百 ， 


ç £ N. V AA n 
RCO, p20]= 2229100410) - Leesa, 23003, (4.15) 
Rp, n= 1，2 ,ef p(t) 是 与 正则 举 标 和 (1) 共 亏 的 正则 动量 ， 它 由 下 式 定义 
pa) = êL (4.16) 
aba) 


完全 类 比 于 粒子 系 的 正则 方程 组 (3.6) ， 可 直接 写 出 场 的 正则 方程 组 如 下 ， 


-2H si 
jj) = AR Ae (4.17)a 
PA =- AGO =EL), Hle (4.17)6 
1= 1，2 4= 1, 2, N 
把 (4.14)5 代 入 《4.16)， 并 注意 到 2% 只 含有 帆 () 和 四 (站 ……， 就 得 到 
pG = x(t) HV, (4.18) 
其 中 ， nt) = 9 _ (4.19) 
ZAG] 


再 把 (4.14) 、 (4.18) RA (4.15) ， 又 得 到 
一 N $. 
H -$ (200910 -2,) (4.20) 
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我 们 看 到 ， 在 间断 自由 度 的 近似 下 所 得 到 的 运动 方程 (4.13) 和 UI 分 别 与 粒子 系 
的 运动 方程 (3.3) 和 (3.6) 在 形式 上 一 致 ， 这 就 有 可 能 类 比 于 粒子 系 的 正则 量子 化 来 
进行 场 的 正则 量子 化 ， 但 是 ， 上 面 所 得 到 的 近似 结果 在 连续 极限 下 必须 能 够 过 渡 到 第 三 
章 的 精确 结果 。 否 则 ， 这 种 近似 方法 就 不 能 使 用 。 不 难 证 明 ，、 当 小 区 域 的 数目 f 趋向 无 
限 大 ， 而 且 每 个 小 区 域 都 收缩 到 它 所 包含 的 某 个 空间 点 x 《这 时 38-> 0)》 M, $40 和 
LOSNA 站 和 由 (x, a 


lim $4(t) = $4(x, 1,) (4.2D0 
了 -oo 
Wit 


lim $4) = 4.06). (4.21)b 
{j> 
dro 


REX, LER 1 个 小 区 域 中 点 的 Lagrange 函 数 密度 。 当 3Fr> 0 时， 小 区 域 的 中 点 便 
与 它 收缩 到 的 点 x 重 合 。 因 此 、 
lim Z, = Z#(x). (4.22) 


Joo 
io 


又 由 于 j Seri f d's, 
V1”0 


故 lim (£ = Sorieo=u = fez (4.23) 
了 oo 
SV =O 


此 外 ， 由 《4.22) 、《〈4.21)5 和 (4.19) 容易 看 出 : 


lim x4(t) = z (x, t), (4.24) 
pi 
V0 
由 此 就 有 
N . 
lim fa =Z cala 4(#) - 2D} 
f> 
iwo 
N . 
=fa-| aha hs ) -200 (4.25) 
了 了 F 


现在 ， 不 难 把 间断 近似 下 的 运动 方程 (4.13 M G4.17) 分 别 过 渡 到 它们 的 连续 极 
限 (3.21) 和 (3.25) 。 由 (GIDEON (3.19) 我 们 有 
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LAG- 0 


AAH, RR (4.12) 式 又 有 


) dbar 2 as sb] es 他 .26) 


aT- SSE gs+ Fadi) 


TA api 
£N 1 
=> à — — . .` 
paaa A dph Ey hr (4.27) 
根据 (4.21)— (4.25) ， 显 然 有 下 式 成 立 ， 
lim ëL = 8L, (4.28) 
了 oo 
V0 


考虑 到 空间 不 同 点 的 场 的 变 分 相互 独立 ， 在 同一 点 各 个 4 的 变 分 也 相互 独立 ， 就 可 由 
(4.28) 式 得 到 如 下 的 过 渡 关系 式 : 


0 EA 4.289; 
gao HVT 90320 DD T NDT”? a 
Vio 

lim ARNS — = 202. (4.29)b 
fao SV, adia) abat) 

V0 


以 5 六 条 《4,13) 式 ， 并 对 所 得 结果 取 连 续 极限 ， 再 利用 关系 式 (4.29)， 就 得 到 (3.21) 
x. i 
我 们 再 来 看 从 〈4,17) 式 到 (3.25) RMR, H (3.23) RBI: 


PEO) 0, px) = Wao n), 
pa 


因此 由 (3.24) 和 (3.19) 得 到 


u= [> DEE- iE 28 E bn) d'z, 《4.30) 


另 方面 ， 由 《4.15) 式 又 有 


-好 (加 Wi+ 轩 spi) 
-$I ir 801 2 s: Sa BV, (4.31) 


115 


同样 , 8 


i òH, 
{j> 
BVi>0 
故 有 以 下 过 渡 关 系 : 
1 oH og sg 
lim -1 3H . əg -1 一 区 ， (4.32)a 
jo Vrap aba Aoa A 
d> 
lim Ñ _ g. (4.32)b 
— Op4 Ra 
Vio 


对 〈4.17)a 取 连续 极限 ， 并 利用 (4.32)b， 即 得 : 


n = E _ 
a(x, t) = dr 


此 式 便 是 《3.25)6 式 ， 再 以 示 - 乘 《4.17)b， 然 后 取 连 续 极限 又 得 


ES ES 1. T 
lim P=- lim —1 2 
jro Vi a == SV, DE 
dieo 


tio 


利用 (4.18), (4.24) 和 《4.32)a 便 由 上 式 得 到 《3.25)a 式 。 
到 此， 我们 证 明了 ， 本 节 的 近似 结果 在 连续 极限 下 能 够 过 渡 到 第 三 章 的 精确 结果 。 


§3” 场 的 正则 量子 化 


由 于 Fermi 场 和 Bose 场 在 统计 性 质 方面 有 着 重要 区 别 ， 因 而 这 两 种 场 的 量子 化 条 件 
也 不 相同 。 在 第 七 章 末了 ， 将 从 理论 上 阔 明 粒子 自 旋 值 与 统计 法 则 之 间 的 X 系 ， 


而 现 
在 ， 我 们 必须 按照 实验 事实 ， 对 每 种 场 使 用 适当 的 量子 化 条 件 ， 这 样 ， 才 能 效 得 自治 的 
量子 化 方案 。 


(一 ) Bose 场 的 正则 量子 化 


Bose 场 的 量子 ， 自 旋 为 整数 或 零 , 服从 Bose-Einstein 统 计 法 ， 称 为 Bose 子 。 对 于 Bose 
场 可 以 完全 类 比 于 对 经 典 粒 子 系 进行 量子 化 的 方法 来 进行 量子 化 。 首 先 把 场 的 正则 坐标 
HANMER 3983538 pk (t) 8 2Hilbert2z THAR, HEEEL (4.2) 式 一 样 
的 对 易 关 系 : 

CSAC), ph(t)I= ib abu, 
H6 


(4.33)a 


[$1G),$$G)1= Cpi), pi) 0. (4.33)b 
fi A,B= t, 2, 6 


l, j=1,2, 
利用 〈4.18) 式 把 (4.33) 式 改 写 为 : 


EON AO dy (4.34)a 
CPA), bat)]= Cnil), n$) 0 (4.34)b 


其 中 ， 指 标 /、j 分 别 是 第 1 个 和 第 了 个 小 区 域 的 标记 。 假定 在 连续 极限 下 ， 第 ! 个 小 区 
域 收缩 到 x; 点 ， 而 第 j 个 小 区 域 收缩 到 x; 点 ， 那 么 ， 区 域 的 标记 就 可 以 用 相应 的 收缩 点 
ARE: 


po 
EP, ai= ida gy ” (4.35) 


因为 


Br n 0 
ar im gy; O Bm 


" š 1 
lim wW ia $y °° x = xy 


: 航 限 运算 同时 作用 于 积分 区 域 ， 
lim ——dxi= 
ky, fa Fa dus 1l ensmmenrans — ) 
i 


所 以 


lim p; sb 0x). (4.36) 


M (4.21)a, (4.24) 以 及 《4.36) 可 知 ， 在 连续 极限 下 ，(4.35) 式 过 渡 为 下 式 ， 


[ha t), aall )] = idad O- xD, (4.37) ` 
RAR UPATA y: 


[4.(x,), raly,t)]= idad- y), (4.38)a 
同样 地 ，《〈4.34)b 在 连续 极限 下 过 渡 为 下 式 ， 
[$aCx, t), ba(y,t)]= [x (x, t), za (y,t))= 0。 (4.38)b 
(4.38) 式 称 为 正则 等 时 对 易 关系 ， 它 就 是 Bose 场 的 量子 化 条 件 。 
为 了 得 到 量子 场 运动 方程 式 , 首先 把 经 典 的 正则 方程 式 (4.17) 左 边 的 币 () 和 上 (D 
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都 视 为 算 符 ， 并 利用 经 典 Poisson 括 号 与 量子 对 易 括号 之 间 的 如 下 对 应 关系 ; 


EL, H Je =>, AA, (4.39)a 
i 
LPA, A J 一 > 工 [4(D, 百 (D]， (4.39)B 
就 可 类 比 于 〈4.17) 写 出 如 下 的 量子 运动 方程 式 ， 
ha = eaa, AO), (4.40)a 
ORTOR: OIN (4.40) 


其 次 ， 再 将 (4.18) RA (4.40) 式 ， 消 去 体 元 3 并 对 (4.40) 取 连 续 极限 ， 就 得 到 
量子 场 正则 运动 方程 式 ; 


$0 0) = Eie DHO (4.4Da 
z (x, D) = La G, D), HGD]。 (4.4Db 
r 


到 此 为 止 ， 场 的 正则 量子 化 已 告 完 成 。 中 s(x,t) 和 za(x,t) 不 再 是 经 典 场 的 场 函 数 ， 
而 是 量子 场 的 算 符 ， 它 们 满足 对 易 关 系 (4.38) 和 运动 方程 (4.41). (4.38) 和 (4.41) 
便 是 量子 化 Bose 场 的 基本 方程 式 和 关系 式 。 从 这 两 式 出 发 便 可 讨论 量子 化 Bose 场 的 运动 
规律 ， 揭 示 场 的 粒子 性 。 由 于 我 们 采用 〈4.38) 式 作为 量子 化 条 件 ， 因 而 将 导致 场 量子 
服从 Bose-Einstein 统 计 法 则 。 这 一 点 正 是 我 们 所 需要 的 。 在 第 五 章 里 还 要 再 次 提 到 这 一 
点 。 


(二 ) Fermi 场 的 正则 量子 化 


Fermi 场 的 量子 具有 半数 自 旋 ， 服 从 Fermi-Dirac 统 计 法 。 为 简单 起 见 ， 我 们 来 考虑 
非 相对 论 的 情形 ， 所 得 结果 可 以 推广 到 相对 论 的 情形 。 假定 由 (x, 1) 是 Fermi 场 的 场 函 
数 ， 场 的 正则 坐标 和 正则 共 孝 动 量 分 别 是 中 (x,t) 和 (x,+)。 在 非 相 对 论 情 形 下 ， 小 满足 


Schradinger 方 程 让 = - 二 由 (3.41) 式 可 知 , 场 的 Hamilton 算 符 为 H = 
fex- PAA 因而 可 以 验证 量子 场 正则 运动 方程 为 ， 注 1 


jon = 二 [tooD,H(GD]， (4.42)a 


[ 注 1] 在 验证 4.42) 式 时 ， 要 用 到 重子 化 条 件 〈4。56) 和 对 易 括号 与 反对 易 括号 之 闻 交 X K: [C，4B] = 
{4,C}B- A{B,C}. 
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ko D = Ln,t), HOI, (4.42)b 
ñ 


但 是 现在 ， 场 的 量子 化 条 件 不 再 是 正则 等 时 对 易 关系 ， 我 们 必须 从 Fermi 统计 出 发 来 建 
立场 算 符 所 满足 的 对 易 关 系 。 方 程 (4.42 的 一 组 完全 、 正 交 的 平面 波 解 是 ; 
š 


yp š 
i t W $t (x, t) TRAAN F ñ 8 WORT 
xt) = 7AA eix- iot (4.43)a 
网 T SASS upa 
CTE VF Ete kattog (4.43)b 


根据 第 二 章 的 结果 ， 我 们 把 强 、 束 分 别 解释 为 粒子 产生 、 潭 灭 算 符 ， 并 按照 Pauli 原理 
来 寻找 它们 所 满足 的 对 易 关 系 。 用 |0, o 代表 量子 场 的 这 样 一 种 状态 ， 这 时 量 TE R 
有 一 个 动量 为 k、 能 量 为 Ex = ox 的 粒子 ， 而 能 量 动量 为 其 它 值 的 粒子 数 均 为 零 ， 按 昭 
Fermi 统 计 ， 能 量 动量 取 某 定 值 的 粒子 数 或 者 为 零 ， 或 者 为 1， 其余 的 可 能 性 均 不 存在 。 
因此 ， 应 有 以 下 诸 式 成 立 ; 


al 0>= 0， (4.44)a 
atl 0,1 = 0, (4.44)b 
akl 0,1 =| 0>, (4.44)c 
m 0> =] 0,10. (4.44)d 


UER (4.44)b, FURER (4.44)c, 然后 将 所 得 结果 相 加 ， 就 得 到 如 下 的 本 征 
值 方程 ， 

Gak taka] 0, 1 =] 0, 1, e (4.45)a 
BHE, WER (4.44)a, FURER (4.44)d， 然 后 将 所 得 结果 相 加 ， 又 得 到 如 
下 的 本 征 值 方程 : 

(akak takan) 0> =| 0>。 (4.45)6 
DRR l0, OM ORAR aag taga 的 唯一 可 能 的 两 个 本 征 右 矢 ， 其 相应 本 征 值 都 
是 1 ， 因 而 必定 有 ， 

aaj tatas 1, I (4.46) 
现在 ， 把 (4.44)a 中 的 k 换 成 K(k’ 三 k)。 

al 0>= 0, 
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URERER, FUWERUADIR, M35882 EAH, AP: 
(azakt+ak'ak)] 0> = 0, (4.47)a 
再 将 《4.44)c 中 的 束 换 成 不 /， 得 到 : 
awl 0,1>=0, 
URERER, HUER (4.44)5 式 ， 然 后 将 所 得 结果 相 加 ， 又 得 到 ， 
Gwag tagav) 0,195 0. kæk (4.47)b 


BRE 10 ,1w2 和 |0) 同 样 是 算 符 &k/ 引 十 台 a! 的 两 个 唯一 可 能 的 本 征 右 矢 , 其 相应 本 征 值 
都 是 零 ， 因 而 必定 有 : 


arag tagar 0。 kæk’ (4.48) 
(4.46) 和 (4.48) 可 合 写 为 下 式 ， i 
(ao, ag) = Se. (4.49)a 


用 类 似 的 方法 ， 我 们 来 考虑 量子 场 的 这 样 一 种 状态 ， 这 时 量子 场 具 有 一 个 〈k, En) 粒子 
和 一 个 (k', Ew) 粒子 ， 其 余 粒 子 数 均 为 零 。 描 写 这 一 状态 的 态 矢量 为 


agag 0> 
按照 Fermi 统 计 ， 该 态 矢 量 对 交换 上 述 两 个 粒子 是 反对 称 的 。 因 此 ， 我 们 有 
二 , 臣 小 = 0, (4.495 
ERBERI MLAN 
{akaw} = 0. (4.49)c 


(4.49) 式 便 是 Fermi 场 的 粒子 产生 、 潭 灭 算 符 所 满足 的 对 易 关系 ， 这 些 对 易 关系 是 由 
反对 易 括 号 {4,B} = 4B+B4 给 出 的 。 所 以 又 称 为 反对 易 关 系 。 
现在 ， 利 用 〈4.49》 式 来 导出 场 算 符 所 满足 的 正则 等 时 反对 易 关 系 : 


00060, W O, D = TT eI O eg 
= L5 a-yp 
y (4.50) 
为 了 计算 此 式 右边 对 间断 动量 的 求 和 ， 需 要 把 它 化 为 对 连续 动量 的 积分 ， 由 于 引入 归 一 


WERV =P 《这 里 ，! 是 立方 体 的 达 长 )》 ， 因 而 动量 只 能 取 以 下 分 立 值 : 


kiz En, G= 1.2,3) (4.51) 


在 动量 空间 的 第 j AERA Ef tE t — BEd, FAA dht, H 
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dn; = dh; / 2x (4.52) 


现在 ， 让 dhkj-> 0 《因而 dn; 也 趋向 零 ) ， 并 进行 如 下 的 积分 ; 
人 ed = fe iki -yD dk, 
+ fFe dky 
= fye -ika - yp 2T, G ek x ~ $4ans, (4.53) 
上 式 最 后 一 个 等 号 右边 变数 "的 取 值 范围 是 在 整个 ks 轴 正 半 轴 上 所 容纳 的 i 的 全 部 许可 


值 的 数目 。 由 于 ks 的 许可 值 是 一 些 间断 值 ， 故 上 式 右边 对 nj 的 积分 事实 上 等 风 于 对 ks 轴 
正 半 轴 上 全 部 间断 的 &i 值 求 和 ， 


人 2 in; 


= 22 Beh = 2T y) eI 
I RAN š T d 
fz: hy YD dh = I i itis I dn 
= 21 5 e*I 
Te k> 
将 以 上 二 式 代 入 (4.53》 式 得 ， 


too ik (xs - yp = 2nay ik (a-y) 
Aa # = — hg i 
fize dh = 2 Er a (4.54) 


从此， 我 们 得 到 求 和 与 积分 的 转换 公式 如 下 ， 


Jaen BE Pes, (4.55) 
k 


ZE, d'k=dkidkidks, H (4.55) 代入 (4.50) 得 
+ ok ik'@- y) 
人 0oD 村 Dj |a 


=G y) (4.56)e 


同样 可 得 ， 
AACE), BY, th= AY Ct), (yt)}= 0 (4.56)b 


(4.56) 式 就 是 Fermi 场 算 符 所 满足 的 正则 等 时 反对 易 关系 ， 亦 即 是 Fermi 场 的 量子 化 尔 
件 。 这 些 条 件 与 量子 场 运动 方程 〈4。42) 一 起 构成 量子 化 Fermi 场 的 基本 方 稳 式 。 从 这 
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些 方程 式 出 发 便 可 讨论 量子 化 Fermi 场 的 运动 规律 。 

量子 场 论 对 波 与 粒子 、 场 与 实物 进行 了 完全 对 称 的 描写 。 物 质 的 两 种 形态 :实物 和 
场 被 统一 为 一 种 形态 ， 即 “量子 场 ”。 但 是 ， 从 Bose 场 与 Fermi 场 的 正则 量子 化 方法 所 
具有 的 显著 差异 ， 我 们 不 难看 出 这 两 种 场 是 不 能 等 量 齐 观 的 ， 它 们 之 间 存 在 着 两 种 统计 
规律 的 对 立 ， 而 产生 这 种 对 立 的 原因 也 许 正 是 未 来 新 的 物理 学 理论 应 当做 出 回答 的 关键 
问题 之 一 。 


习 题 


(1) 在 进行 正则 量子 化 时 ， 必 须 事先 知道 场 系统 的 日, 中 4.x4， 这 是 为 什么 ? 
(2) 把 本 章 的 量子 化 方法 与 第 二 章 进行 比较 ， 找 出 两 者 之 间 的 联系 。 
(3) 验证 (4.39) R. 
(4) 验证 (4.56)6 式 。 
(5) 验证 (4.36) 式 之 前 面 一 式 ， 即 
xx 
J, lim $p; u= 1. 


V0 
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第 五 章 量子 化 标量 场 


从 本 章 到 第 七 章 要 讨论 几 种 自由 量子 场 的 运动 。 量 子 场 论 的 任务 是 要 从 理论 上 描写 
基本 粒子 之 间 相 互 作用 和 转化 的 现象 这些 基本 粒子 都 是 量子 场 的 激发 态 ) 。 但 是 ， 在 
量子 场 论 里 关于 自由 场 的 理论 与 经 典 力学 里 不 受 外 力作 用 的 惯性 运动 理论 ， 以 及 量子 力 
学 里 不 受 外 场 束缚 的 自由 粒子 理论 是 同等 重要 的 。 把 自由 场 的 运动 搞 清 楚 了 ， 就 有 助 于 
我 们 去 处 理 量子 场 相互 作用 的 问题 。 


$1 量子 化 实 标量 场 


实 标量 场 的 场 函数 是 实 函数 ， 满 足 实 性 条 件 (3.9), 场 的 Lagrange 函 数 密度 由 (3.29) 
式 给 出 。 把 (3.29) 代入 Euler-Lagrange 方 程 (3.16)， 便 得 到 场 方程 (1.8)。 但 现在 ， 
应 当 把 《1.8)〉 式 中 的 中 (x,1) 视 为 场 画 数 。 场 的 正则 举 标 和 正则 共 亏 动量 分 别 为 中 (x, t) 
和 (x,+) = 中 (x,1)。 因 此 ， 在 进行 算 符 对 应 之 后 ， 有 
中 * (x,1) = (xt), n(x, t) = w(x,t). (5.1) 
R (4.38) R, 3650384402 


o 


[$(x,1), n(y,t)]=:18 (x-y) (5.2)a 

LAC, t), D t)]= [x(x,),x(y,D)13= 0 6.2b 
又 按照 (4.41) ， 量 子 场 正则 运动 方程 式 为 

ban = Lt0Ge,D,B(D1, (5.3)a 

iD = +G, DHO G6.3)b 


其 中 ， 场 的 能 量 算 符 H(t) 可 在 3.31) 式 里 进行 算 符 对 应 而 得 到 ， 
HGD= 卫 | as (1ta, D+ Cbs D+ mg n]. G.D 
把 (6.8 氏 入 (5.3)， 并 利用 对 易 关 系 5.2)， 就 得 到 量子 扬 的 扬 方 程式 5 福 17， 
CEI) #SËJS (5.5) 时 ， 兽 使 用 了 3 表 数 来 导数 的 公式 : 


Jasoos &(x-a)= (- 1)"f@(a) 
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(DOD-m’)$(x)= 0. (5.5) 


我 们 看 到 ， 量 子 场 方程 6.5 与 经 典 场 方程 〈1.8) 在 形式 上 完全 一 致 。 到 此 为 止 ， 量 
子 化 手续 已 告 完成 ， (5.2) M (5.3) 便 是 量子 化 实 标量 场 的 基本 方程 式 ， 由 于 条 件 
(5.1) ， 故 量子 化 实 标量 场 又 称 为 厄 米 标量 场 . 

为 了 显示 厄 米 标量 场 的 粒子 性 ， 需 要 把 对 易 关 系 (5.2) 和 场 物理 量 算 符 的 表示 R 
转 到 动量 空间 。 根 据 量子 场 方程 (5.5) 和 经 典 场 方程 〈1.8) 在 形式 上 的 一 致 性 ， 可 类 
EF 〈1.24)a 写 出 (5.5) 式 的 任意 解 : 


_1w_ 1 站 i are Tt, 5.6) 
ATETA BET AEIR 

此 式 中 的 展开 系数 ok, oat E 8 JE 3O[3E 809604. 2 Y ED YT X, 首先 来 找 出 
它们 所 满足 的 对 易 关 系 。 为 此 ， 从 〈5.6) 式 解 出 ok 和 咏 。 令 


$x t) = 


1 1 ikex- to f 

kar eh er , (5.7) 
在 VV Vs ü 

e S 工本 x+ 让 及 

= 一 二 -一 -一 - (5.7)b 
i vy Via 

则 (5.6) 式 成 为 

$(x,t) DG +a. (5.8) 


以 fi* 乘 上 式 ， 并 利用 积分 公式 (1.184) 将 所 得 式 两 边沿 空间 区 域 广 做 积分 ， 就 得 到 


[ eee ass = gat at ee ). (5.9)a 
再 将 此 式 两 边 对 + 求 导 ， 并 注意 到 S= ioxfk*， 又 得 到 下 式 ， 
[ee pa = = icar- ane”), (5.9)5 


(5.9)a 与 (5.9)0 联 立 ， 极 易 解 得 ok: 
aif danne, o 610a 


IH, MIRR D 由 下 式 定义 ， 


AIBC) = ABB) - AIBO, (8.1) 
对 610 aREKRE, FAMS E, 
es S 
CAIB HI = - B: BAO, -¢5.12) 


就 得 到 at: ‘ 
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ag =i [6808 Da. (5.10)b 
现在 我 们 可 以 直接 推导 ak, 所 满足 的 对 易 关 系 ， 利 用 对 易 关 系 (5.2) 可 得 : 


re, DBD, Oy, OBA CY, DI 
= fu* (fr) L(x, t), PY, t) + fkt) fe[$ó(x, t), z(y, 1)] 


if afed a-y), 
因此 ， 
[ae ay] = - Jasxdsy EAO, Doi Cx, Do, DADI 


= ife aft fox, D. 


把 (5.7) 代 回 此 式 ， 并 利用 积分 公式 〈1.184)5， 就 得 到 


[ou ai] = bk, (5.13)a 
类 似 地 ， 可 以 证 明 ， 

Cak, aw] = Cat, ok/]= 0 。 (5.13)b 
(5.13) RREH Kok, oí UW ES X g, CURERTILRE (5.2) 在 动量 空 


闻 的 形式 。 
下 面 ， 还 需要 把 场 物理 量 算 符 的 表示 式 转 到 动量 空间 。 由 5.6) 式 易 得 : 


(1 = $G, D 


-iyya (are 


kx- ie _ gs p E tio 
iio J 


). (5.14)a 


ik-x- iot ~ikex+ iot 


yo(x,t)= >= ). (5.105 


vyk pr 


把 (5.6) 和 (5.14) RA (5.4) ， 并 利用 积分 公式 〈1.184) ， 经 过 比较 u 长 ， 但 是 
并 不 复杂 的 运算 ， 便 得 到 


H=) (aġak + aa, (5.15) 


-ate 


再 利用 对 易 关 系 《5。 13)o 来 变换 上 式 右边 求 和 号 下 的 第 二 项 ， 就 得 到 能 量 算 符 的 动量 空 
间 表 示 式 为 ， 


H=B lagat Dor (6.16) 


根据 第 二 章 的 讨论 ， 上 式 中 的 okak 是 厄 米 标量 场 的 粒子 数 算 符 , 又 由 于 对 易 关 系 (5.13) 
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5 (2.42) 在 形式 上 一 致 ， 因 而 at、ox 分 别 就 是 厄 米 标量 场 的 粒子 产生 算 符 和 至 灭 算 
符 。 在 〈5.16) 式 里 存在 着 无 穷 大 的 等 点 能 量 Fs = 1 ow RERE 5.16) 式 失去 物 


理 意义 ， 因 为 它 将 导致 场 在 任 一 激发 态 下 的 能 量 都 是 无 穷 大 。 但 是 这 个 无 穷 大 的 零点 能 
量 不 可 能 用 实验 方法 直接 观察 到 ， 因 而 我 们 把 E。 抛 弃 掉 ， 重 新 定义 真空 态 能 量 为 


E,= 0. (5.17) 
这 样 就 可 将 《〈5.16) RIH 
H = Dajan (5.18) 


此 外 ， 按 照 (3.69)5， 可 以 写 出 厄 米 标量 场 的 动量 算 符 为 : 


P=- ferra DaD. (5.19) 
把 (5.14)a 和 (5.14)b 代 入 《5.19) 可 得 
y-k -zio -k , , io 
Ps -me oy + towe ow 
KU. S ko 
~ =a) (5.20)a 


根据 对 易 关 系 〈5.13)b， 上 式 右 边 头 两 项 求 和 分 别 为 零 。 因 而 我 人 有 


P = Zea t Dk. (5.20)b 
又 由 于 零点 动量 自动 为 零 : 

>= 0 (5.21) 
故 场 的 动量 算 符 的 动量 空间 表示 式 为 

P= agak. (5.22) 


根据 (3.97) ， 场 的 总 电荷 为 零 : 
eQ= -ief ed- tt) dx = 0[ 注 1]。 (5.23) 


即 厄 米 标量 场 的 粒子 是 中 性 粒子 《上 式 右 边 积分 号 前 的 。 是 标量 粒子 的 电荷 ， 它 事实 上 
也 为 零 ) 。 
综合 (5.18) 、 (5.22) 和 (5.23) 可 以 看 出 ， 厄 米 标量 场 同时 又 是 许多 不 连续 的 


[ 注 1] (5.23) 式 的 形式 似乎 遗 背 了 尼 米 性 ， 但 由 于 其 右 方 为 零 ， 故 事实 上 没有 违 缘 厄 米 性 。 
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粒子 ， 这 些 粒 子 具 有 质量 为 四， 自 旋 与 电荷 均 为 零 。 我 们 称 之 为 中 性 标量 粒子 。 量 子 场 
的 频率 为 ox， 波 矢 为 k 的 谐振 动 ， 同 时 又 是 一 些 能 量 为 ox 、 动 量 为 k 的 中 性 标量 粒子 。 

在 第 二 章 8 3 里 所 得 到 的 关于 量子 场 态 矢量 和 算 符 和 矩阵 元 的 全 部 结果 ， 同 样 适用 于 
本 章 。 3k = ok ok 的 矩阵 表示 仍 为 《2.56》 式 ，ak, 中 在 以 |mk> 为 基 的 空间 仍 可 表示 为 
《2.69)a 和 《2.69)b， 不 难 验证 ， 满 足 正 交 归 一 条 件 (2.54)a 和 (2.54)6b 的 态 矢量 具有 
以 下 形式 ， 


y ASEN 
ase en a 0>, - (5.24)a 
上 
x{ Ona Cag, ) i seses Cana... Jio». (5.24)b 


AF832838 (5.13) 以 及 (5.18) 和 (5.22) 看 出 ， 具 有 同一 能 量 、 动 量 的 粒子 数 
目 rx 可 以 是 零 或 任意 正 整数 ， 又 从 对 易 关系 (5.13) 看 出 ， 态 矢量 (5.24) 对 于 交换 场 
量子 是 对 称 的 。 这 表明 标量 粒子 服从 Bose 统 计 。 

在 这 一 节 的 末了 ， 我 们 引入 一 个 关于 算 符 乘积 的 概念 ， 即 正规 乘积 的 概念 。 如 果 两 
个 以 上 算 符 相 乘 时 遵守 如 下 的 先后 顺序 ， 即 产生 算 符 总 是 置 于 潭 灭 算 符 之 左边 ， 那么 ， 
这 样 一 种 算 符 乘积 就 称 为 正规 乘积 。 例 如 算 符 4(x) 和 B(x) 的 正规 乘积 可 表示 如 下 


NCA(x)B(x)) 
或 
:A(x) B(x): 
我 们 将 取 后 一 种 表示 法 。 现 在 把 (5.6) 式 重 写 为 
$(x) = COET (x) (5.25) 
其 中 ， 
Ms a elk (5.26)a 
Ok 
$= e= 222 ie ee (5.26)b 
Ok 


$°) 0) 53400) =E RARR , ERNA MARN PRZ 
和 。 而 “"(x) 是 $(x) 的 尘 灭 部 分 〈 与 ok 有 关 的 部 分 ) ， 它 是 所 有 正 频率 的 平面 波 解 之 
和 。 我 们 来 写 出 两 个 时 空 点 的 场 算 符 $(x) 和 (xs:) 的 正规 乘积 ， 


KLENTENG ENI RENER ENI EA) 
ERACO (x) + KENT x1) (5.27) 
在 此 式 右边 最 后 一 项 乘积 里 改变 了 原来 的 排列 顺序 。 
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倘若 在 所 有 场 物 理 量 算 符 的 表示 式 里 ， 把 场 算 符 按 正规 顺序 排列 ， 即 Ç E (5.4) 
和 (5.19) ， 把 场 的 能 量 、 动 量 算 符 的 坐标 空间 表示 式 写 为 : 


Hef diri cat C+ Crh) + md 03: (5.28)a 
P=- | daD (5.28)b 


则 动量 空间 表示 式 (5.15) 和 (5.20)a 也 要 作 相 应 的 变化 。 因 而 零点 能 量 和 零点 动量 就 
自动 地 不 出 现 了 。 


82 ”量子 化 复 标量 场 


复 标 量 场 的 场 函数 是 复 函 数 ， 中 * 二 中 ， 因 此， 与 实 标量 场 相 比 较 ， 它 有 两 套 独 立 的 
自由 度 。 场 的 Lagrange 函 数 密度 由 (3.33) 式 给 出 。 场 方程 式 仍 是 (1.8) 式 。 由 (3.34) 
知 ， 在 进行 算 符 对 应 之 后 ， 场 的 正则 坐标 算 符 和 正则 共 斩 动量 算 符 分 别 是 ; 


$G), al)ha), 
$G), x+(x) = 中 (x)。 
而 且 显 然 地 ， 
中 + 六 中 m*əex, 
记 以 量子 化 复 标量 场 又 称 为 非 厄 米 标量 场 。 场 的 量子 化 条 件 可 按 〈4,38) 式 直接 写 出 ， 


e 


[#$(x,2),a(y, 1)]=18 (x-y), (5.29)a 

[oo D, ty, D=- y), 6.29)b 
其 余 等 时 对 易 括号 均 为 零 ， 由 (4.41) 得 到 量子 场 正 则 运动 方程 为 ， 

$a DiN, (5.30)a 

bon =H, D, HDI, (85.30) 

(Xt) = Htr D, HO), (5.30)c 

+(x,t) =H D, HON (5.30)d 


其 中 ， 能 量 算 符 H(t) 可 由 (3.36〉 式 经 算 符 对 应 得 到 ，C 注 17 


Ci) 在 场 物理 量 算 符 的 表示 式 里 ， 只 应 包含 声 算 符 及 其 导数 的 内 乘积 . 故 在 (5.31) 式 里 应 包含 zx* $*$. 
而 不 是 xiz= 和 + í 
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m 
Hr + yeyo +): 6.3D 


在 这 里 ， 我 们 使 用 了 正规 乘积 ， 因 而 零点 能 量 不 再 出 现 。 同 样 地 ， 根 据 (3.69)b 和 
(3.97) 可 以 分 别 写 出 场 的 动量 算 符 和 电荷 算 符 为 入 1 


P= -| dsx: (nyg+ yg:x'):, (5.32) 
LA 
eQ= -ief xitab- pa) (65.33) 


为 了 显示 场 的 粒子 性 ， 要 把 对 易 关 系 (5.29) 和 算 符 H,P、eQ 的 表示 式 转 到 动量 空 
间 。 但 现在 ， 我 们 可 以 利用 § 1 的 结果 来 简化 计算 。 把 非 龙 米 标量 场 中 表示 为 两 个 独立 
的 厄 米 标量 场 、 中 :的 线性 组 合 : 


$w - = a) - 冲 :(x)2， (5.34)a 
PO =E + ij (223. (5.34)8 
Vs 


中 、 中 :满足 和 “5.5) 一 样 的 量子 场 方程 式 ， 
(Dl-mi)$/(x)= 0, j= 1，2。 (5.35) 
因而 完全 类 似 于 〈5.6) 式 ， 我 们 有 以 下 的 平面 波 解 ， 


bx)= J y l (agentes apte tee) (5.36) 
VV KV Zo 


Rp, aP a ERKE o, ARTERA FRP E WG. KERR 满 足 和 
(5.13) 式 一 样 的 对 易 关 系 ; 


Cag, at] = Ddk (5.37)a 
La, aP) = lat, a*t] 0。 (5.37)b 


把 (5.34) 分 别 代 入 H、P 的 表示 式 (5.31) 和 (5.32) HERA, t), x (x. )1= 0, 
即 得 ， 


H = 了 | ,er:coom+ Vb: y+ mib) 


+ (manat Yo: Tt m2 中 :2)): 《5.38) 


[ 注 1] 在 〈5.32》 和 《5.33》 式 里 ， 积 分 号 下 第 二 项 分 别 为 “V*x*” 和 “°x”, HARTER S 的 原来 
旺 序 ， 这 是 因为 第 一 ， 蕊 物理 量 算 符 必须 是 厄 米 算 符 ， P, 场 输 理 莉 算 符 必 须 由 扬 算 符 的 内 乘积 (WZA W 
m. 
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(5.39) 


p=. dx: Gu9bit yds): 
将 (5.38) 和 (5.39) 分 别 与 (5.28)a 和 “(5.28)b 比 较 可 知 ， 在 现在 的 情况 下 ， 量 子 场 


的 自由 度 多 了 一 倍 。 因 此 ， 参 照 (5.18) 和 (5.22》 ， 可 直接 写 出 H、P 的 动量 空 间 表 
(5.40) 


示 式 如 下 ， 
H =e: at + at Pon 
(5.41) 


Pi z (att at + a af)k。 


为 了 把 上 面 的 结果 用 非 厄 米 标量 场 的 产生 、 潭 灭 算 符 来 表示 ， 增 先 把 (5.36) 代入 


(5.34)a， 得 到 : 
$G) shita 
£ EET E O .. ty emsa 
“zyl (aP ~ ña) etk°”+ (af Pt — jatte tt ) 
令 
ak = (ak - tok), (5.42)a 
bk = > Cat + iat), (5.42)b 
就 得 到 中 (x) 和 中 *(x) 的 平面 波 表 示 式 ; 
1 1 
(x) =—=2: =lat. + bje], (5.43)a 
t ZALET we KEA 
pta = 5 l Coetty age t°), (5.43)b 
V 20k 
其 次 ， 再 由 〈5.42) RAH aP M aP: 
o _1 
= 一 二 (ok+bk)， (5.44)a 
x PC) ak + bk 
a =la- b), (5.44)b 
n V3 ai 
FRA (5.40) 和 (5.41) ， 分 别 得 到 非 厄 米 标量 场 的 能 量 、 动 量 算 符 为 : 
H 二 站 (okek+ bi bu) Ok (5.45) 
P = Bokoxt bibjk. (5.46) 
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根据 第 二 章 S 3 的 讨论 结果 ， 以 上 二 式 里 的 ot afb bk 乃 是 非 厄 米 标量 场 的 粒 + 数 算 
符 。 不 难 证 明 ，ak、bx 满 足以 下 对 易 关 系 : 
Lak ak7] = vk, (5.47)a 
[b BE] = 8k (5.47)b 
其 余 对 易 括号 均 为 零 。 这 些 对 易 关 系 与 《2.42) 在 形式 上 一 致 ， 因而 ag, b EAF 


产生 算 符 ， 而 ak bk 则 是 场 的 粒子 潭 灭 算 符 。 这 样 ， 非 厄 米 标量 场 就 有 两 类 粒子 数 算 符 
和 两 类 粒子 的 产生 、 潭 灭 算 符 。 这 一 点 ， 与 非 厄 米 标量 场 有 两 套 自 由 度 的 事实 相关 。 为 
了 漠 清 这 两 类 粒子 的 区 别 ， 我 们 来 推出 场 的 电荷 算 符 的 动量 空间 表示 式 . 把 (5.43) 


以 及 x = 各 和 x*+ = 一 起 代入 5.33) 并 用 (1.184) 式 完成 对 x 的 积分 ， 就 得 到 
eQ= -ief itab- b'a") :dx 
=- ied ra {Ciowbr oke on -ior bi bk + ioxak ak 
+i@gat btke n) - (~ ionbkake™ OR - ior akak 
+ ion bibr+t iowotbter en) } 
因此 ， 算 符 eQ 的 动量 空间 表示 式 为 
eQ= Boo Bibo, (5.48) 
应 当 指出 ， 由 于 我 们 在 上 述 推算 里 使 用 了 算 符 eQ 的 正规 乘积 定义 ,因而 零点 电荷 ceQ。= 
一 半 e 不 再 出 现 。 而 这 个 无 穷 大 的 零点 电荷 会 使 (5.48) 式 失 去 物理 意义 (倘若 它 出 现 
的 话 ) 。 


从 (5.45)、(5.46) 和 《5.48) 看 到 ， 非 厄 米 标量 场 的 能 量 、 动 量 ， 电荷 分 别 具 有 
如 下 的 本 征 值 ， 


H= Zap + nD) on (5.49)a 
P-DE + nË, (5.49)8 
k 
eQ = Y1(nte% — nh)e, (S.49)c 
k 


其 中 ，nk 中 、m “分别 是 两 类 粒子 的 数目 , o 类 粒子 电荷 为 6， 质 量 为 m， 自 旋 为 零 ， 4b 
类 粒子 电荷 为 -<:， 其 余 物 理性 质 皆 与 < 类 粒子 相同 ， 可 令 o 类 粒子 为 正 粒子 ，b 类 粒子 为 
反 粒 子 ， 反 之 亦 可 。 这 要 看 电荷 e 的 符号 和 粒子 种 类 而 定 。 例 如 对 于 带电 x 介子 场 ， 若 
取 e> 0， 则 a 类 粒子 就 是 t* 介 子 〈 正 粒子 )， 而 b 类 粒子 就 是 x- 介 子 ( 反 粒子 ) 。 非 厄 
米 标量 场 的 频率 为 ex 波 矢 为 k 的 谐振 动 ， 同 时 又 是 许多 能 基 为 ox 动量 为 k 的 标量 粒子 和 
反 粒 子 。 我 们 指出 ，z-* 介 子 场 、K* 介 子 场 以 及 K。、 开 。 介 子 场 都 是 非 厄 米 标量 场 。 而 没 
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有 反 粒 子 的 中 性 介子 r。 则 联 属于 厄 米 标量 场 。 


83 ”连续 对 称 性 与 守恒 定律 


在 第 三 章 里 曾 讨论 了 Noether 定理 ， 所 得 结果 只 要 翻译 成 量子 的 语言 ， 同 样 适用 于 
量子 场 ， 下 面 分 别 就 时 空 对 称 性 和 内 对 称 性 的 情形 来 进行 讨论 。 

时 空 对 称 性 的 情形 ， 可 以 把 从 (3.50) 到 (3.62) 的 讨论 全 部 翻译 为 量子 的 语言 . 
这 只 要 把 4(x) 视 为 场 算 符 即 可 。 但 是 ， 在 第 三 章 里 我 们 不 可 能 把 生成 元 G(t) 与 群 表示 
的 生成 元 直接 联系 起 来 ， 这 是 因为 场 函数 在 某 一 对 称 变换 下 的 变换 法 则 实际 上 就 是 其 于 
力学 波 函 数 在 同一 对 称 变换 下 的 变换 法 则 。 量 子 力学 波 函数 总 是 按 对 称 群 的 某 一 表示 变 
换 ， 群 表示 的 生成 元 则 是 单 粒 子 体系 的 某 一 守 便 物理 量 算 符 。 因 此 ， 当 我 们 用 场 物理 量 
来 “生成 ” 场 函 数 的 对 称 变换 时 ， 其 数学 形式 便 是 (3.100) RA (3.10 R, CHK 
示 群 的 变换 是 很 不 相同 的 、 然 而 ， 我 们 在 下 面 就 会 看 到 ， 在 量子 场 情形 下 ， 场 算 符 按 对 
称 群 的 某 一 表示 变换 。 守 便 量 的 算 符 G (7) 与 群 表示 的 生成 元 直接 地 联系 起 来 。 

例如 ， 我 们 来 考虑 无 穷 小 的 非 齐 次 Lorentz 变 换 


Xp = Xu + OpyXy + Eps (5.50) 


这 一 变换 包括 四 维 时 空 的 无 穷 小 转动 和 平移 在 内 ， 在 变换 (5.50) 之 下 ， 场 算 符 和 场 物 
理 量 算 符 的 期 望 值 均 要 变化 。 这 种 变化 可 归 因 于 算 符 的 变化 ， 或 者 也 可 归 估 于 场 态 和 最 
的 变化 ， 

<A)’ = <a] A| a> = <a] “ Al a>”, (5.51) 


在 上 式 里 4 是 定义 于 场 态 矢量 空间 的 一 个 任意 的 算 符 ， 假 定 在 变换 《5.50) ZF, E 
矢量 按 下 式 变换 ， 
1a2“=U(o,s)la> (5.52) 
则 央 场 的 状态 满足 选 加 原理 ， 故 尽 必 须 是 线性 变换 。 又 因 在 四 维 时 空 的 坐标 变换 之 下 ， 
场 态 矢量 的 范 数 不 变 ， 即 Cal a = ol a>， 故 UU 必 须 是 么 正 变换 ， 
U*(e,e)=U-j(e,e). (5.53) 
把 (5.52) 代 回 〈5.51》， 立 即 得 到 算 符 AHRR, E1) 
4 =U* AU, 
为 了 确定 起 见 ， 假 定 算 符 4 便 是 由 所 有 场 分 量 算 符 4(x) 排 成 的 列 和 矩阵 |4(x) ]， 则 上 
式 成 为: 


CE1) Æ (6.50 之 下 坊 矢量 经 受 的 以 变换 ， 其 具体 形式 由 4(x) 的 变换 性 质 决定 ,因而 这 里 的 计算 步 村 不 能 
误解 为 ， 才 矢 量 的 变换 性 质 决定 了 汤 的 变换 性 质 。 这 是 因为 态 矢量 不 总 含 x， 而 且 我 们 在 Heisenberg 图 景 中 工作 ， 态 
矢量 与 了 无 关 。 
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[e] = u [eo Ju. (5.54) 


为 了 找到 (5.5) 式 的 么 正 变换 UU， 我 们 来 回忆 量子 力学 波 函 数 在 变换 (5.50〉 之 下 的 
变换 法 则 [参见 (3.64) 和 (3.74) J: 


-N A 
pa) = 中 4(x) 十 TA Opo (Z pa) 4nbB(*), (5.55) 
将 它 写 成 主动 变换 的 形式 ， 就 有 : 
+ Ae A 
Da) = Bal) - Danuba (A) HE 2) opo CF oo) aba Ca) 
28=1 
iN A 
= (1- shBk- OnvX vôn) $a (x) ty, Oal? po) anbn(x), 
mey Br irko CONDRN x 1 矩阵 [4(x) ]， 则 上 式 成 为 


[weo] = Ur- say = wx + ion Fi) [baco] 
+n. Pu s CZ SA 
= Uw = ieat E ow Ch, Ba + os, (92%) ] 


= (ia 外 二 om 和 [t0]. (5.56) 


RHE -iM i= xn 人 - skat PETAR, DRAR 和 总 
量 算 符 。1w 是 N x N 单 位 矩阵 。 我 们 可 以 把 (5.56) 式 写成 如 下 的 指数 形式 ， 


feco] = e- itut E oufi feao] (5.57) 


按照 群 论 ， 变 换 (6.50 的 全 体 (包括 有 限 变换 ) 构成 非 齐 次 Lorentz 群 (eu 和 oww 便 是 
这 个 群 的 无 穷 小 参数 ) ， 而 变换 《5.57) 的 全 体 则 构成 这 个 群 的 一 个 线性 表示 ， 这 个 表 
示 的 生成 元 便 是 名 和 二 人 


REF (5.57) 式 ， 假 定 (5.54) 式 的 么 正 变换 为 


i 
Ulo, e) = e “Put Tuv Muve (5.58) 
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其 中 ，Pu 和 M4, 分别 是 量子 场 的 能 量 、 动 景 矢量 算 符 ( 注 17 和 总 角 动 量 张 量 算 符 . 现在， 
这 些 算 符 又 是 非 齐 次 Lorentz 群 的 表示 生成 元 。 特 别 地 ， 按 照 (3.99)a 和 (3.99)b， 可 将 
(5.58) 式 重 写 为 


Uoe = e CO, (5.59) 
其 中 ， 
GU) = s Pi = TosMa,. (5.60) 


是 量子 场 的 守 便 量 算 符 。 极 易 证 明 ， 它 是 厄 米 算 符 。 我 们 看 到 ， 在 量子 场 论 里 ， 场 算 符 
的 主动 变换 〈5.54》 是 由 算 符 G(t)“ 生 成 ”的 。 可 以 把 G(t) 称 为 场 的 主动 变换 的 生成 
元 ， 它 与 群 表示 生成 元 Pk、Muv 之 间 有 着 6.600 式 的 简单 关系 。 

为 了 确信 〈5.59) 式 的 正确 性 ， 我 们 把 它 代 入 〈5.54) 式 ， 并 略 去 二 阶 以 上 无 穷 小 
量 ， 由 此 得 到 


[u] = cirea faso] aico 
= [bo] +4r [0 ], Gen, 6.61) 


HDIM [ba ] 与 算 符 GD 可 以 对 易 ， 即 量子 场 对 易 RERA) 括号 只 是 对 场 态 
矢量 空间 的 算 符 而 言 的 ， 故 上 式 可 简化 为 


(E) = 4) + GD, GOI (8.62) 


由 此 立即 得 到 与 经 典 关系 〈3.100)a 对 应 的 量子 关系 ; 


AEE OROEN (5.63)a 


对 于 Bose 场 此 式 可 通过 对 应 关系 式 


[$alx), Gt) es =O 


由 (3.100)a 式 直接 得 到 〔 也 可 利用 场 的 正则 等 时 对 易 关 系 来 验证 (5.63)a 式 ] 。 又 因 


为 G(1) 是 厄 米 算 符 ， 且 G(f) = 0， 故 由 5.63)a 容 易 得 到 与 《3.100)6 对 应 的 量 + > 
R 


CEI) MRRNERP KMENE- Lorntrk ENHE, WERP RAE Lorentz ERR, P 
= P) toy P = Pi to P 2.6 RF, P 3E—4 Lorentz& RAA CHM. (3.67) 式 及 其 后 面 0 Q 

】， 但 在 量子 化 之 后 ， 算 符 P, 不 是 无 条 件 地 构成 一 个 Lorentz 矢 向 算 符 ， 仅 当 定义 真空 态 是 E. = 0 的 场 态 时 ， P, 
才 是 一 个 Lorentz 矢 量 算 符 . 因此， 抛弃 零点 能 量 Eo 是 保证 量子 场 论 的 Lorentz 协 变性 的 必要 条 件 。 
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z (x t)= IEn, t), GO (5.63)b 
i 


因此 ， 我 们 证 明了 (5.59) 式 的 正确 性 。 
对 于 量子 化 标量 场 ， 〈5.54) 、 (5.62) 和 (5.63) 请 式 分 别 成 为 : 


p (x) =U*$(x)U, (5.64) 

H G) = $G) +E), GAI (5.65) 
; < 

d$) = HeD, G60) ] (5.66) 


其 中 ， 么 正 算 符 U 由 《5.59) 式 确定 。 由 于 G(t) 的 厄 米 性 和 守恒 性 ， PEER x (x), 
中 * (x)、x*(x) 也 满足 (5.64) 一 (5.66) zü. 

以 上 结果 是 从 《5.51) 式 出 发 而 得 到 的 。 另 方面 ，〈5.55) 式 同 样 是 经 典 场 的 变换 
法 则 ， 现 在 把 它 写成 如 下 形式 : 


[2n] = Deo, © [seo J, (5.67) 


Ouv 


i 
从 (5.55) 式 容易 看 出 ，D(o,e) = ez owv 2 六 在 上 式 里 以 x 代 着 x/ 得 到 ， 


[eo] = Do fatai -e }. (5.68) 
Jep, a= [ow] = (bwt ow], e= (ews es sse0。 在 对 场 进行 量 于 化 之 后 ，(5.67) 和 


(5.68) 同样 是 量子 场 算 符 4(x) 在 〈5.50) 式 之 下 的 变换 法 则 。 因 此 ， 应 有 以 下 相 容 
性 条 件 成 立 : 


U*(e, © (ba ]Uce, e) = Dee, © [pacae ] (5.69) 


么 正 变换 UU 与 变换 矩阵 力作 用 于 不 同 的 空间 ， 它 们 彼此 对 易 ， 因 而 相 容 性 条 件 又 可 写 


U(e, £) [eao Juro, s) = D` (0, £) (buCax+te) ] (5.70) 


在 从 《5.69) 式 过 滤 到 《5.70〉 式 时 ， 曾 以 x 代替 a '(x - e)。 当 只 考虑 时 空 平 移 变换 
时 ， 由 《5.67) 得 到 D(@,e) 三 1s， 因 而 上 式 简化 为 


vc (0 ]U* e) [baa], 
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eer (guo) Jeera [bato j: (5.71)a 
因为 任 -- 有 限 的 么 正 变换 U(b) 是 无 穷 多 个 无 穷 小 变换 的 连续 施行 


U(b)= lim (e™®P)"= lim (ep)n= ele, 


n> noo 


所 以 在 有 限 的 时 、 空 平移 变换 <a xut 名 之 下 ， 场 算 符 按 下 式 变换 ， 
er fga) ] ee = [pato]. (5.7D4 
对 于 量子 化 标量 场 ， 此 式 成 为 ， 
ewPo(x)e®P= (x+ b), (5.72) 


(5.72) 式 显然 也 适用 于 n(x), 中 * (x), mt (x). 
规范 对 称 性 的 情形 ， 类 似 于 (5.54) 式 ， 假 定 荷 电 场 的 场 算 符 在 整体 U( 1 ) 规 范 变 
换 下 按 下 式 变 换 : 


[baco] -ufea J Us (5.73)a 
其 中 ， 算 符 U 是 UC 1 ) 群 的 元 素 ; 
U = e", (5.73)b 


Q 是 场 的 广义 荷 算 符 , eQ 即 是 场 的 总 电荷 算 符 , 它 现 在 又 是 一 维 么 正 群 U( 1 ) 的 生成 元 ; 
a 是 U( 1 ) 群 的 无 穷 小 参数 。 把 (5.73)b 代入 〈5.73)a ， 并 略 去 二 阶 以 上 无 穷 小 量 即 
得 ， 


人 co ] = baco] tefe], -aeaa 
或 者 

Pu) = ba +$, - aeQ]。 (8.74) 
因此 ， 

dpa) =h), - aeQ], (5.75)a 
利用 算 符 Q 的 厄 米 性 和 时 间 无 关 性 ， 可 由 上 式 得 到 

bx G) sH, -aeQ]， (5.75)b 
(5.75) 式 正 是 与 经 典 关系 (3.101) 对 应 的 量子 关系 。 我 们 同样 可 以 通过 经 典 的 泛 函 
Poisson 括 号 与 量子 对 易 括号 之 间 的 对 应 关系 由 〈3.101) REA (5.75) 式 。 对 于 非 厄 
KRED, RA: 
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bpt) = 工 [hoxD，- aeQ(D1, (5.76)a 


5xGoD= 工 [roD, -aeQCD]。 (5.76)b 
; 


以 上 二 式 的 尼 米 共 辑 式 分 别 就 是 * (x,t)、x*(x,1) 所 满足 的 量子 关系 。 因 此 可 以 确信 
(5.73) 式 的 正确 性 。 我 们 看 到 , 场 的 U( 1 ) 规 范 变换 ( 即 是 主动 变换 ) 的 生成 元 - aeQ(t) 
与 U( 1 ) 群 的 生成 元 eQ(t) 只 相差 群 的 实 参 数 a 。 

综合 以 上 两 种 情形 的 讨论 ， 可 将 Noether 定 理 表 述 如 下 ， 在 任意 的 连续 对 称 变换 之 
下 ， 场 算 符 的 主动 变换 的 生成 元 是 某 个 守 便 量 的 算 符 G (1)。 算 符 G (1) 与 量子 场 的 守 和 但 


物理 量 算 符 相 联 系 ， 例 如 在 非 齐 次 Lorentz 变 换 (5.50) 之 下 ，C (GD) = si Pa - ow Mi 


它 与 场 的 能 量 、 动 量 算 符 和 角 动 量 算 符 相互 联系 ， 而 在 电荷 规范 变换 之 下 GO) = 
- "eQ( 又 与 场 的 总 电荷 算 符 eQ(f) 相 互联 系 。 由 于 Pu、 MuHe) 都 是 对 称 变换 We 
的 相应 表示 的 生成 元 ， 因 而 在 量子 场 情形 下 生成 元 G (1) 的 定义 与 群 论 的 定义 之 间 只 相 
差 群 的 无 穷 小 变换 参数 。 01 


84 分 立 对 称 性 
现在 来 讨论 量子 化 标量 场 的 另 一 类 对 称 性 — 分 立 对 称 性 。 分 立 对 称 变换 是 分 立 群 
的 元 素 ， 它 们 不 依赖 于 任何 连续 参数 ， 因 而 不 存在 无 穷 小 变换 。 


(一 ) 空间 反 演 变换 
空间 反 演 的 意义 已 在 第 一 章 ，$ 4 述 及 。 对 于 标量 场 ， 在 空间 反 演 变换 


x= 一 Xy 


岂可 (5.77) 
之 下 ， 场 函数 按 以 下 二 式 之 一 变换 : 

Pé(x,t) = (x’,t) = q(x, D), (5.78)a 

P(x, t) = (x,t) = - (x, t). (5.78)6 


式 中 ，P 是 量子 力学 意义 下 的 字 称 算 符 ， 其 本 征 值 为 + 1 。 标 量 场 具有 偶 宇 称 ， 质 标量 


CE1) 根据 群 论 ， 如果 系 统 的 动力 学 性 质 由 作用 量 原理 导出 。 面 且 对 和 狐 变换 群 保持 作用 积分 不 变 ， 则 群 表示 
的 生 或 元 便 是 一 些 守恒 物理 量 ( 顶 多 相差 常数 ) .参见 例如 ROBERT GILMORE “Lie Groups, Lie Algebras, and 
Some of Their Applications“, pp.145—146, Wiley, 1974. 
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场 具 有 奇 字 称 C 注 1]， 因 此 (5.78)a 适 用 于 标量 场 ，《5.78)b 适 用 于 虱 标 量 场 。 
可 以 把 (5.78) 写成 主动 变换 的 形式 : 
$s) (x, = $(- x, D), (5.79)a 
$x, t)— o (x,t) = 一 中 (一 xs (5.79)b 
对 于 量子 场 ， 中 (x,1) 是 算 符 ， 可 以 找到 Hilbert 空 间 的 么 正 算 符 .FP,( 对 标量 场 ) 或 Fo, (对 
以 标量 场 ) ， 使 得 ， 


D (x, 1) = PAAP, (对 标量 场 ) (5.80)a 

$' Ot) = PDA) ps !。 《对 屡 标 量 场 (5.80)b 
(5.80) 式 与 (5.79) 式 应 当 是 相 容 的 ， 因 而 有 : 

FP Fs =pl), (5.81)a 

Poat) Pps = - $(- x, D). (5.81)b 


么 正 算 符 ., 和 .Fps 便 是 量子 场 的 空间 反 演算 符 或 宇 称 算 符 。 为 了 找到 它们 的 显示 表示 
式 ， 需 要 把 (5.8 式 转 到 动量 空间 。 为 此 ， 以 非 厄 米 标量 场 为 例 ， 将 (5.43)a 代入 
(5,81)e: 


lẹ% 1 ikx -iont + oi i -1 
RE TC: + bt e K) P, 
"VFRV Ë 


2ox 


wl > = 二 (ake ex-io + by eiat iod) 


Ç =Ë 1 (a pett- iont + pes e itio y 


VV V 20x 
此 式 给 出 : 
Ps PE Gy (5.82)a 
PP = bake (5.82)b 
同样 地 ， 将 (5.43)a 代 入 (5.81)b 可 得 ; 
Prak PE = - ks (5.83)a 
Posbk Pr = ~ bake (5.83)b 


(5.82) 和 《5.83》 分 别 是 (5.81)a 和 “(5.81)b 的 动量 空间 表示 式 . 现在 就 从 这 两 式 来 


5 注 1] 字 称 算 符 与 角 动 最 算 符 具有 共同 本 征 态 ， 当 粒子 轨 下 用 动量 展 子 数 为 1 = 0，1，2，3 …… 时 ， 其 空间 
字 称 为 5&(- 11. Km, LRS TI W. Hik, S 1 = 0， m. Rr SM PW SB, Fig TS 
间 字 称 为 奇 ! 而 当 = 1 ,3 …… 时 情形 正好 相反 。 我 们 这 里 及 以 后 只 考虑 1 = 0 的 情况 ， 即 只 考虑 内 束 字 称 。 需 要 
详细 了 解 的 读者 。 可 参看 P, 罗 基 。《 基 本 粒子 理论 》，pp-245 一 一 250。 
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fi 2 MP Z EN MERA 


Pe= ens, (5.84) 
Hp, À 为 待定 常数 ，S 是 厄 米 算 符 . K (5.84) RA (5.82) fh 

eSake ts = a-k, (5.85)a 

enwSbke-as- bk, (5.85)b 


要 从 〈5.85)a 式 [或 (5.85)b 式 ] 里 确定 常数 入 和 厄 米 算 符 S， 没 有 直接 简单 的 方法 , 但 
可 以 利用 等 式 (六 13 


ensOe-os= O+iALS, OJ + 二 S,[S,0]] 


+ MCS CS, CS, ODI+ em (5.86) 


将 (5.85)a 式 之 左边 展开 ， 并 先 取 和 如 下 的 试探 解 ( 注 22， 
S= (alak + bib-.). (5.87) 


于 是 ， 
1 1 
wsaue-as= a, ( 1 2 At m eeose 
emSake ax( = +i ) 


-ia Q LA HLAS e000 
at- aita I 


= akcosA ~ io_ksinA。 (5.88) 
为 了 使 (5.88) 式 尽 可 能 接近 《5.85)o 式 ， 应 取 =T, KN. (6.88) 成 为 

e®Sape ÀS = — iage (5.89) 
综 上 所 述 ， 我 们 可 先 取 《5.85)a 的 试探 解 为 : 

is i + lakat bi b=), (5.90) 


由 于 〈5.85)a 与 (5.85)0 的 一 致 性 ， 因 而 上 式 也 是 〈5.85)8 的 试探 解 . 但 这 个 试探 解 显 
然 不 满足 (5.85) R. 为 了 进一步 得 到 所 需 的 解 ， 可 对 (5.89) 式 再 作 么 正 变换 ea s, 
使 得 


[5 注 1] 等 式 〈5.86) ， 可 将 其 左边 展开 为 泰勒 级 数 来 直接 进行 验证 。 
[ 注 2 】 我 们 这 里 使 用 的 求解 方法 完全 取 自 DAVID LURIE, Particles and Fields》, pp. 103—104, Wiley, 
1968. 
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A a 
ABe T ae 2S eN 
seS (-iaena's = ag (5.9Da 


即 


e” 8 aye™®' S = jak, (5.91)b 


注意 到 我 们 曾 从 (5.87) 式 导致 (5.88) 式 ， 就 可 取 适 当 的 厄 米 算 符 S'， 使 得 (5.91》 
式 左边 成 为 : 


eù 8' aye S = apcosh’ -iaksinA/ , (5.92) 
这 样 ， 只 需 选 取 
N= -了 (5.93)a 


就 可 使 (5.91) 得 到 满足 。 不 难 验证 ， 满 足 (5.92) 的 S 为 : 
S= Dakar bib). (5.93)b 


至 此 ， 我 们 得 到 〈5.85)o 式 的 解 如 下 ， 
a= ee 
= exp{ -二 non okt bibr -bib )- (5.94) 
这 便 是 在 标量 场 情形 下 ， 空 间 反 渡 算 符 的 显示 表示 式 .对 于 屡 标 量 场 ， 用 类 似 方法 求解 
(5.83) 式 可 得 ; 


Pn =exp (x Cagak agat bt bgo}. (5.95) 


利用 (5.94) 和 (5.95) 可 以 方便 地 讨论 场 物理 量 的 空间 反 演 性 质 。 因 为 场 的 能 量 
算 符 、 动 量 算 符 和 电 茶 算 符 都 是 形 如 akak、 bbk 的 一些 项 之 和 ， 而 且 对 Kk 的 求 和 遍及 整个 


动量 空间 ， 故 按照 (5.82) RERA: 


H. = H, (5.96) 
PPFP = -P, (5.97) 
#,eQ.#—'= eQ. (5.98) 


二 量子 场 的 能 量 和 电荷 均 不 随 空 间 反 演 而 变化 ， 而 量子 场 动量 仅 改 变 符 

， 这 与 动量 是 一 个 空间 性 极 矢量 之 事实 一 致 。 由 于 我 们 在 进行 量子 化 时 曾 把 场 算 符 展 
eg 因而 场 的 粒子 解释 是 在 动量 空间 给 出 的 。 这 时 ， 场 的 角 动 量 没有 确定 值 。 
但 我 们 仍然 可 以 在 坐标 空间 来 证 明 ， 
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PM kP = Mi. (5.99) 


为 了 证 明 此 式 ， 只 需 利用 场 算 符 的 变换 法 则 (5.81)a 以 及 M;s 的 坐标 空间 表示 式 (3.81) 
即 可 。 (5.99) 式 与 角 动 量 是 厦 矢 量 的 事实 一 致 。 〈5.96) R— (5.99) RH Ppt 
同样 成 立 。 

现在 来 看 标量 粒子 的 内 豪 宇 称 。 首 先 把 宇 称 算 符 作 用 于 量子 场 的 最 低 激 发 态 oft107 
和 和 bt|0>; 


Paak 10)= 2,ak.2,1#,|0>=atk | 0), (5.100)a 
Jih, Pb; 10> = btk 10>; (5.100)b 
Posa; lO) = Z; kP Ppl 0) = -aty |05, (5.101)a 
同样 地 ， Pbi 10>= - bt |0>, (5.101)b 


以 上 诸 式 表 明 ， 这 些 一 粒子 态 部 不 是 字 称 算 符 的 本 征 态 。 这 一 点 ， 正 是 〈5.97) 式 的 必 
然 结果 。 因 为 宇 称 算 符 与 动量 算 符 不 对 易 ， 它 们 没有 共同 本 征 态 。 但 是 ， 在 粒子 自身 参 
考 系 里 ， 上 述 这 些 一 粒子 态 都 是 宇 称 的 本 征 态 : 


Fas (0 =a; 10>, (5.102)a 
《对 标量 场 ) 

Pbi 10> =b; 10> (5.102)b 

Pras 10> = -oil0》， (5.103)a 
OIBRE) 

Ppbi l0) =- b310). (5.103)b 


由 此 可 见 ， 标 量 粒子 只 有 偶 字 称 ， 腰 标量 粒子 具有 奇 宇 称 。 由 于 在 上 面 的 推导 过 程 里 使 
用 了 如 下 的 宇 称 本 征 值 方程 C 庄 1]; 


F110>= |0>, (5.104)a 


Pm :0>= 10， (5.104)b 


因此 ， (5.102) RR (5.103) 式 的 结论 包含 着 真空 态 具 有 个 宇 称 这 一 约定 。 另 方 而 ， 
我 们 是 在 粒子 自身 参考 系 里 得 到 (5.102) 式 和 (5.103) 式 ， 这 一 点 正好 反映 了 内 豪 宇 
称 是 粒子 内 部 固有 的 属性 这 一 事实 . Ë 
现在 再 回 到 (5.96) . (5.98) 和 (5.99) ， 这 三 式 表 明 ， 量 子 场 可 以 处 于 能 最 、 
角 动 量 、 电 荷 和 宇 称 均 具有 确定 值 的 状态 。 如 果 我 们 不 是 把 场 展开 为 平面 波 ， 而 是 展开 
为 球面 波 ， 就 可 以 清楚 地 看 出 这 一 点 [六 3。 此 外 ， (5.96) 式 还 表明 ， 在 自由 场 情形 下 


字 称 总 是 守 便 的 。 


[5 注 1] 将 (5.94) M (6.96) 形式 地 展开 为 骞 级 数 ， 并 和 用 okl 0 > = B10》= 0 便 不 难 验证 《5.104) st. 
[ 注 2】 展开 为 球面 波 的 量子 化 方法 详 见 朱 洪 元 著 ，《 量 子 场 论 》， 科 学 出 版 社 ，1960 年 、 
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量子 化 标量 场 理论 具有 空间 反 演 不 变性 。 这 一 点 与 自由 场 情形 下 字 称 守恒 的 事实 有 
关 。 在 第 一 章 里 ， 我 们 未 曾 证 明 K 一 G 方 程 的 空间 反 演 不 变性 ， 由 于 K 一 G 方 程 包含 对 空 
闻 坐 标的 二 阶 导数 ， 而 且 方 程 的 解 又 是 Lorentz 标 量 函 数 或 大 标量 函数 ) ， 因 而 这 是 不 
证 自明 的 。 为 了 证 明理 论 的 空间 反 演 不 变性 , 只 需 检验 对 易 关 系 的 不 变性 ， 以 ,和 ., 
分 别 左 乘 和 右 乘 (5.29) 式 就 得 到 反 演 后 的 对 易 关系 为 


[xy (y, D)= 8 (x y), (5.105)a 
或 

[$(-x,t),x=(-y,t)l=í8@%C(-x)-(-y) (5.105)b 

[$''(x,), t (y, )1= ib (x y), (5.106)a 
或 


[$*(-x,0),z*(-y,0)l=i8@C(-x)- (- y)3, (5.106)b 
AEF R A T HS 2 ER EEE. 


(二 ) BRRR 

在 第 一 章 810 里 曾经 从 量子 力学 的 角度 讨论 了 Dirac 理 论 的 电荷 共 轿 变 换 。 m 在 ， 
我 们 从 量子 场 论 的 角度 来 讨论 这 一 变换 。 由 于 厄 米 标量 场 的 粒子 没有 对 应 的 反 粒 于 ， 所 
以 这 里 只 讨论 非 厄 米 标量 场 的 电荷 共 二 变换 。 由 $ 2 知道 。 非 厄 米 标量 场 有 两 套 独立 的 
自由 度 ， 分 别 由 场 算 符 中 (x) 和 中 *(x) 来 标志 ， 而 存在 两 套 自由 度 的 事实 又 与 量子 场 有 两 
类 粒子 (标量 粒子 与 反 粒 子 》 的 事实 相关 。 既 然 电 荷 共 轿 变 换 是 交换 粒子 与 反 粒 子 的 操 
作 ， 它 必定 使 场 的 两 套 自 由 度 相互 交换 。 由 此 ， 可 以 定义 非 厄 米 标量 场 的 电荷 共 轰 变 换 
WF: 


#$()g@ = $t (x), (5.107)a 
PAP = pla). (5.107)b 
利用 场 的 平面 波 展 式 〈5.43) , BAK EERE (56.107 转 到 动量 空 间 ， 


rge Pag ety poggiet 
VV 有 ke. ng. ei) 
= 中 (xz) =—l 1 (bkeiks+ at er 人 ea 
vyk z= A )， 
由 上 式 立 即 得 到 ; 
Pag- = bk, (5.108)a 
ho (5.108)b 


把 (5.108) 5 (5.82) 比较 可 知 ， 多 的 表示 式 可 以 这 样 得 到 : .在 多 。 的 表示 式 里 把 
a-k 换 成 bk，b-k 换 成 aks 
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g = expf -ŻE ata ab t N bu- bian} 6.109) 


(5.108) 式 表明 ， 电 荷 共 令 变换 直接 把 具有 ”个 粒子 的 场 态 与 具有 ?个 反 粒 子 的 
场 态 互 换 ， 即 直接 把 粒子 与 反 粒 子 在 理论 里 的 地 位 互 换 ， 由 此 可 以 推断 ， 真 空 态 将 不 受 
电荷 共 轿 变换 的 影响 。 事 实 上 ， 只 要 把 (5.109〉 右边 展 成 宪 级 数 便 立 即 得 到 


10>= 10>。 . (5.110) 
WerB f 383 T, 500688. HETE. Xi, REEE 


Y (ak ok 二 bib) E- = bz bk + akak , 


就 一 目 了 然 。 但 场 的 守 便 流 密度 矢量 的 变换 性 质 需 要 稍微 详细 地 进行 讨论 。 按 照 (3.92) 
和 〈3.33)， 并 考虑 到 I 为 厄 米 算 符 ，7, 为 反 厄 米 算 符 ， 就 得 到 


Ja = illah o- $* (0x$)3. (5.111) 


由 此 式 定义 的 Jn 在 电荷 共 加 变换 下 没有 任何 对 称 性 这 是 不 足 为 怪 的 。 因 为 这 时 ， 在 广 
义 守侯 荷 Q 的 动量 空间 表示 式 里 将 出 现 无 穷 大 的 零点 荷 参见 (5.48) 式 后 面 的 叙述 ]， 
正 是 这 个 无 穷 大 的 零点 茶 破 坏 了 J 在 电荷 共 二 变换 下 应 当 具 有 的 对 称 性 质 ， 因 此 ， 必 须 
把 零点 荷 去 掉 。 为 此 ， 可 重新 定义 作为 


Th=i: (0nb*)$— $* (0,$)3: (5.112) 
指 此 定义 ， 并 利用 

og, os- (5.113) 
以 及 

CA, dupt O= C$, atO 0, (5.114) 
就 得 到 

EJ = -Jye (5.115) 


此 式 表明 ， 粒 子 与 反 粒 子 具 有 等 大 反 号 的 广义 荷 〈 例 如 x+* 和 z~、 开 * 和 K- 具 有 反 号 的 电 
荷 ， 而 K* 与 KK* 则 具有 等 大 反 号 的 奇异 数 ) ， 这 与 实验 事实 是 一 致 的 , 由 此 可 见 ， 量子 
场 的 零点 荷 ( 和 零点 能 量 一 样 不 但 会 使 场 在 任 一 状态 下 的 广义 荷 成 为 无 限 大 ， 而 且 破 
坏 了 理论 的 对 称 性 质 。 另 方面 ， 这 些 在 实验 上 观测 不 到 的 零点 量 的 出 现 ， 又 是 量子 场 论 
的 基本 假设 和 内 在 逻辑 性 的 必然 结果 ， 人 们 无 法 从 理论 上 提出 足够 的 理由 来 使 它们 不 再 
出 现 ， 而 只 能 参照 实验 事实 把 它们 抛弃 掉 。 或 者 说 ， 把 它们 吸收 到 场 的 能 量 和 广义 荷 的 
新 定义 里 去 〈 即 重新 定义 真空 态 下 的 一 切 物理 量 均 为 零 ) 、 这 样 ， 在 量子 场 论 里 ， 零 点 
量 的 出 现 应 当 看 成 是 第 一 类 发 散 困难 (第 二 类 发 散 困难 是 由 微 护 级 数 的 高 阶 效应 所 产生 
的 ) ， 而 去 掉 零 点 量 的 处 理 方法 同样 应 当 看 成 是 一 种 简易 的 重 整 化 方法 。 
极 易 证 明 ， 量 子 化 标量 场 理论 具有 电荷 共 轿 不 变性 。 这 一 工作 请 读者 自己 去 做 。 
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(E) 时 间 反 演变 换 ( 注 1) 
所 谓 时 间 反 演 ， 就 是 把 计算 时 间 的 方向 倒转 。 或 者 说 ， 把 时 间 轴 的 方向 倒转 : 
x= xy (5.116) 


t= t. 


如 果 把 一 个 实际 物理 过 程 拍 成 电影 ， 然 后 把 电影 胶卷 倒 过 来 放映 ， 并 从 银幕 上 进行 观 
察 ， 这 就 相当 于 在 时 间 反 演 后 的 坐标 系 里 观察 该 物理 过 程 的 变化 。 这 时 ， 我 们 所 看 到 的 
便 是 运动 方程 的 时 间 反 演 解 所 描写 的 过 程 。 与 反 演 前 的 过 程 相 比 ， 我 们 将 首先 看 到 一 个 
物理 过 程 的 结束 ， 然 后 才 看 到 物理 过 程 的 开始 

一 个 物理 学 理论 的 时 间 反 演 不 变性 ， 是 指 该 理论 的 基本 方程 式 在 时 间 反 演 下 不 改变 
形式 ， 在 经 典 力学 里 ， 实 验 上 检验 时 间 反 演 不 变性 的 方法 是 直接 观察 基本 方程 式 的 时 间 
反 演 解 所 描写 的 过 程 〈 即 道 过 程 》 是 否 存在 。 当 系统 的 自由 度数 目 不 大 时 ， 只 要 理论 上 
的 时 间 反 演 不 变性 成 立 ， 则 递 过 程 是 存在 的 。 但 是 对 于 由 大 基质 点 组 成 的 体系 ， 时 间 反 
流 解 在 客观 上 是 不 可 能 实现 的 。 量 子 场 是 无 限 自由 度 的 体系 ， 因 而 上 述 实验 检验 方法 不 
再 适用 。 在 量子 场 论 里 ， 从 实验 上 检验 时 间 反 演 不 变性 的 主要 方法 是 看 倒 易 定理 是 否 成 
立 [ 术 2]。 我 们 不 去 涉及 这 一 定理 的 内 容 ， 而 仅仅 指出 人 们 已 经 做 了 大 量 工作 来 检验 时 
间 反 演 不 变性 的 理论 巴 言 。 结 果 表 明 ， 在 三 种 基本 相互 作用 ( 强 、 电 、 弱 ) 里 ， 时 间 反 
演 不 变性 是 普遍 成 立 的 。 唯 一 破坏 这 种 不 变性 的 例子 是 中 性 长 寿命 K 介 子 的 衰变 ， 而 对 
于 自由 场 ， 时 间 反 演 不 变性 均 成 立 。 因 此 ， 我 们 将 在 假定 时 间 反 演 不 变性 成 立 的 前 提 下 
来 寻找 保证 这 种 不 变性 的 场 算 符 的 对 称 变换 。 

以 非 厄 米 标量 场 为 例 ， 在 时 间 反 演变 换 (5.116) 之 下 ， 场 算 符 按 下 式 变换 


x,t) = tot), (5.117)a 

t,t) = th* (x, 1). (5.117)b 
其 中 ， 正 号 相应 于 时 间 件 标量 场 ， 负 号 相应 于 时 间 性 性 标量 场 ， 与 空间 反 演 的 情形 类 
似 ， 可 将 〈5.117) 改写 为 如 下 主动 变换 ， 

中 (站 一 > 和 Cox 有 = + 中 (x, - D), (5.118)a 

中 00 tpt (x,t) = Gta - 1) (5.118)b 
MET ERERREHAA, MEG (x,t), $° xt) = 5 Gat) 
T, EZR (5.118) 式 应 当 是 相 容 的 ， 故 有 : 

THN) T= ox, - t) (5.119)a 


CE1 RFRA SN A ELR A Di EGET SLEE, M, 自然 杂志 ，7 (1981), pp, 506—512; 
关于 量子 场 论 里 时 间 反 演 的 深入 讨论 ， 可 参阅 李 玫 道 ，《 场 论 与 垃 子 物理 学 ?)， 上 册 ， 第 十 二 章 , 科学 出 版 社 , 1980 年 ， 
以 及 P. 罗 曼 ，《 基 本 煌 于 理论 >》， 第 四 章 ， 上 海 科学 技术 出版 社 ，1966 年 。 

5 注 2] 见 李 政道 ，“ 杨 论 与 粒子 物理 学 ”， 上 骨 ，p.172， 科 学 出 版 社 ，1980 年 。 ” 
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(xt) T= +$*(x, - t) (5.119)5 


SB] MW Ra r tsa] 2 AE, Eb] 2 W00 WJ F, WF 不 再 是 么 正 算 符 . W 
车 不 然 ， 尽 管 场 方程 具有 时 间 反 演 不 变性 ， 但 等 时 对 易 关系 并 不 是 不 变 的 。 例 如 我 们 来 
看 (5.29)a 式 .利用 (5.118)6 和 《5.119)b 我 们 有 


Talx, t) I= T x(x, - 1), (5.120) 
因而 对 〈5.29)a 作 么 正 变换 . 可 得 : 
[$(x, - D), x(y, -t= 2 (FF VY (8.121) 
要 使 (5.121) 回 到 〈5.29)a， 就 必须 要 求 ; 
TODI =i, 
换 育 之 ，. 必须 具有 如 下 形式 ， 


9 = U.y, (5.122) 
Hh, U8g—4 Z EW, MO ER—4 339508 8848, 
Wir = -i, (5.123)a 


KAK = Xe。 (5.123)b 


这 里 ， 入 是 一 个 任意 复数 。 我们 看 到 ，. 休 是 一 个 反 线性 么 正 算 符 ， 我 们 称 它 为 反 么 正 算 
符 . 
为 了 找到 .7 的 显示 表示 式 ， 把 (5.43)o 代 入 (5.119)o， 并 注意 么 正 算 符 U 对 场 算 符 
的 相位 因子 不 起 作用 ， 算 符 . 和 与 ax、trk 可 以 对 易 ， 就 得 到 
UaU = tay (5.124)a 
UU ~= tbe (5.124)b 
当 此 二 式 右边 取 正 号 时 便 得 到 〈5.82) 式 ， 而 当 右边 取 负 号 时 ， 则 得 到 (5.83) x. W 
此 ， 对 于 时 间 性 标量 场 ，U 的 表示 式 与 .F, 的 表示 式 (5.94) 相同 而 对 于 时 间 性 谭 标 基 
场 ，U 的 表示 式 与 Fb, 的 表示 式 (5.95) 相同 。(5.94) 、(5.95) 和 (5.122) 完全 确定 
TART. 


EFES H ax, by 可 以 对 易 ， 因而 与 空间 反 演 的 情形 一 样 ， 时 间 反 演 对 场 的 能 
量 、 动 量 的 影响 是 : 


9H>-=H， (5.125)a 
TPg- -P (5.125)b 
利用 场 算 符 的 变换 法 则 (66.119, (5.120) 以 及 Ma 的 表示 式 3.81) 可 以 证 明 。 
Ma = - Mis (5.126) 
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这 一 结果 表明 ， 在 时 间 反 演变 换 下 ， 场 的 角 动 量 方向 倒转 (与 动量 一 样 ) 5 注 11, 此 外 ， 
从 (5.112) 可 得 


Ilu =T iT T {ubt (x, 1)I$ x, t) - $* (x, t) CO (x, t) I}: 
= :-i((Əlb* (x, =t) IAC, -1)-$* (x, -HC (Bah (x, tI}: = -Ju(x, t), (5.127) 


h, Q= ar"! = (ç, -Ê .把 (5.127) 写 成 空间 分 量 与 时 间 分 量 分 开 的 形式 ， 


TIT = - JG, - D), (5.128)a 

TTT, -t). (5.128)b 
或 者 ， 

V(x’)= - 1(a), (5.129)a 

Jo(x’) = J.G). (5.129)b 


因此 ， 时 间 反 演 将 使 守 便 流 密度 矢量 的 方向 倒转 ， 而 场 的 守 伍 荷 不 变 。 这 一 结果 与 物 
理 的 直觉 是 一 致 的 。 
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量子 场 论 是 相对 论 性 的 量子 理论 。 在 第 一 章 曾 证 明 ， 当 波 函数 是 某 类 Lorentz 协 变 
量 时 ， 场 方程 式 具 有 显示 的 Lorentz 不 变性 、 但 是 第 四 章 到 本 章 所 建立 的 正则 等 时 对 易 
关系 并 不 具有 显示 的 不 变性 〈 虽 然 ， 我 们 可 以 利用 本 章 §3 的 方法 来 证 明 这 些 等 时 对 易 
关系 的 不 变性 ) 。 在 这 一 节 里 要 建立 不 等 时 的 对 易 关 系 ， 使 之 像 场 方程 那样 具有 显示 的 
Lorentz 不 变性 。 

(一 ) 不 变 对 易 关 系 的 建立 

等 时 对 易 关 系 〈5.29) 不 具有 显示 的 Lorentz 不 变性 ， 其 原因 有 二 : 第 一 是 它 的 等 
时 人 性 ， 它 要 求 两 个 场 算 符 属 同一 时 刻 的 算 符 ， 而 “同时 性 ”概念 与 参考 系 有 关 ; 第 二 是 
它 的 正则 性 ， 在 该 式 左边 出 现 r(x) 和 x*(x)， 而 这 些 算 符 都 不 是 Lorentz 协 变量 , 据 此 ， 
在 建立 不 变 对 易 关 系 时 首先 要 放弃 上 述 的 同时 性 ， 其 次 要 使 对 易 插 号 里 只 出 现 Lorentz 
协 变 的 算 符 。 I : 

以 非 厄 米 标量 场 为 例 ， 我 们 来 建立 (x) 和 中 *(x) 所 满足 的 对 易 关 系 。 首 先 把 (5.43) 
式 写成 正 、 负 频率 部 分 之 和 : 


中 (x) = 中心 (x) 十 中 (xz)， (5.130)a 


CE1) 当 有 相互 作用 时 ， 情 况 比较 复杂 ， 详 见 李 政道 《 扬 论 与 粒子 物理 学 》。 上 册 ，pp。164 一 166。 科 学 出 
版 社 ，1980 年 。 
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CCE diaa CO 十 中 "7(x)。 (5.130)b 


其 中 ， ; 
$x) vrir" petits, (5.131)a f 
BRS) ka o 6.1809 
pea) = Hi 7 =bvetk*#, i (5.132)a 
ie) (x) = J5 A at esa, i (5.132)6 


其 次 ， 利 用 对 易 关 系 (5.47) 可 得 ， 
EA), p ON = Ch Cx), pO OIDO), pO) 


Sip l ewan 15 1 gian, EP 
E Vk 50 I 3) 
+ Eonia 
IAO (a) = F E eiken, (5.134)a 
TRETA a 
AOE ees, e (54134)b © 3 
k 


则 可 将 《5.133) 式 写 为 
[$(x),$*(y)) = iA(x—y), (5.135) ' i 
其 中 ， j 
iA(x) =A x) iA) (5.136) 


(5.135) 式 便 是 所 要 建立 的 不 变 对 易 关 系 式 。 它 的 左边 是 两 个 Lorentz 标 量 算 符 组 成 的 
对 易 括号 ， 因 而 左边 具有 显示 的 不 变性 。 由 此 便 可 断定 右边 的 对 易 子 函数 A(x - y) 是 一 
个 Lorentz 标 量 函数 。 证 明 如 下 .- AH (4.55) RE 5.134) 省 边 的 求 和 转换 为 积分 ， 
MU (5.136) 式 成 为 ， 


iA(x) = iAC(x) + AOC) 


1 1 x 
aM d'k iea eika 
al Bo e AER 


=a far 1 eikx (eiog eio ), ` 
20k- 了 .. ste - 


在 得 出 上 式 最 后 一 步 时 ， 使 用 了 积分 的 如 下 对 称 关系 


ese = [arte sa (5.138) 


现在 ， 把 (5.137) 中 的 e+ V 表示 为 如 下 的 积分 : 


-iot -ikot 


= JE kde Ck- ondho (5.139)a 


- = fe oe het odio (5.139)6 


积分 变数 Poe 沿 动量 空间 的 整个 时 间 轴 变化 ，E (&。) 是 一 个 阶 跃 函数 ， 它 的 定义 她 下; 


co 人 当 ks> 0 (5.140) 
T l-1, 当 hk,<0 


把 (5.139) RA (5.137) 得 到 
iaae gys fa ets € (ko) CÒ Cko- Ox) + b (kot o), 
(d'k = dskdko,) (5.141) 
利用 公式 
d(x? a?) = (eta) +b(x-a)3 (5.142) 


不 难 将 〈5.141》 式 化 为 
iA(x) = qays [ERE UDDU tmh eten (5.143) 


此 式 右 边 的 积分 区 域 是 整个 四 维 动量 空间 ，ew“ 是 一 个 Lorentz 不 变 的 相位 因子 ， 由 于 
(ti mt) 要 求 k= tow 而 且 在 正 Lorentz 变 换 下 ， 未 来 时 间 性 矢量 与 过 去 时 间 性 矢 
量 不 会 互相 转换 ， 因 此 ，E (ko) 在 任何 一 个 参考 系 里 或 者 便 取 值 “+ 1 ”， 或 者 恒 取 值 
“- 1”。 综 上 记述， 我 们 证 明了 A(x) 的 确 是 一 个 Lorenz 标 量 函 数 。 


类 似 地 可 以 证 明 : 
[$x), $y)]= [$ç?(a),$*(y)J= 0. (5.144) 
(5.135) 和 (5.144) 便 是 非 厄 米 标量 场 的 不 变 对 易 关 系 式 。 对 于 厄 米 标量 场 ， 用 同样 
的 方法 可 以 得 到 
ECx), (y) = :A(x—- y). (5.145) I 


从 理论 的 自 洽 性 考虑 ， 场 的 不 变 对 易 关 系 在 等 时 情形 下 应 能 导致 正则 等 时 对 易 关 
系 。 可 以 证 明 ， 的 确 如 此 。 这 一 工作 请 读者 自己 去 做 。 
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在 这 一 小 节 的 末了 ， 我 们 给 出 A(x) 的 三 维 积分 表示 式 ，AS"(x) 的 协 变 表示 式 以 及 
A(x) 所 满足 的 若干 关系 式 。 把 (5.134) 右边 的 求 和 转变 为 积分 便 得 到 


iA (Cx) =s J (5.146)a 
x 
S — t. 

iA (x) = gale E r (5.146)b 


此 二 式 就 是 Ac*(x) 的 三 维 积分 表示 式 。 把 它们 代入 (5.136)， 就 得 到 A(x) 的 三 维 积分 
RRR: 
d’k 


E: Dhs 
Alx) = al Di sinka (5.147) 
现在 定义 另 一 种 防 牙 函数 0 : 
1， 当 名 > 0 á 
Cko) = { ; (5.148)a 
0, “k< 0 
0, > 0 
aC- ko) -Í (5.148)b 
1, #4k< 0 
显然 ， 
E (ko)=0(k,) -0(— ko), (5.149) 


这 些 阶 跃 函数 的 曲线 示 于 图 5 一 1。 将 (5.149) 代入 (5.143)， 并 将 所 得 式 与 (5.136) 
比较 就 得 到 A 人 *?(x) 的 协 变 表示 式 如 下 : 


Aa) Gap 29080 mets, (S.150)a 


Aa) = A JAKO- kod (kt + mtyeesea, (5.150)b 


f 


此 二 式 表明 ，A 人 (x) 与 4 (x) 之 间 有 以 下 关系 ， 


Ac(x)= -A x). (5.151) 
此 外 ， 由 《5。.143》 式 容易 看 出 : 
Alx,t) =A( -x,1), (5.152) 
4 Aa, = - Alx, - t), (5.152) 
A(x)= - A(- 3). (5.152)c 
因为 当 x 是 空间 性 矢量 ， 即 当 x:>> 0 时 ， 总 可 以 找到 一 个 参考 系 ， 使 得 
x= (x, 0), 
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所 以 ， 由 《5.152)b 式 以 及 A(%) 的 标量 性 质 易 得 ; 
A(x, 0) = 0， 在 所 述 参考 系 里 ， (5.153)a 
A(x,1) = 0, x> 9, 在 任意 参考 系 里 ， (5.153)6 


el he) 


0 (ho) 


ta) 
图 5 一 1 Oko), OC ko), E (ko) 的 函数 曲线 


(二 ) 微观 因果 律 


所 谓 因 果 律 ， 在 宏观 物理 现象 里 指 的 是 如 下 的 意思 客观 上 进行 的 物理 过 程 总 是 先 
有 原因 ， 后 有 结果 ， 原 因 与 结果 的 先后 顺序 在 彼此 相差 正 Lorentz 变换 的 任意 两 个 参考 
系 里 都 是 相同 的 (入 17, 例 如 在 某 一 参考 系 O 里 ， 1+, 时 刻 自 x 点 发 一 信号 ,于 is 时刻 在 x: 点 
收 到 这 一 信号 ， 则 发 射 是 原因 ， 接 收 是 结果 ， 按 照 因 果 律 ， 必 定 应 有 


t>, 
设 信号 传递 速度 为 v， 则 
A (5.154) 
按照 狭义 相对 论 ， 在 与 参考 系 O 相 差 正 Lorentz 变 换 的 任 一 参考 系 O’ 里 ， 恒 有 
5244. 


而 且 由 于 所 有 信和 号 速度 都 不 大 于 真空 中 的 光速 ， 故 可 将 宏观 因果 律 表 为 下 式 


= 外 <-。。Ar>o 
v Ñ <e > (5.155) 


现在 把 四 维 坐标 系 的 坐标 原点 置 于 *: 点 ， 并 照例 令 c= 1, 就 得 到 宏观 因果 律 的 协 变 表 
RA: 


Ch) EL Eh RS ER ERSZ2FF RS RB RARNSIN, 和 正如 $4 (=) 
记述， 基本 方程 式 的 时 间 反 演 解 一 般 来 说 在 客观 上 是 不 可 能 发 生 的 。 
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xo. (5.156) 
此 式 表明 ， 彼 此 有 因果 联系 的 任意 两 个 事件 之 间 的 时 空间 隔 必 定 是 类 时 间隔 。 如 果 两 事 
件 之 间 相 距 类 空间 隔 ， 即 

S>. eb (5.157) 
则 此 二 事件 是 没有 因果 联系 的 独立 事件 。 

微观 因果 律 是 宏观 因果 律 向 量子 领域 的 推广 。 在 非 相对 论 量子 力学 里 ， 因 果 律 就 体 

现在 Schr5dinger 方 程 的 时 间 演化 里 ， 而 在 量子 场 论 里 ， 因 果 律 可 表述 如 下 ， 在 任意 两 个 
时 空 点 x 和 y 处 的 场 算 符 ， 能 够 相互 对 易 的 条 件 是 ，x - y 是 一 个 类 空 矢量 ， 因 此 ， 对 于 
厄 米 标量 场 ， 因 果 律 可 用 下 式 表达 


E) pO iA- y) 0, . 
(5.158) 
当 (x- y)>0, 
对 于 非 厄 米 标量 场 则 可 表 为 
[Ch(%),0* (I=iA(x- »)= 0,] | 
(5.159) 
当 (x-y):>0， 


以 上 二 式 是 〈5.153)8 式 的 必然 结果 。 这 些 公式 都 具有 Lorentz 不 变性 ， 它 们 便 是 量子 化 
标量 场 的 因果 性 条 件 。 

对 于 量子 场 论 里 的 因果 律 一 般 可 作 如 下 的 理解 ， 在 彼此 相距 类 空间 隔 的 任意 两 个 时 
空 点 所 进行 的 物理 测量 彼此 没有 干扰 。 这 是 因为 在 这 样 两 个 时 空 点 之 间 不 能 用 光 信号 或 
任何 物理 信号 进行 联系 。 在 这 样 两 个 时 空 点 进行 的 测量 是 两 个 没有 因果 联系 的 独立 事 
件 


86 Feynman 传 播 函 数 


传播 函数 又 称 传播 子 。 它 和 场 算 符 一 样 ， 也 是 描写 量子 场 运动 规律 的 函数 ， 在 通常 
的 教科 书 和 专著 里 ,定义 传播 函数 的 方法 大 致 有 以 下 几 种 : 其 一 是 从 Green 函数 的 讨论 入 
年 ， 传 播 函 数 便 是 一 个 因果 Green 函数 ， 其 二 是 直接 给 出 传播 函数 的 数学 定义 ， 其 三 是 
在 进行 Wick 履 开 的 基础 上 《〈 见 第 九 章 ) 自然 地 引入 场 算 符 收缩 〈 即 传播 函数 ) 的 定义 
in, 。 但 是 这 些 做 法 虽然 具备 理论 体系 严整 的 优点 ， 却 不 易 为 初学 者 所 接受 。 因 此 ， 我 
们 宁可 放弃 形式 的 优美 性 ， 而 采取 一 种 有 利于 理解 物理 内 容 的 叙述 方法 。 


(一 ) 标量 场 传播 函数 
首先 回忆 一 下 量子 力学 里 的 传播 函数 ( 注 17. 假 设 + 时刻， 在 空间 每 点 x 处 , 几率 波 的 


CE1) WWJ. D. Bjorken, 5. D. Drell, «Relativistic Quantum Mechanics), Chapter 6, McGraw- 
Hill, 1964. g 
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振 畅 为 中 (x 站。 按照 囊 更 斯 原理 ， 每 一 空间 点 x 又 是 一 个 点 波源 ， 向 外 发 射 球面 子 波 。 
再 假定 在 !' 时刻， 来 自 x 点 的 波 有 一 部 分 到 达 x’ 点， 并 在 该 点 引起 振幅 为 Yt, t) 的 
振动 ， 则 站 ,1(x OESP 1 成 比例 。 设 比例 系数 为 iG (x 人 ,43x D, 

test CX t) = GO, x 00 D, 

PS3 (5.160) 
:时刻 x' 点 的 几率 波 振动 是 来 自 较 旱 时 刻 的 所 有 时 空 点 的 振动 之 总 和 ， 因 此 ， 

U -DYO = idxG ,tx Yt), (8.161) 
式 中 ，G(x',x) 是 两 个 时 空 点 的 坐标 差 x' - x 的 函数 ， 称 为 传播 函数 ， 它 是 :时 刻 x 点 
的 几率 波 振动 于 !' 时刻 传 播 到 x’ 点 的 几率 幅 。 显 然 ，G (x ,x*) 应 满足 以 下 边 众 杂 件 ; 

Gx’, x) 0 Mh, (5.162)a 

G(x’,x)= 0 当 1’ <t。 (5.162)b 
根据 这 一 条 件 ， 当 1 <! 时，(5.161) 式 成 为 平凡 的 全 等 式 0 = 0 MIETI, Hii 
CO, *) 把 17 时 刻 的 波 函 数 (x',1') 与 某 个 初 纳 时 刻 的 波 症 数 (x D 联系 起 来 ， 只 要 
知道 了 传播 函数 ， 就 可 由 任意 给 定 的 初始 时 刻 的 波 函数 确定 以 后 各 个 时 刻 的 波 函 数 。 内 


此 壬 子 力学 里 的 传播 函数 方法 与 求解 Schrddinger 方 程 等 效 。， 
可 以 证 明 ， 传 播 函 数 G(x’, x) 是 Schr6dinger 方 程 的 Green 函 数 ， 为 此 ， 把 算 符 


9 iw 
igr Hs ) 作 用 于 〈5.161) ， 


左边 为 《i RIE - yx’) 
SURRE -DWED U -D (i Z A) Ye 
=b- n faxa oe -xY CE 

右边 为 asi- fen) oa. 


办 为 (x) 是 任意 波 函 数 ， 故 可 同时 取消 左 、 右 两 边 的 积分 


Gil 这 里 使 用 了 8(# 一 从 下 (x 人 = 8601 一 和 (x 人 从， 以 及 6 函数 求 导数 的 公式 D4801) = 8(1) .关于 奇异 话 数 的 
EAMREKEERRMA, MERA ZIH. M. EKFH, D. E. PAR, 《广义 通 数 》， 了 ， 第 一 前， A 
学 出 版 社 ，1965 年 
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由 此 便 得 到 C(x“,x) 所 满足 的 方程 式 : 
Gau- BGE, = B01 -HB (x ES d(x’ - x). (5.163) 


因此 ，G (xx) 的 确 是 Schr5dinger 方 程 的 Green 丽 数 .由 于 它 满足 边界 条 件 (5.162), 
故 称 为 推迟 Green 函数 。 

现在 ， 类 比 于 上 述 非 相对 论 量子 力学 的 情况 ， 将 标量 场 传播 函数 Ap(x',x) 定义 为 
下 一 G 方 程 的 Green 函数 。 即 定义 Ar(*“, x) 是 方程 


(DY - m?)Ar(x’, x) = i (x — x) (5.164) 
的 ， 满 足 条 件 
ea: ，*) 描 写 自 x 点 向 x’ 点 的 传播 过 程 ， 当 1 >t (5.165) 
`A G, OWSA AAEE, 4> 


论 里 的 Green 函数 可 表示 为 场 算 符 时 序 乘积 的 真空 期 望 值 。 Aele” , x) 是 一 
数 ， 考 虑 到 条 件 (5.165) ， 可 设 ， 


Ar(x’, x) =《017(x')$*(xz)|10>， 对 非 龙 米 标 景 场 ， (5.166) 
Ar(x’,x) =《0 [T$(x”)0ç(x)105, HEKERE. (5.167) 
其 中 ， 了 是 时 序 算 符 ， 它 由 下 式 定义 ; 
AB), H> 
T AG) B(x) -{ Š (5.168) 
B(x) AG). HN 


全 (x) 和 和 B(x) 是 两 个 任意 的 Bosc 场 算 符 。 (S.168) 式 的 算 符 乘 积 称 为 时 序 乘积 或 编 时 乘 
税 《关于 Fermi 场 的 时 序 乘积 定义 ， 见 第 六 章 ) 。 

容易 证 明 ， (5.166) 和 -(5,167) 确实 满足 (5.164) X. Hik, H (5.166) 代入 
(54164) ， 并 注意 ， 在 1 ># 和 六 <<! 的 两 种 情形 下 ，Ar(x“… ,zx) 分 别 成 为 : 


ALCATEL EE DEET Ir GOT OTCE 
=L 0 EO), p O> 


= lew ot! Oe -m (5.169)a 
和 
LOI DPN 05 = C 0 [0° 2 GO, $x) 0> 
PXO b; Jopet a-m, (6.1696 
mg 
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(O - mt) Ap (x - x) = (DY - m?) < OIT o*t G0)10> 


= (DV - m°) fpe =t) Olb(x’) p? (l0 E-t Ool G04(x 10>} 


= (yir = mè) FOU ~ D colb Cx) +O- oE alo} 
-AERE -Dae oe -D Eol o> 

+200 - 10161 (Gl 190l (09(x 10} 

B= DÊ olang eo + BC - O OTTO 


=í8G2- 1) } ga Jee + ake oo} 
= i180 - x). 
在 上 述 推导 过 程 里 曾 使 用 了 
DU -DIDE Hr (x)J=id A x, 0) — (5.170) 


和 (5.153)a 式 。 用 同样 的 方法 可 以 验证 (5.167) 是 (5.164) 的 解 。 由 此 便 可 确信 传 
播 函数 的 定义 (5.166) 和 (5.167) 的 正确 性 。 我 们 指出 ， 各 种 量子 场 的 传播 函数 均 可 
定义 为 场 算 符 时 序 乘积 的 真空 期 望 值 、 


C) 传播 函数 的 积分 表示 


传播 函数 的 积分 表示 式 对 于 实际 计算 很 有 用 〔 见 第 九 章 ) 。 仍 以 非 厄 米 标 十 场 为 
H. ATHE, x= 0， 并 把 x“ 改 记 为 x。 这 时 由 〈5.169) 式 可 得 ， 


Arx) = 0C) Olp (x) $C 0) + tC 0b C0) gx)|0> 


=000) SL eet0( 1) LS 1 ¿as 
OFE ( Es 


d J COJE 0(— t) e-t 


 (2z)° 
-ee kikxCQ(t) e ion +C- H) e R) 6.170 
现在 ， m tw 表示 为 复 &。 平 面 上 的 围 道 积分 具体 做 法 是 ， 当 t> 0, 选择 闭合 积 
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分 国道 为 cr 〈 即 实 轴 ， 不 包括 ee。 = +o) + F F3F3910693G F FB, 
合围 道 的 积分 : 


etha 
-| Tampa ktm? 


poe tkot dh s 


-让 -ob 


dk, 


iir eto t ` ` 
J -Gi- ob “° Š £h 


注意 到 积分 围 道 包围 被 积 函数 
HEEM ka = ox, 则 利用 Cauchy 
残 数 定理 极 易 得 到 上 述 的 积分 


结果 为 - ka 因此 ， 我 


们 有 图 5 一 2 传播 子 AF 的 积分 图 道 


二 ekot 
et 一 
Ok ni J c ht m? 


同样 地 ， 当 +< 0， 在 上 半 平 面 内 加 一 无 限 半 圆 ， 与 cr 一 起 ， 构成 一 个 正 向 闭合 围 道 ， 
EUME o/k? 十 m: 的 极点 ho 二 ~ x。 利用 残 数 定理 计算 沿 此 闭合 力道 的 积分 


(5.172) 


dhe 
fer + sanen E ` 
便 得 到 
= 二 | de. (5.173) 


对 于 t> 0 的 情况 将 〈5.172) 代入 (5.171) ， 而 对 于 i< 0 的 情况 将 (5.173) 代入 
(5.171) ， 在 这 两 种 情况 下 均 得 到 下 式 : 

eiks 
kè + mš 


Ar(x) = s Je dk (65.174) 


G 


还 可 把 积分 围 道 稍 作 变化 ， 使 cr 与 ee 实 轴 重 合 。 这 只 要 如 图 5 一 3 那样 把 复 名 平面 上 的 
坐标 架 转 动 一 个 无 穷 小 角度 ,使 被 积 函 数 的 极点 &。 = 土 ox 分 别 移动 到 实 轴 之 下方 和 上 
方 ， 成 为 Re= 土 ok 于 ie (e 是 一 个 无 限 小 的 正 数 ) 。 在 作 了 这 种 变化 之 后 ，〔5.174) 式 
成 为 


Apt) = 1 zy dhe es. 7 (6.175)a 
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此 式 便 是 标量 场 传播 函数 Ap(x) 的 坐标 空 sa 
间 表 示 式 。 它 是 一 个 四 维 付 里 叶 积分 展 
式 。 其 付 里 叶 分 量 
A -i 

Ar (k) = LETEA (5.175)b 
使 是 传播 函数 的 动量 空间 表示 式 ， 其 中 ， / 
无 穷 小 的 虚数 - ie 规 定 了 积分 围 道 ， 从 而 x 
确定 了 Ar(x) 的 时 序 。 / 


(三 ) 传播 函数 的 物理 意义 图 5 一 3 把 ta 平 苛 上 的 全 村 加 转动 一 个 无 帮 小 角 
到 此 为 此 ， 我 们 -可 是 在 Heisenberg MR, Rice BD. 
图 景 中 工作 〈 丰 到 第 八 章 ， 我 们 都 在 Heisenberg 图 景 中 工作 》 ， 因 此 , 量子 场 态 矢量 与 时 
GEE u RG AN MUOS MS ER RE, h BI: f 8 +. 58 25 3k UE JAB f. 
性 一 面 反 映 了 场 的 状态 。 现 在 要 讨论 量子 场 的 传播 ， 就 需要 同时 从 两 个 方面 来 反映 场 的 
运动 。 以 非 厄 米 标量 场 为 例 ， 我 们 来 看 具有 一 个 正 粒 子 的 场 态 ， 这 样 一 个 一 粒子 场 态 可 
用 如 下 的 态 矢 最 来 描写 ， ` 


新 的 &o 实 轴 
N 


viN 


PLOD = Oa] 0> =EN atl 0 es, (5.176) 
k V 20x 
此 式 右边 是 许多 具有 确定 能 量 、 动 量 的 一 粒子 态 的 组 合 ， 因而 左边 是 一 个 能 量 、 动 量 无 
定 值 的 一 粒子 态 。 对 于 任何 给 定 的 坐标 值 xx 中 + Ca) l 0 > 确定 场 在 时 、 空 点 x, 的 运动 状 
态 ， 我 们 称 它 为 时 刻 ，x, AWAS, BA, X 点 的 场 振动 将 向 着 较 晚 时 刻 的 时 、 空 点 
传播 ， 此 振动 于 二 时 刻 传 播 到 x, 点 的 儿 率 幅 ， 或 者 说 ， 在 t 时 刻 x, 点 的 场 态 中 找到 t 1 时 
刻 x, 点 的 场 态 的 几率 幅 是 C0 bC) bt (xo)| 0》. 与 (5.169)a 比 较 ， 立 刻 得 到 
< OIC) ht (x)| 0> = ApC — x), Ot 13 GE 23, Bita: (5.177) 


我 们 再 来 看 具有 一 个 反 粒 子 的 场 态 


HOODA alo LS 1 pio (6.178) 
z VE 2ox Ë: 


MERELS, Mi 时 刻 x, 点 的 场 振动 于 1, 时刻 传播 到 x, 点 的 几率 幅 是 <0 I*a) 
(x)| 0>. 与 (5.169)65 比 较 ， 又 得 到 


COIG (x1) (x1)! 0> = ApC = x), Gt >te (5.179) 


CE1) 从 第 (一 ) 、《 二 》 两 小 节 的 讨论 看 到 ， AFlx1,x2) ESDH, TARERE -x 的 函数 ， 所 以 这 
MAAE, MEHRERE HAr - xa). 


(0:2) RRMBA, E, A. HRR MEL x eoo. RRR E ADARSH bK R, ARRE tri itx, 
arani 
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(5.177) RA (5.179) 式 共同 说 明 ， 传 播 函数 Arl - x,) 对 于 场 在 任意 两 个 时 空 点 

之 间 的 传播 过 程 给 出 统计 性 的 预言 。 场 振动 的 激发 、 传 播 和 退 激 的 过 程 与 粒子 的 产生 运 
动 和 潭 灭 的 过 程 ， 乃 是 量子 场 运动 过 程 的 两 个 方面 由 《5.169) REI, 31 >ti, 
Ar(sxi - xs) 同时 又 是 ta 时 刻 在 xs 点 产生 一 个 粒子 能量、 动量 无 定 值 );， 这 个 粒子 于 
时 刻 传 播 到 x, 点 并 在 该 点 漂 灭 的 几率 幅 ; 而 当 ta > 时 ，Ar(x; - x:) 又 是 在 如 时 刻 在 x, 
MP EBR T (ER, DELER ， 这 个 反 粒 子 于 ta 时 刻 传播 到 x: 点 并 在 该 点 潭 
灭 的 几率 幅 ，、 综 上 记述， 传播 函数 对 量子 场 运动 过 程 给 出 统计 性 的 预言 . 

另 方面 ， 传 播 函数 的 表示 式 (5.175) 还 显示 了 量子 场 运动 的 一 个 重要 特征 。(5.175) 
式 在 物理 粒子 的 质 壳 处 ， 即 外 = ~ m* 处 有 一 极点 。 这 就 表明 ， 传 播 函数 所 描写 的 过 程 并 
不 是 在 馆 信 为止 人 们 所 能 观测 到 的 物理 世界 中 发 生 的。 恰恰 相 反 ， 对 于 量子 场 的 上 述 传 
播 过 程 而 言 ， 可 观察 的 物理 粒子 反映 为 一 个 数学 意义 上 的 极点 。 由 于 名 装 - mt, 所 以 按 
J Alè 的 几率 伴随 场 振动 的 激发 、 传 播 、 退 激 而 不 断 产生 、 传 播 、 潭 灭 的 粒子 是 一 些 
所 谢 “ 虚 粒子 ”。 而 传播 函数 As 所 描写 的 上 述 过 程 也 是 一 些 所 谓 “ 虚 过 程 "这些 “ 虚 
过 程 ” 在 实验 上 是 观测 不 到 的 。 


如 上 所 述 ，“ 虚 粒子 ”、“ 虚 过 程 ”这 些 概念 ， 都 是 从 量子 场 论 的 理论 体系 里 自然 
地 产生 出 来 的 。 既 然 量子 场 论 还 只 是 一 个 带 有 过 流 性 质 的 微观 物理 学 理论 ， 所 以 这 些 概 
念 对 于 人 们 进一步 探索 微观 世界 的 本 质 也 只 具有 暗示 和 启发 的 意义 。 理 论 上 预言 ， 在 自 
然 痊 存 在 着 实验 上 观测 不 到 的 “ 虚 粒 子 ”“ 虚 过 程 “。 这 意味 着 ， 在 已 知 的 物理 世界 之 
外 还 存在 着 一 个 广阔 的 未 知 世界 一 一 这 就 是 真空 。 如 第 二 章 所 述 ， 真 空 是 量子 场 的 一 种 
运动 状态 ， 即 量子 场 基态 。 反 过 来 ， 我 们 可 以 把 量子 场 的 激发 态 看 成 是 真 空 的 “激发 
态 ”。 场 振动 的 激发 、 传 播 、 退 激 以 及 与 之 相应 的 虚 粒 于 产生 、 传 播 、 漂 灭 ， 这 些 都 与 
真空 物质 的 运动 有 关 。 自 然 ， 还 应 当 提出 如 下 的 问题 , 例如, 由 态 矢 量 (5.176) 或 (5.178) 
所 描写 的 量子 场 激发 态 是 可 以 用 实验 方法 观测 到 的 ， 而 由 传播 函数 所 描写 的 过 程 又 是 不 
可 观测 的 ， 那 么 ， 这 两 者 有 什么 联系 呢 ? 理 论 上 又 应 当 如 何 反映 这 种 联系 呢 ? 这 个 问 
十 ， 在 第 九 章 里 我 们 可 以 得 到 形式 的 回答 ， 在 那里 ， 人 们 用 图 形 和 数学 的 语言 把 物理 粒 
子 利 上 述 的 “ 虑 过 程 ”联系 起 来 但 这 种 形式 的 回答 完全 是 唯 象 的 。 它 并 未 告诉 我 们 下 
空 物质 是 什么 ? 真空 与 非 真空 的 物理 联系 是 什么 ? 显然 ， 这 些 问题 远 远 不 是 量子 场 论 所 
能 回答 的 。 

上 述 的 全 部 讨论 是 在 自由 场 理 论 的 范围 内 进行 的 。 应 当 指 出 ， 本 章 所 给 出 的 传播 函 
数 只 是 量子 场 的 所 谓 “全 传播 子 ”的 零 次 近似 。 这 一 点 在 重 整 化 理论 里 是 要 详 述 的 〈 见 
第 十 一 章 ) 。 


87 不 变 函 数 


在 量子 场 论 里 常常 要 用 到 一 些 奇异 函数 。 由 于 这 些 奇 异 函数 可 以 通过 四 维 付 里 叶 积 
分 表示 为 Lorentz 不 变 的 形式 (其 中 ， 对 k。 的 积分 沿 复 k。 平 面 上 的 某 一 围 道 进行 ，， 所 
以 又 称 为 不 变 函数 。 量 子 化 标量 场 的 传播 函数 以 及 对 易 子 函数 A.Ac* 等 都 是 不 变 函 数 . 
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现 分 别 讨论 如 下 。 
A(x); H (5.146) a 可 得 ， 


og = i ap ET (5.180》 
Ac (x) z |a T 


利用 残 数 定理 把 -Le -ou 表示 为 沿 转 道 cf ( 见 图 5 一 4)》 的 积分 ， 因 为 
k 


e" thot 
dh 
| tm ° 


¿3 et 
二 上 | Adh. (5.181) 
wi Jee ht mt š 图 5 一 4 Ac OM 


把 此 式 代 入 《5.180) 即 得 


A (x) = ar arf "e (5.182) 
AO (x); H (5.146) b4} 

A (x) =; | =. (5.183) 
利用 残 数 定理 可 得 

e =f de (5.184) 


积分 围 道 .表示 在 图 5 一 4 中 ， 把 (5.184) 代入 (5.183) 并 注意 积分 的 对 称 关系 
(5.138) , 便 得 到 


- 1 ets 
Ac farf ak f 
e ar] fi oarn? (5.185) 


Alx) A (5.136), (5.182), (5.185), 便 得 到 


ets 


w. L 
A) = es a + | a Jde a 


J +]. =Í. , 


H+ 
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所 以 . 
Y 1 eten 
ses ja 全 (5.186) 


Ar(x)， 其 定义 如 下 ， 


MGa) Z aw]. a (5.187) 


(2x 


图 5 一 5 A(zx) 的 积分 国道 在 图 中 用 粗 黑 线 表示 图 5 一 6 AR 和 AA 的 积分 围 道 


对 k。 的 积分 围 道 选择 如 下 ; 当 t>> 0 选择 位 于 ca 下 方 的 无 限 半 图 ， 与 ca 一 起 构成 反 向 闭 
合围 道 CE BD 38 - c) . 此 闭合 围 道 包围 被 积 函 数 的 两 个 极点 : Re 一 + ou 341< 0 ,选择 
位 于 cn 上 方 的 无 限 半圆 ， 与 ca 一 起 构成 正 向 闭合 围 道 。 此 闭合 围 道 未 包围 任何 奇 点 。 因 


i, RMA: 
- AG), 1> 0 
Ar(x) -Í (5.188) 
0. 当 !< 0 
AA(x): 定 义 如 下 
oY etka 
M) =Z ||. a s, (5.189) 


对 Au 的 积分 路 线 选择 如 下 : 34120, 选择 位 于 c 下 方 的 无 限 半圆 与 cx 一 起 构成 反 向 闭合 转 
道 ,此 围 道 未 包围 任何 奇 点 ; 当 !< 0 ,选择 位 于 c、 上 方 的 无 限 半圆 , 与 c, 一 起 构成 正 向 闭 
合围 道 《 即 图 5 一 5 中 的 围 道 “ ) ,此 闭合 围 道 包围 被 积 函数 的 两 个 极点 k。 = 土 ox* 因 此 


RMA: 
0, ¥t>0 
A.G) -f (5.190) 
A(x) 当 !< 0 
Ai (“): 其 定义 为 
A(x) = At (x) -iAc (0), (5.191) 


HeH -cose 《〈 见 图 5 一 7》 , 故 得 ; 
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本 man a š (6.192) 


A.G) = 


ayi 
综 上 所 述 ， 可 以 用 一 个 普遍 公式 来 概括 所 有 不 变 函 数 ， 
_ n etir 
amaa ay lehden 
(5.193) 


其 中 ， = 十 1,+ i UEN, LR 
围 道 ! 为 有 限 围 道 的 不 变 函 数 都 满足 齐 次 
K 一 G 方 程式 : 


-mha (x)= 0, (5.194) 


反之 ， 凡 是 积分 国道 ! 延伸 到 无 限 远 的 不 图 5 一 7 A1l(x) 的 积分 转 道 c1, 在 图 中 用 粗 黑 线 表示 
变 函 数 都 是 K 一 G 方程 的 Green 函 数 ， 即 


( 口 - mA (x)= (x) (6.195) 
E=+1,+ 
对 于 5.194) 式 ， 我 们 以 A (x) 为 例 ， 


-mA = l 


a= 
27)‘ Jd deo agm Ta a 


RF 
- L farre" * |e dhoe-ikos, 


因为 eot 在 ce 范围 内 解析 ， 故 得 : 


(OD-m’)AY(x) = 0, (5.196) 
同样 可 证 

(DOD-m’)Am(x) = 0. (5.197) 
因此 ， 

-mA 0, (5.198) 

(DOD-m’)A(x)= 0, (5.199) 
XIF (5.195) ,以 Ar(x) 为 例 ; 

Om hay) = 村 own 


= [z s N dh e", 


MARRERO ERMEE Mf dk= f, dk kE 
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( 口 -mAn(x) = - 5° (<), (5.200)a ` 
又 根据 〈5.188) 式 ，Ax(x) 满 足 边界 条 件 


Ar(x)= 0, 当 t<0 (5.200)b 
因此 ，Aa(x) 是 区 一 G 方 程 的 推迟 Green 函数 。 只 要 把 ca 换 成 cw， 采 取 同 样 的 方法 可 得 ; 

(Dl-m5A,G)=-80%0), (5.20Da 
H A,G)= 0, 当 过 > 0。 (8.201) b 


Bilik, A.G EK —G J 800 8 Wi Green 38%, 


J 题 


(1) 厄 米 标量 场 与 非 尼 米 标量 场 都 是 无 限 自由 度 的 体系 ， 据 此 是 否 可 以 说 它们 具有 相等 的 自由 
度数 ? 
(2) 从 (5.3) 式 出 发 重新 导出 实 标量 场 的 场 方程 式 


(DOD-m)$(x)= 0. 


(3) 证 明 . 
a Ë 
和 
GG)= -aeQ(t) 
BUKAR. 


(4) ÉTANG Ha IEPER EKLER T E K fh 2 95 X? 这 种 特点 在 理论 的 框架 里 是 怎 
样 显示 出 来 的 ? 

(5) 用 止 则 等 时 对 易 关 系 (5.29) 验证 (5.66) 式 和 (5.76) sÇ 

(6) 证 明 Op 中 =i[,Pu] 〔 并 注意 将 此 结果 与 第 三 章 习题 (9) 对 比 ]。 

(7) 验证 (5.99) 式 。 

(8) 推出 非 厄 米 标量 场 的 守 便 流 密度 矢量 算 符 h(x) 在 空间 反 演 下 的 变换 法 则 。 

(9) 证 明 字 称 量子 数 是 相聚 性 量子 数 . 

(10) 可 以 引入 时 间 字 称 吗 ? 为 什么 ? 

(11) Hii (5.145) 式 ， 并 证 明 在 等 时 情形 下 ，“〈5.145) 式 过 滤 到 (5.2)a 式 。 

(12) 证 明 ， 传 播 函数 的 定义 (5.166) 和 (5.167) 具有 Lorentz 协 变性 。 


第 六 章 ”量子 化 旋 量 声 


旋 量 场 或 Dirac 场 ) 是 自 旋 值 最 小 的 Fermi 场 ， 所 有 的 轻 子 以 及 质子 、 中 子 、 人 超 
子 、 超 子 等 等 都 是 联 属于 旋 量 场 的 量子 。 


S1 旋 量 场 的 量子 化 


场 的 经 典 运动 方程 便 是 Dirac 方程 (1.34) 和 “(1.85) 。 场 方程 的 任意 解 可 表示 为 
平面 波 展 式 (1.188) 。 按照 (4.56) 式 ，Fermi 场 的 量子 化 条 件 为 : 


{Et Y (y, t} = (x—y), (6.1)a 
(000), yD}= (010.0). ES TIDI = 0 (6.1)b 


应 当 注意 ， 上 式 虽 然 是 用 旋 量 矩阵 写 出 的 ， 但 正则 等 时 反对 易 关 系 是 场 态 矢量 空间 的 算 
符 耻 a、 幅 所 满足 的 代数 关系 ， 事实 上 ， 我 可 以 用 场 分 量 算 符 让 a、 幅 重新 写 出 (6.1) R: 


dhalt), WE CY, 1)}= Darò H (xy), (6.2)a 

{ta C1), Wa (y, 1)}= {YC t), $F (Y, 1)}=0 (6.2)b 
KB, a,.B= 1.2, 3，4 .利用 (6.1) 式 和 公式 

CC), ABA] 

= (AG), C)B) - AMARA), CH} (6.3) 
不 难 验证 ， 量 子 场 正则 运动 方程 为 ， 


Ta D= EEDA] (6.4) 
RAAHE (34D 式 的 量子 对 应 ， 
H= fewo, t) (vaye y+ Ym) Ú (x, t) 
= feto DEALA TCADA (6.5) 
Nha =- .运动 方程 (8.4 导致 与 (1.34)、(1.85) 在 形式 上 相同 的 量子 场 方程 式 。 
因此 ， 类 比 于 《1.188) 我 们 得 到 场 算 符 的 平面 波 展 式 如 下 ， 
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(6.6)a 


a 
(x) -7È y. Elumet tdi vhse tn) . 


P(x) = —_—>x> ym. (ck ukset dip e), — (6.6)b 
VPR 


现在 , BE 既是 单个 旋 量 粒子 的 能 量 , 也 是 量子 场 谐振 动 (k， ED 的 角 频 率 .cks、cks 以 及 dks、 
dis 分别 是 互 厄 米 共 箔 的 算 符 。 为 了 找到 这 些 算 符 所 满足 的 反对 易 关 系 , 首先 从 (6.6) 式 


PEEM. Hit, WLY- ug, etta (60) 并 将 所 得 式 两边 对 x 积 分 : 


Z Yl; dxe-teui, 9 (x) 


1NS y m 3ye-i k-k yee 
=F VER 7 Ck sruRs Ukrsr xe kh, 


+ dt ous se [ dxe-tththr "31. 
P 


利用 〈1,184) 完成 上 式 右边 对 x 的 积分 ， 并 注意 到 旋 量 振幅 的 正 交 归 一 条 件 (1， 179)o 和 
《1.182)a， 就 得 到 


c= = — | drenert (6.7)a 
E, 
mV- vi ette 左 乘 (6,6)a， 并 大 体 上 重复 上 述 的 推算 ， 又 得 到 
dis == [ate yaa, (6.7)6 
将 以 上 二 式 取 厄 米 共 固 就 得 到 cç, 和 dk 的 表示 式 ， 
= =Y. = |, Yeovao es, (6.7)c 
(6.7)d 


=L y| pq ikea 
s y. Ff 是 (xD Ya et, 


现在 ， 利 用 (6.7) 式 和 量子 化 条 件 〈6.2) 来 推出 cksscts didi, 所 满足 的 反对 易 关 


系 : 
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/ m: 


(eye cb} =V ET | drd yenar iyeir -Erot 
kË 


x ue uk {a(x, 1), Ye (y, D) 


=t SE dt xe" ik -kD xi -EK uk u 
V w . 
Bk = òwò 
i kku s uku = kk/ Oss/ (6.8)a 
用 同样 的 方法 可 得 : 
(dye die Y = Bkkr dssrs (6.8)b 
m 
{cks crs} = {dk ss dws} = (ces dk, = = 0 (6.8)c 


后 面 就 会 看 到 ，cis ck Mdi, dk: 是 量子 化 旋 量 场 的 粒子 数 算 符 。 因 而 利用 (6.8) 式 不 难 
证 明 cis 、dis 和 cksvdks 分 别 是 粒子 产生 算 符 和 潭 灭 算 符 。 由 〈6.8) 式 很 容易 证 明 旋 量 场 
的 最 子 服 从 Fermi-Dirac 统 计 。 事 实 上 ， 由 (6.8)c 可 得 

chs cu = 一 ciosrcts ye 
因而 场 态 矢量 对 于 交换 粒子 是 反对 称 的 ， 或 者 说 ， 不 允许 有 两 个 或 两 个 以 上 的 粒子 处 于 
具有 相同 能 量 、 动 量 和 极 化 的 状态 ， 

ckscis10>= dk, dsio>= 0. 
在 场 的 任 一 状态 下 ， 具 有 相同 能 量 、 动 量 和 极 化 的 粒子 数目 或 者 为 零 ， 或 者 为 1， 

chs cks Chs Cks= Chs Cks(1 ~ ckscks ) = ck, Ckse 
即 粒子 数 算 符 cis cks 的 本 征 值 是 1 和 0， 同样 可 证 算 符 dis dks 的 本 征 值 也 是 1 和 0。 以 
上 讨论 表明 ， 由 于 采用 反对 易 关 系 (6.1) 作 为 量子 化 条 件 ， 自 然 地 导致 场 量 子 服从 Fer- 
mi-Dirac 统 计 ， 这 与 实验 事实 是 完全 符合 的 。 

为 了 显示 量子 场 的 粒子 性 ， 需 要 把 场 物 理 量 算 符 的 表示 式 转 到 动量 空间 ， 把 (6.6) 

代入 《6.5) 并 利用 积分 公式 (1.184) 完成 对 x 的 积分 得 


m + + 
H = DIE Enek Che ts me 


- Ey cks dtksy ug, vksre ‘Ent 
+ Epdksc—ks/Vis U-psre > Ent 
- Exdksdis vs Ves”) s 
再 利用 旋 量 振幅 的 正 交 归 一 条 件 (1.179 和 (1.182), TE 
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H= Erlek, cks- dd). (6.9) 
a 


通过 反对 易 关 系 〈6.8) 把 上 式 求 和 号 下 第 二 项 改写 为 1 - dk, dks, 同时 ， 抛 弃 零点 能 量 
-Ë Er 就 得 到 能 量 算 符 的 动 得 空 间 表 示 式 ， 


H= Beris cke t dks dks)» (6.19) 
A (3.69)581 (3.97) 得 到 旋 量 场 的 动量 算 符 和 电荷 算 符 分 别 为 ; 
P= ~if dapo DYD, 6a 
和 
eQ= [te to, (6.12) 
采用 类 似 于 推导 6.9) 式 的 方法 ， 并 抛弃 《〈6.12) 式 中 的 零点 电荷 
eQ = 2: (6.13) 
ks 
就 得 到 ， 
P= X k leks et ds dko), (6.14) 
A 
eQ= > elcts cks— di, dks) o (6.15) 
m 


(6.10) 、 (6.14) 和 (6.15) 显示 了 量子 化 旋 量 场 的 粒子 性 。 量子 旋 量 场 包含 两 
RPF: o 类 粒子 的 产生 、 漂 灭 算 符 分 别 是 ck. 、cks 而 粒子 数 算 符 是 cfs cks d 类 粒子 的 
产生 、 潭 灭 算 符 分 别 是 di, 、dks, 粒子 数 算 符 是 dis dks WR c 类 粒子 为 正 粒子 , 则 d 类 
粒子 为 反 粒 子 ， 反 之 亦 然 。 粒 子 与 反 粒子 具有 相同 的 质量 和 自 旋 ， 但 电荷 符号 相反 Ch 
性 旋 量 粒子 与 反 粒 子 具 有 符号 相反 的 广义 荷 。 如 中 子 与 反 中 子 具 有 符号 相反 的 重子 数 ) 。 
量子 场 的 谐振 动 (k, Ex, s) 同 时 又 是 许多 能 量 为 Es, 动量 为 k， 极 化 为 * 的 旋 量 粒子 和 反 
粒子 。 

在 上 面 的 讨论 里 ， 我 们 曾 把 量子 场 的 零点 能 量 和 零点 电荷 简单 地 抛弃 掉 (零点 动量 
自动 为 零 ) 。 如 同 标量 场 的 情形 一 样 ， 还 可 以 通过 正规 乘积 的 约定 使 所 有 零点 量 均 自动 
为 零 。 即 代替 (6.5) 、(6.11) 和 (6.12) ， 把 H.P、eQ 的 坐标 空间 表示 式 重 写 为 : 


H= [ate Dviete D i (6.16) 
Ó 

P= -ij eT DTD (6.17) 

eQ= ef deit :。 (6.18) 


但 对 于 Fermi 场 ， 正 规 乘 积 的 定义 与 Bose 场 有 所 不 同 。 当 把 两 个 任意 的 Fermi 场 算 符 排列 
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为 正规 顺序 时 ， 如 果 需 要 对 调 这 两 个 算 符 原来 的 排列 顺序 ， 则 每 对 调 一 次 就 要 引入 一 个 
负 号 。 例 如 ， 
TOO): = CR) FI) + Cy): 


=PO OW TOO O POAR O) 


-POOO (6.19) 
ERP, 0943213469 iE. MARRY, Mie, WTNA 305 EBR R, A 

ICA, (x1) A, (x, ) 8. Aw(xw)]: 

= (1) AS CK) As, (X5,) ore C(x) (6.20) 


这 里 的 Aip (Xip) 是 一 些 产生 算 符 或 潭 灭 算 符 ，5 是 把 上 式 左 边 的 原来 顺序 排列 为 右边 
的 正规 顺序 所 需要 进行 的 算 符 的 对 换 次 数 。 


8$2 ”连续 对 称 性 与 守恒 定律 


只 要 注意 到 旋 量 场 的 特殊 性 ， 则 第 五 章 83 的 结果 就 同样 适用 于 这 里 。 现 在 (5.54) 式 


成 为 
Cx) = UY U, (6.21) 


对 于 无 穷 小 的 非 齐 次 Lorentz 变 换 (5.50) ， 么 正 算 符 U 取 以 下 形式 ; 
Ulo, e) = e ta Pa * P m Ms enG, (6.22) 


这 里 ，C(1D 是 一 个 守 便 量 算 符 ， 忆 和 Muv 分 别 是 量子 化 旋 量 场 的 能 量 、 动量 矢 址 算 符 和 
总 角 动 量 张 量 算 符 。 按照 (6.21) 和 (6.22) ， 算 符 C(f) 是 场 算 符 的 主动 变换 的 生成 
元 ,而 Ph 和 Muv 则 是 非 齐 次 Lorentz 群 的 表示 生成 元 ， 它 们 之 间 存在 如 下 的 简单 关系 ; 


G) = ca Pu = -5 0uvM uve (6.23) 


由 于 G(t) 是 守恒 量 算 符 ， 因 而 Ps 和 Mp 也 是 守恒 物理 量 算 符 。 把 《6.22) 代 入 (6.21), 
精确 到 一 阶 小 量 ， 我 们 有 


W Cx) = (x) + dx) 


= 出 (x) 十 HO GOI (6.24) 


因此 ， 
GO = HOGOI (6.25)a 
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利用 G(t) 的 厄 米 性 ， 极 易 得 到 
Dt) = Ep (x), G(03. (6.25)b 
i 
利用 正则 等 时 反对 易 关 系 《6.1) 和 公式 (6.3) ， 不 难 验证 (6.25) 式 。 这 样 ， 我 们 就 
确信 (6.21) 和 (6.22) 的 正确 性 。 
BAM, RE (1.36) 和 (3.64) ， 在 变换 (5.50〉 之 下 ， 中 (x) 按 下 式 变换 ， 


y(x’) = AC(o)Y(x), (6.26) 
其 中 ， 


A(o) = 1, +-QLesSus 


在 (6.26) 式 里 以 x 代替 x 得 到 


Y (x) = 人 A(o) 和 Ca-:(x - e)3, (6.27) 
按照 相 容 性 条 件 (5,70) ， 我 们 有 

U(e,e)0(z)U t (o, e) = A 1(o)(ax+ e). (6.28) 
当 只 考虑 时 、 空 平移 变换 时 ， 

a= lo 


Ao) = A (0) = To 
(6.28) 式 简 化 为 
U(e) YU (e) = (x+), 


对 于 有 限 的 时 、 空 平移 ， 同 样 有 : 
e +Pp(x)e@%*P = h(x tb), (6.29) 


此 式 显 然 适 用 于 由"(x) 。 

对 于 规范 对 称 性 的 情形 ， 我 们 仅仅 指出 ， 自 〈5.73) 式 一 一 (5.76) 式 的 讨论 仍然 适 
用 ， 只 需 将 那里 的 算 符 Q 代 以 旋 量 场 的 广义 荷 算 符 ， 并 注意 旋 量 场 与 标量 场 在 量子 化 条 
件 方面 的 区 别 。 这 一 工作 请 读者 自己 去 做 。 


83 分 立 对 称 性 
旋 量 场 在 分 立 对 称 变换 下 的 变换 法 则 与 标量 场 有 一 些 不 同 之 处 。 对 于 相同 之 处 ， 我 
们 直接 引用 第 五 章 $ 4 的 结果 ， 而 对 不 同 之 处 ， 适 当 加 以 说 明 。 
(一 ) 空间 反 演 变换 
在 经 典 理论 里 ， 芒 量 场 在 空间 反 演 下 的 变换 法 则 即 是 《1.64》 式 ， 
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PYRA). 


或 者 写 为 主动 变换 的 形式 : 

由 Oo > ,1) = v 0(- x, D). (6.30) 
AE, sf plik P] 25% Ht 2: JJ Z E 3848.2, E 

WG 1)= PtP (6.31) 
BOR (6.30) 5 (6.31) 式 相 容 ， 这 就 导致 

PHXP Ys- x, t). (6.32) 


此 式 便 是 基 子 旋 量 场 的 空间 反 演 变换 法 则 ，.? 即 是 相应 的 空间 反 演 算 符 或 字 称 算 符 。 为 
了 找到 2 的 显示 表示 式 ， 我 们 把 (6.32) 式 转 到 动量 空间 。 把 场 算 符 的 平面 波 展 式 (6.6)0 
代入 (6.32), 

= Ayy Tea. lu eik°x- iEpt 


+ Pdi, PUksE -ikat Ent) 


-gV E erene- ko Ept $ 

+ di, Yavks ei + Ert), (6.33) 
利用 0.178) 式 容易 验证 以 下 二 式 ; 

Yan = kss (6.34)a 

Yap = Vkse (6.34) 


把 (6.34) RA (6.53) 右 端 ， 并 将 右 端 求 和 号 下 的 k 全 部 换 成 - k， 即 得 
Pek PT = Coki (6.35)a 


Pdks P= -dokse (6.35)b 


将 (5.82) 与 (5.83〉 比较， 同时 将 (5.94) 5 (5.95) 比较 ， 即 可 看 出 ， (5.83) 式 
右 端的 负 号 是 使 (5.95) 式 指数 里 的 第 一 、 三 两 大 与 (5.94) 的 相应 项 反 号 。 据 此 便 可 
得 到 (6.35) 式 的 解 为 : 


i 
P= exp{ - i TE Cke— cË, chs 
- di, dks- d}, da) (6.36) 


容易 证 明 ， 空 间 反 演 对 旋 量 场 的 能 量 、 动 量 和 电荷 的 影响 如 下 
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H. =H, (6.37) 
Pt #P.2-1= - P. (6.38) 
PeQF 1=eQ, (6.39) 
此 外 ， 从 《3.81) 式 可 以 得 到 旋 量 场 的 角 动 量 算 符 为 a 
Ma = [dx son t xrr0sy = ia F nh) 
利用 (6.32) RUR 
PAXE) P l=x(-—-x,1)Y, 
即 可 证 明 
PMP = Mi. (6.40) 


(6.37) — (6.40) 诸 式 的 物理 意义 与 (5.96) — (5.99) 诸 式 相同 。 
为 了 计算 旋 量 粒子 的 内 更 宇 称 ， 首先 把 宇 称 算 符 .作用 于 量子 场 的 激发 态 必 ,10 > 


和 dt,10> 
ck | 05>= Pots 719) O> = cl 05, (6.41)a 
Pdi) 0> = Pdi; F719)0)= -di10), (6.41)b 
然后 令 k = 0 〈 即 在 粒子 自身 参考 系 里 来 考察 ) ， 便 得 到 
ci10>= ct10>， (6.42)a 
dš: |0> = -dês| 0>. (6.42)b 
以 上 二 式 表明 ， 料 子 的 内 烹 宇 称 为 偶 ， 反 粒子 的 内 裹 宇 称 为 奇 。 但 是 我 们 也 可 以 令 类 


粒子 为 反 粒 子 ，d 类 粒子 为 正 粒 子 。 因 此 ，“〈6.42) 式 的 确切 意义 是 ， 旋 量 粒子 与 其 反 
粒子 具有 符号 相反 的 内 豆 宇 称 [ 注 1]。 

(6.37》 式 意味 着 量子 化 旋 量 场 理 论 具有 空间 反 演 不 变性 。 事 实 上 ， 在 第 一 章 已 证 
明了 场 方程 的 不 变性 5 直 )， 剩 下 的 问题 是 要 证 明正 则 等 时 反对 易 关 系 的 不 变性 。 利用 
(0.2)a 和 (6.32) 549, 


Abal- xst), PEC y, t) = {PAA ta P, PEY CY, YDP) 
= PY) Dahl), HDA 


= dad VL- xX) - (-y)3. 


CE1) 在 得 到 《6.42) 式 时 ， 同 样 使 用 了 显然 的 本 征 值 方程 由 0>= 10>。 
5 注 2] 于 由 算 符 基 的 么 正 性 ， 在 量 于 场 论 的 枢 架 内 ，Dirac 方 程 的 空间 反 演 不 变性 是 极 易 证 明 的 。 


o bikr 
在 经 典 的 Dirac 理 论 里 ， 场 函数 由 (x) tb r RAAI O) 由 下 式 联系 ; 
= CH (6.43) 
Fp, WECH (1.216) 式 确定 。 类 似 于 〈5.107) 式 ， 可 以 找到 一 个 么 正 算 符 多 ， 使 
得 


gy (6.44)a 
因 算 符 多 与 Y 作 用 于 不 同 的 空间 ， 所 以 又 有 

g qe -= 下 (6.44)b 
LAEE pE E= p, BrDL 6.44) 式 的 道 变换 为 

CA Set = j, (6.45)a 

epep. (6.45)b 


按照 相 容 性 的 要 求 ，〈6.44)a AWRY EE (6.43) RELH. Bk, PAR 
(6.44) 式 转 到 动量 空间 。 为 此 ， 将 (6.6)a 代 入 (6.44)a， 得 到 


ett edi, Pvp") 


= a E leis uget dvp), (6.46) 
: 


ME, YR (1.209) 式 的 一 种 最 简单 的 情况 ， 


uke = Uka 
VE, = uka 
把 这 两 式 代入 〈6.46) 式 即 得 : 
Pek! = dks (6.47)a 
Pdks FT = Ckse (6.47)b 


HT (6.47) 式 与 (5.108) 在 形式 上 一 致 ， 故 可 类 比 于 〈5.109) 直接 写 出 这 里 的 算 符 
P: 


F= exp{- FACh cks— Chs dks 
+ dis dks- dis cko) } (6.48) 


不 难看 出 ， 电 敬 共 轿 变 换 不 改变 场 的 真空 态 
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g#l0>=l05, (6.49) 
而 且 变换 多 把 一 个 粒子 的 场 态 与 一 个 反 粒 子 的 场 态 互 换 ， 

#ck,|0 >= dk,.|0 >, (6.50)a 

gadis10>= cits10>. (6.50)b 


因此 ， 在 场 论 的 理论 框架 里 ， 电 荷 共 恩 变 换 直 接 交换 粒子 与 反 粒子 ， 场 方程 不 再 有 负 能 
解 ，“ 负 能 粒子 海 ” 也 完全 没有 必要 引入 了 。 


电荷 共 轿 变换 对 场 物 理 量 有 以 下 影响 ; 
gHg-!=H, (6.51) 
gPe-'=P, (6.52) 
TAr =-Q. (6.53) 


这 些 结果 的 正确 性 ， 只 要 注意 到 ， EBER ERTF, ch ckt did ERR — A Y 
然 . 按照 (6.53) 式 ， 场 的 守 便 流 密度 矢量 外 应 当 具 有 以 下 的 变换 性 质 ， 


Fn! = 一 Jp (6.54) 
但 是 事实 上 ， 


Jula) = ipla) Yu (x) (6.55) 
并 不 具有 〈6.54) 式 的 变换 性 质 。 这 是 因为 按照 (6.55) 式 ， 在 广义 守恒 荷 Q 的 动量 空 
间 表 示 式 里 将 出 现 无 穷 大 的 零点 荷 。 这 个 无 穷 大 的 零点 荷 使 得 Q 的 表示 式 对 交换 算 符 
Chs ck fl di, aks 的 操作 失去 了 应 有 的 反对 称 性 。 因 此 ， 我 们 假定 在 Jh 的 表示 式 里 场 算 符 
及 其 电 符 共 固 算 符 应 当 反对 称 地 出 现 ， 即 应 有 : 


I) = FR Yud (x) = TC) Ya), (6.56) 
此 式 已 完全 满足 (6.54) 式 。 由 于 

和 (= C-1q6eGa), (6.57)a 

p) = -YC (6.57)b 


故 
Wey = PT YES = Cu p) qf, 
于 是 ， 可 把 (6.50 式 重 写 为 : 


Jata) = Lone Cred CTT) ], (6.58) 


此 式 右 边 实际 上 是 Hilbert 空 间 算 符 中 a(x)、 下 (x) 的 对 易 括号 ， 因 而 又 可 把 (6.58) 式 的 
Vu(%) 重 写 为 如 下 的 反对 称 形式 : 
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Ja) = FTG), Yab (6.59) 


由 此 可 见 ， 用 (6.50 式 来 定义 Jn(x)， 事 实 上 是 将 Ju(x) AARE bal), POORTE 
对 称 化 。 相 应 地 ，〈6.59》 式 的 Jn(x) 就 叫做 反对 称 化 的 流 算 符 。 
现在 来 证 明 ， 守 便 流 的 上 述 反 对 称 化 定义 与 其 正规 乘积 的 定义 


Ja(x) = iP Yn x): (6.60) 
等 效 ， 即 要 证 明 

HFG, Yb) = GOYO: (6.61) 
注意 到 VO DOI O = Da (x) Ye (x), WHERE aE), PO 表示 为 

zT, WYA E h), a). (6.62) 


将 (6.62) (RA (6.61) ， 记 要 证 明 的 结果 就 成 为 ; 


y eo, Yad) = Yh Yel): (6.63) 


现在 ， 把 a(x) 和 Ye(x) 均 按 (6.6) 式 分 解 为 正 , 负 频 率 部 分 之 和 ;a(x) = Y (x) 


+ |£? (x), Pat) = W£ G) HEO (x), 利 用 正规 乘积 的 定义 (6.19) 不 难 算出 (6.63) 
RE, HAZA 


m 一 Ba <, 
Yh (:qaCx) pa (a) : -二 CW), t0) ZEU PO x), PiP (x)} 


- (052 (x), WO ODE SO GO, 08 G0)+ O GO), 082 (xz)})。 


(6.64) 
38 (6.6) 式 与 (6.8) 式 相 结合 便 可 算出 上 式 右边 的 反对 易 括号 : 
(9 G), WO O= (082 GO, BE? o= 0 (6.65)a 
(1989 G), W WH Sts Je (6.65)6 
(082 (x), H OD) = L>: TAEA vg, Ugs Jetra- (6.65)c 


把 (6.65) 代入 (6.64) 即 得 
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Ey 


Wri NS A 


w(i Pala): - CGO, Yal) 1) 


=a _1 m E < oE ob 
Yu a XE D Ceke ks VEs vks ) 


二 0. 
这 样 ， 就 证 明了 (6.61) 式 。 因 Trys = 0, 故 当 把 Yu 换 成 Ys 时 ，(6.61) 式 仍然 成 立 。 
综 上 所 述 ， 由 于 守 便 流 的 反对 称 化 定义 (6.59) 等 效 于 其 正规 乘积 定义 (6.60) , 
因而 这 样 定义 守 便 流 算 符 之 后 ， 无 穷 大 的 零点 荷 已 被 抛弃 ， 从 而 保证 使 (x) 具有 正确 
的 变换 人 性质 (6.54)。 这 与 量子 化 标量 场 的 情形 是 完全 一 致 的 [ 见 (5.111) 一 《5.115)]。 
在 第 一 章 里 已 从 量子 力学 角度 证 明了 .Dirae FERRARE, HFAA? H 
么 正 性 ， 场 方程 和 等 时 反对 易 关 系 的 电荷 共 辐 不 变性 是 极 易 证 明 的 ， 请 读者 自己 去 做 . 


(=) 时 间 反 演变 换 


旋 量 场 的 时 间 反 演变 换 法 则 比 标量 场 要 复杂 一 些 ， 让 我 们 首先 来 看 经 典 场 《 即 量子 
力学 波 函 数 ) 中 (x) 的 时 间 反 演变 换 。 假 设 在 时 间 反 演变 换 


Í 0, Xuv 
a i Šw=t+ 1, Bh=v=j= 1,2,3 
- 1, 4h=v= 4 


之 下 ， 场 函数 中 (x) 按 下 式 变换 ， 
Y (x)= 及 和 (xz)， 
那么 , 大 体重 复 第 一 章 $4 的 讨论 方法 (注意 8 与 5 的 区 别 )， 即 可 看 出 , MR = YiYays 
时 ， 即 仅 当 
(x) = YiYaYs 中 (x) 
时 ， 才 能 保证 Dirac 方程 的 时 间 反 演 不 变性 。 在 量子 场 论 里 ， 上 式 同样 是 量子 场 算 符 在 


时 间 反 演 下 的 变换 法 则 。 
现在 ， 采 用 类 似 于 第 五 章 §4，〔 三 ) 的 做 法 ， 用 Hilbert 空 间 的 反 么 正 算 符 
=U% (6.66) 


来 实现 场 算 符 的 时 间 反 演变 换 。 但 必须 注意 ， 在 旋 量 场 情形 下 ， 
TAT Ep (x, t) = YYY x, -— 1), 


为 了 找到 正确 的 对 称 变换 法 则 ， 即 为 了 确定 .中 (x). 一! 等 于 什么 ， 首 先 来 比较 中 (z) 
与 了 (2x).9 一 所 满足 的 方程 式 。 在 反 演 后 的 Dirac 方 程 
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(Yó +m) (x)= 0 


E, UIRE, RASV (x) 所 满足 的 方程 式 : 
(uñu +m) |” (x)= 0 (6.67)a 
此 式 就 是 Dirac 方 程 (1.34) 。 再 以 反 么 正 算 符 了 去 变换 (1.34) R, FEE: 


Yu = Yu", 0 2! = 及 Y= -Yis YY Y= Ys Ya” = Yo ð= 0; 
(j= 1,2,3),a46= 04, 就 得 到 .中 (x).7 BTM UE JJ BE Ç, 


(~Y101+Y202 -Ys0s -Ys04 +m) F(X) 7 0 (6.67)b 
由 此 可 见 ，. 交 中 (x).9-! 不 满足 Dirac 方 程 (1.34) .现在 , 需要 适当 变换 方程 式 (6.67)a， 
以 -Y: 左 乘 (6.67)a， 并 利用 Y 和 矩阵 的 反对 易 关 系 (1.36)a 以 及 前 面 得 到 的 公式 中’ (x) 
=Y1YsYs 中 (x) 可 得 

(—Y101+Y02 -Ys0s -Yð tm)Y iY Ü (x, -1)= 0. (6.68) 

将 (6.68) 5 (6.67)b1k nÍ, TAa) yY tA, -了 之 间 存在 线性 关系 ， 从 
简单 性 考虑 ， 可 直接 令 二 者 相等 。 由 此 就 得 到 场 算 符 的 时 间 反 演变 换 法 则 ， 


FY) FT = Ys - 1), (6.69)a 
令 

Ty= YsY1, (6.69)b 

T = YiYss (6.69)c 
就 可 把 〈6.69)a 式 写 为 ， 

TADI- = Tx, - D). (6.70) 
不 难 验证 《6.69)5b 式 定义 的 算 符 Ty 满足 以 下 诸 条 件 ; 

E i Teta Ty (6.71)a 

Ts s; (6.71) 

Tt =(= - Ty-!, (6.71)c 

Ty 'yaTy= Yy. (6.72)a 
把 (6.71)a 与 (6.72)a 相 结合 ， 同 样 还 有 

TyYu Ty"! = yp*。 (6.72)b 


从 (6.68) REBAH, VO, - t) 满 足 变换 后 的 Dirac 方 程 (1.34) : 
Cudi + m) yx, - t) = 0. 


至 此 ， 我 们 已 找到 场 算 符 的 时 间 反 演变 换 法 则 《6.70) ， 以 及 (x) = RY), 并 详细 
讨论 了 Dirac 方程 的 时 间 反 演 不 变性 。 下 面 再 来 证 明 等 时 反对 易 关系 (6.2) 的 不 变性 。 
利用 变换 法 则 〈6.70) ， 并 注意 : 7 了 Ty7 = -Ti _1TyZ = -T [此 二 式 可 
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用 〈6.71)c 式 来 验证 ] 即 得 : 
(a (x, - D), bE (Y, - Dy 
= ((Ty 0 (x, DI a CF (y, t) 7T 
= FALTO, 1232 Ch (y, TY} > —: 
=S (Te RN Dy: 
= daad (X - y); 
因为 R+ = YsYsY1 = R-'， 所 以 在 上 式 两 端 乘 以 RcaRh ， 并 注意 (x) = R(X， - D, 
可 得 ; 
EWE), WY, t)) = {Rrayalx, - t), WC D Rh Y 
= Rra Rb dapd V(X- y) = dnd (x- y), 
同样 地 ， 以 Ra Rb 乘 《6.2)a 式 之 两 端 ， 并 注意 ， 趾 (x ) = R(x)， 又 得 到 : 
LIO, D, = 8.800 yD), ` 
以 上 详细 讨论 了 反对 易 关 系 〈6.2)a 的 时 间 反 演 不 变性 。(6.2)2 的 不 变性 请 读者 自己 证 
明 。 
综 上 记述， 在 旋 量 场 情形 下 ， 虽 然 不 能 像 在 标量 场 情形 下 那样 找到 一 个 简单 的 相 容 
性 条 件 ， 但 经 典 场 的 时 间 反 演变 换 法 则 中 ‘(x ) = RR 中 (x) 与 量子 场 的 变换 法 则 《6.70) 仍 


然 是 内 在 一 致 的 。 
时 间 反 演 对 场 物理 量 的 影响 ， 与 从 倒 过 来 放映 的 电影 里 所 看 到 的 情形 一 致 ， 


THT = [reni 


x... LMR en 


= [tes -Diah -D HOD (6.73) 
因为 H(t) 是 守恒 物理 量 算 符 ， 故 上 式 事实 上 应 写 为 : 

FHF "= H(t), (6.74) 
类 似 地 有 

TPT- = -PCD)， (6.75) 

FH) T= -Ju(x, - t), (6.76) 


84 不 等 时 反对 易 关 系 


等 时 反对 易 关系 6.1)》 M (6.2) 要 求 反对 易 括 号 中 的 两 个 场 算 符 属 同 一 时 刻 的 算 
175 


f, WH *(x)ASJ&LorentzBEE R. FREER S5 所 述 的 原因 ， 这 些 反对 易 关系 均 不 
具有 显示 的 Lorentz 不 变性 。 为 了 建立 具有 显示 不 变性 的 反对 易 关系 ， 我 们 来 计算 不 等 


时 反对 易 括号 {中 a(%), 下 p(y)} 之 值 ， 利 用 (6.65)a 可 得 ; 


aG), oCy)} = (08202, BE {YE Cz), HPO 6.77) 
将 《1,197)a 和 “(1.201)a 结 合并 代入 (6.65)b 得 到 上 式 右边 第 一 项 


LIPO 4000) E a (yrkt im)asekt 0, (6.78)a 


再 将 《1,197)b 和 “(1.201)b 结 合并 代入 《6.65)c 得 到 《6.77) REAR I: 


11820), WPO) "ZDE kima ease (6.78)b 


yeketitæ-D = p jyegetita-n, 


(这 里 ， amas = -2 ， 故 (6.79 式 又 可 重 写 为 


etka», (6.79)a 


la), Tye i gm Le 1 
(0890), HOE - (y 2 ma eT 


iE 


x), BE PE ar ua - ij. 1 一 
{ YE (xX), WEY)}= -i(y*Ə- m)as( £i (6.79)5 


将 以 上 二 式 分 别 与 (5.134)a、(5.134)6 比 较 ， 便 可 将 二 1 EE gee na-na 
A x- y); 


{ VED Cx), POWE -iCY mapA Vx-y), (6.80)a 


LIE, WOO} -ila maA- y). — (6.80)b 


BAER, BEHA (x-y) SREI- y) 有 区 别 ， 其 中 的 质量 是 旋 量 粒子 
的 质量 。 把 (6.80) 代入 (6.77) ， 并 利用 (5.136) 便 得 到 ， 


(aG), Ya(y)}= - iGy*Ə- m)asA (x = y), (6.81)a 
此 外 ， 利 用 反对 易 关 系 〈6.8)c 和 平面 波 展开 式 (6.6) 又 可 得 ， 

{tals Ya(y)} = {a(x), YeCy)}= 0。 (6.81)b 
(6.81) 便 是 所 要 建立 的 不 等 时 反对 易 关 系 。 定 义 反对 易 子 函数 S 和 S 
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SB (x-y)=(Y"0- m)asA E(x- y), (6.82)a 
Sus(x- y) = (y*Ə— m)asA (x - y), (6.82)b 
MQ (6.80) RM (6.81) 式 分 别 成 为 ; 


da), POO) = iS (x - y), (6.83)a 
{ WE), HOO) = - :ISSP'(x - y), (6.83)b 
和 
dhala), Ye(y)}= -iSap(x ~ y), (6.84)a 
{ax), p(y)} = {Valx), $a(y)} = 0. (6.84)b 
反对 易 关 系 (6.83) 和 “6.84) 也 可 以 用 旋 量 矩阵 的 形式 写 出 来 
WP PO) = - iS (x- y), (6.85)a 
WOPO) iSO- y), (6.85)6 L 
(0G0,4GO))= -iSGx- y), (6.86)a 在。 
{Cx), D) = {h(x), hy)}= 0 (6.86)b- 


现在 来 证 明 不 等 时 反对 易 关 系 〈6.81) 的 Lorentz 不 变性 。 把 C6.81)a 中 的 算 符 和 
ah 都 换 成 变换 后 的 量 : 
dhala), hay)}= (Aš), Pa Aash 
= — š (Yow ~ m)asA? (x’ — y’) 
= -iCA YAD; - m)asA! (x? ~ y?) 
= -iC Ašà2 (Yv)a'B/As'e85y — mdaar da dp A’ (x? — y’), 
ERRUR AnA Fa (从 1 到 4) 和 B (从 1 到 4) Rl 
As ha Aos AP {hi (x), Faly) 
= i(AnaAad’ (Yv)arsrAgre Agra 
~ MÄnadaa’ darder Az )A’ (x — y”), 
借助 于 熟知 的 矩阵 乘法 规则 ， 立 即 由 上 式 得 到 ， 
{ aG), Pk (y= -Eea - m)wA2 (x? y) 


在 上 述 证 明 中 ， 曾 使 用 了 A(x) 的 标量 性 质 ， 类 似 地 可 以 证 明 〈6481)8 式 的 Lorentz 不 变 
tE 
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$5 ”Feynman 传 播 函数 


传播 函数 的 物理 意义 以 及 它 的 场 论 定义 已 在 第 五 章 详 述 过 。 这 一 节 我 们 来 讨论 旋 量 
场 传播 函数 的 数学 形式 。 与 正规 乘积 的 情形 一 样 ， 旋 量 场 算 符 在 时 序 乘积 符号 下 是 反对 
易 的 ， 

> Í qa), 3521, 
TCYa(x) Ye(x2))=) 一 (6.87) 
= a(x2) alx), 34211. 


即 
T Chali) olxa) = ~ Talr) pal) (6.88) 
量子 化 旋 量 场 的 传播 函数 SF(x, - xs) 便 是 时 序 乘积 (6.87) 的 真空 期 望 值 ; 
Spx1 = x2) = < 0 TCO (x) xs) 0 > (6.89)a 
ñ 
Spal, = xa) = < O |T Cha (xi) Pol) 05, (6.89)b 


为 了 找到 SF 的 四 维 积分 表示 式 ， 首先 要 找 出 Sr 与 标量 场 传播 函数 Ar 之 间 的 关系 。 
当 丰 ts 时， 注意 到 《6.83)a， 我 们 有 


Srap(x1 = x2) = < 0|T Cha (xi) Fola) 0> 


=< OHY (x1), P(x2)}10> = = SP = xa)» (6.90)a 
3442118 ÆR 6.83)b, XA 
Srap= ISS (x, ~ Xs). (6.90)b 


因此 ， 
Spap(x1 ~ x2) = < 0|T Qa (xi) Pal) 0> 


= -i0Gt, = ta) S&P (x x) HiO - ti) SS? (xi ~ x) 
= -i0(t, =t) (Y° - m)apA™ (x, - x2) 
十 和 (ta -ti EY- m)apA™ (x, - x+), 


其 中 ,9 一 ( 即 对 x 点 的 坐标 来 导 )。 因 为 
i 
YeI- ta) = = iY Ot t) = iyed tit:), 


Hite MATH -ts) 和 8(ts -t) 移 到 微分 算 符 右边 : 
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Seus(xi = x+) = - (YO ~ M) asl, 一 如 )A (x; — 21) 
—i0(ts -ti)Ac (x x) 
另 方面 ， 把 《5.134) 式 代入 到 〈5.171) 式 的 第 二 个 等 号 右 方 ， 可 得 到 


Arla) =i0G0A9(x) - ig(- 1) AS2(2), (6.91) 
因而 我 们 有 

Spap(X1— xÚ) = — (Y*8 一 mm)apAr(xl 一 X2)。 (6.92) 
令 xi= x，xs=0， 则 上 式 成 为 

Seap(x) = - (Y°0 ~ m)apAp(x), (6.93)a 
或 

Sr(x) = - (vy*0 - m) Ax(z). (6.93)b 


利用 Ar(x) 的 四 维 积分 表示 式 (5.175) ， 不 难得 到 Sr 的 四 维 积分 表示 式 为 : 


re pn 
Sp(2) Z= [25605 ; (6.94)a 


其 中 ， 付 利 叶 分 量 


CN EE EA (6.94)b 
y'k-im-ie 


便 是 传播 函数 Se(x) 的 动量 空间 表示 式 。 


习 是 


“(1) 根据 第 二 章 的 讨论 以 及 第 五 章 8 6 的 讨论 ， 你 现在 如 何 理解 一 个 自由 电子 的 运动 ? 量子 场 
论 对 单个 场 量子 的 运动 是 否 能 给 出 理论 描写 ? 

(2) 推导 (6.14) 式 和 (6.15) Re 

(3) 证 明 ， 在 正规 乘积 符号 下 ，Bose 场 算 符 相互 对 易 ， 而 Fermi 场 算 符 相互 反对 易 。 

(4) A (6.28) 式 出 发 推出 在 正 Lorentz 变 换 和 三 维 空间 正 转动 下 $(x) 之 变换 法 则 。 

(5) 以 旋 量 场 为 例证 明 ， 在 三 维 空 间 正 转动 下 ， 场 的 主动 变换 的 生成 元 是 场 的 总 角 动 量 算 符 ， 
而 场 的 被 动 变换 的 生成 元 则 是 场 的 自 旋 角 动量 算 符 。 

(6) 完成 本 章 S 2 关于 规范 对 称 性 的 讨论 。 

(7) 在 量子 场 论 里 ， 电 荷 共 轿 变换 直接 交换 粒子 与 反 粒子 ， 勿 需 引入 负 能 粒子 作为 中 介 ， 其 根 
本 原因 何在 ? 

(8) 验证 (6.76) 式 。 

(9) 在 $4 里 曾 证 明了 (6.81) 式 的 Lorentz 不 变性 ， 如 果 直 接 证 明 (6.86) 式 的 Lorentz 不 变 
性 ， 将 会 遇 到 什么 困难 ? 

(10) 证 明 (6.82) 式 定义 的 Sc*>(x)、S(x) 均 满 足 量子 场 方程 式 (1.34) 。 

(11) 用 类 似 第 五 章 $ 7 的 方法 找 出 旋 量 场 不 变 函数 ， 并 推出 其 四 维 积分 表示 式 。 
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(12) 在 场 物理 量 算 符 的 表示 式 里 、 不 等 时 反对 易 括号 里 以 及 传播 子 里 ， 场 算 符 的 相 乘 方式 有 什 
么 不 同 ? 为 何 会 有 这 些 不 同 ? 

(13) 推出 量子 化 施 量 场 的 时 间 反 演算 符 的 表示 式 ， 并 导出 旋 量 场 有 一 个 粒子 的 态 和 有 一 个 反 
粒子 的 态 在 时 间 反 演 下 的 变换 法 则 。 

(14) 证 明 ， 如 所 我 们 要 求 场 的 真空 态 具有 Lorentz 不 变性 ， 则 不 但 场 的 零点 动量 恒 为 零 ， 而 且 
办 点 能 量 也 为 零 ; 

。 但 是 ， 在 正则 量子 化 的 结果 里 ， 场 的 零点 能 量 并 不 为 零 (必须 根据 实验 事实 人 为 地 令 它 为 零 )， 
对 此 应 当 如 何 解释 ? 
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第 七 章 。 量子 化 电磁 场 


如 第 一 章 所 述 ， 光 子 自 旋 为 1 ， 电 磁场 是 Bose 场 。 在 第 二 章 里 曾 通过 场 方程 的 谐振 
子 解 对 电磁 场 进行 量子 化 ， 但 在 那里 ， 为 了 突出 物理 内 容 曾 采 用 Coujomb 规 范 进 行 量子 
化 。 在 Coulomb 规 范 下 ， 非 物理 的 自由 度 已 被 消除 ( 见 第 一 章 ， §12 )， 量 子 化 方法 E 
较 简单 ， 但 理论 失去 了 明显 的 Lorentz 协 变性 ， 处 理 相互 作用 反而 不 方便 。 因 此 ， 在 这 
一 章 里 ， 我 们 将 采用 Lorentz 规 范 进行 量子 化 ， 由 于 在 Lorentz 规 范 下 ， 电 磁场 出 现 非 物 
理 的 自由 度 ， 因 而 量子 化 方法 要 复杂 一 些 。 


§1 电磁 场 的 量子 化 


在 Lorentz 规 范 下 ， 经 典 电磁 场 的 场 方程 便 是 (1.250) 式 。 其 中 ， 势 分 量 4k(x) 便 是 
电磁 场 的 场 函 数 。 场 的 Lagrange 函 数 密度 由 (3.42) 式 给 出 ， 场 的 正则 坐标 和 正则 共 轰 动 


量 分 别 是 ; 


AG) 和 p(x) = A.G, a.) 
因此 ， 按 照 (4.38) 式 ， 电 磁场 的 量子 化 条 件 为 : 

[Anlx, t), nuly, t)] = idu V(X- y), (7.2)a 

LAG,.1), ACY t) J= [mG D), a Gy,D)3= 0。 (7.2)8 
按照 UAD 式 ， 量 子 场 正则 运动 方程 为 : 

Aa D= TAO, D, HO] (7.3)a 

au(x, t) = Fimo t), HAJ (7.3)b 


场 的 Hamilton 算 符 日 (t) 便 是 (3.43)6 式 的 量子 对 应 : 
HO) = d'acant, DanC, D + yA DA DI a.) 
把 (7.4) 代入 (7.3)， 并 使 用 类 似 于 导出 5.5) 式 的 方法 ， 可 以 得 到 ， 
A= m 
以 及 m= Ap 
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以 上 两 式 给 出 量子 化 电磁 场 的 场 方程 为 

D JAG) = 0 (7.5) 

此 式 与 (1,250) 式 在 形式 上 一 致 ， 因 此 ， 类 似 于 (1.266) 式 ， 可 以 写 出 (7.5) 式 的 任 
意 解 如 下 : 


AG) = JZ eğ, (ane ®+ ane We) (7.6)a 
相应 地 有 
ma (x. ~ yy 2 ek, (a etis — ape ta), (7.6)b 


Kh, 
二 如 ， 当 和 = 1，2，3 
Í Ç an 


aki = 
-ap N=4 


H (7.6) RA (7.7) REBAH, A= 1，2，3 ) 为 厄 米 算 符 ，A4 为 反 厄 米 算 符 。 
如 第 一 章 所 述 ， 这 是 为 了 保证 理论 的 显示 协 变性 所 必须 的 . 

使 用 类 似 于 推导 (5.10) 式 的 办 法 ， 并 注意 极 化 矢量 的 正 交 条 件 〈1.264)， 即 可 从 
《7.6) 式 得 到 : 


oa = -|dtxe "e ° k Aala) i (7.8)a 
a E xet, Aula) petk” © 8b 
kis yF ZE ki EE i 


被 分 算 符 的 定义 便 是 《5.11》 式 ， 利 用 对 易 关系 《7.2) ， 正 交 条 件 (1.264) ， 以 及 
积分 公式 〈1.184)， 并 使 用 类 似 由 (5.10) A (5.13) 的 推导 步骤 ， 即 可 得 到 ak、 a 所 
满足 的 如 下 对 易 关系 : 


[aku Gkn2)= Bkk/ Da’ (7.9)a 
[a aka]= 0. (7.9)b 


为 了 显示 电磁 场 的 粒子 性 ， 需 要 把 场 物理 量 算 符 的 表示 式 转 到 动量 空间 。 把 (7.6) 
RA (7.4) ， 并 利用 积分 公式 (1.184) 、 对 易 关 系 (7.9) ， 以 及 正 交 条 件 (1.264)， 
便 得 到 算 符 日 的 动量 空间 表示 式 : 


L pon 
H= XXn + PK (7.10) 


重新 定义 真空 态 为 零 能 态 ， 并 注意 7.7) 式 ， 可 将 上 式 重 写 为 
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H = Po asal os al oe Jiki (7.11) 
根据 〈3.69)6， 动 量 算 符 的 坐标 空间 表示 式 为 
P= -few (7.12) 


把 (7.0) 代入 此 式 ， 大 致 重复 〈7.11) 式 的 推导 步 又 就 得 到 算 符 P 的 动量 空间 表示 式 
P ">a ak +a, Gks - ak, ak )k. (7.13) 


H (3.97) 式 容易 看 出 ， 电 磁场 的 总 电荷 为 零 ， 这 与 光子 不 带电 之 事实 一 致 。 

现在 ， 我 们 回 到 (7.1 式 。 该 式 右边 的 算 符 of, aks 前面 有 负 号 ， 如 果 把 这 一 算 符 
定义 为 时 间 光 子 的 粒子 数 算 符 ， 则 场 的 能 量 就 不 可 能 是 正定 的 。 因此 ， 为 了 保证 场 能 的 
正定 性 ， 必 须 把 时 间 光 子 的 粒子 数 算 符 定义 为 

a= - of aka, (7.14) 

根据 第 二 章 的 讨论 以 及 对 易 关 系 (7.9 ， 另 外 三 种 光子 的 粒子 数 算 符 分 别 是 ，oi， ak 
Gk, Okas Aka 0xs; 这 些 光 子 的 产生 、 潭 灭 算 符 分 别 是 ot 、aki(j 1, 2,3). 可 以 证 明 ， 
时 间 光 子 的 产生 、 潭 灭 算 符 便 是 ct, 、ak4。 假 定 |nk> 是 具有 nm 个 时 间 光 子 的 场 态 ， 它 即 是 
多 4 的 属于 本 征 值 "的 本 征 态 ， 我 们 来 证 明 ， 改 ,| iO Mak) nk 分 别 是 宛 ks 的 属于 本 征 
值 (n+ 1) 和 (mn- 1) 的 本 征 态 。 为 此 ， 利 用 〈7.7) 式 把 对 易 关 系 7.9) 改写 为 


Camis akie J= kdna HA, A= 1，2，3 (7.15)a 
[ako akee J= - Bkk/ du, A=A = 4 (7.15)b 
Caws ayas] = Lak, akey J= 0 。 (7.15)c 


将 兄 ke 作 用 于 上 述 的 两 个 态 ， 并 利用 (7.15 RA: 
Tka ak [nay = — ak, av ak, rika? 
= ak, (> 1 Hak, ak lna = (n+ 1) ak Inka)» 
Wk okslnks) = - ok, ak ak |nka> 
= (- 1 - ak Gk, )ak|nk 2 
= akl- 1- ak, ak )|nka> 
= (n- 1)akdnka>, 


这 就 证 明了 我 们 的 结论 。 但 是 ， 到 此 为 止 尚 无 法 对 量子 电磁 场 做 出 一 个 符合 实验 事实 的 
粒子 解释 。 这 是 因为 在 〈7.11) AM (7.13 式 里 除了 包含 横 光子 以 外 ， 还 包含 纵 光 于 
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(À = 3 ) 和 时 间 光 子 (入 = 4 )， 而 后 两 种 光子 在 自然 兴 并 不 存在 。 


82 不 定 度 规 


在 第 一 节 里 的 量子 化 方法 就 是 引入 不 定 度 规 的 量子 化 方法 。 采 用 Lorentz 规范 进行 
量子 化 , 就 是 为 了 使 理论 具有 显示 的 Lorentz 协 变性 , 便于 处 理 相互 作用 问题 。 在 Lorentz 
规范 下 ， 电 磁场 有 四 个 独立 的 场 函数 4x(x) .理论 的 明显 协 变性 要 求 四 个 4u(x) 构 成 一 个 
Lorentz 矢 量 。 为 此 就 必须 使 4;(x) 为 实 函 数 ，4,(x) 为 纯 虚 函数 ， 在 量子 化 之 后 ， 它 们 
分 别 是 厄 米 算 符 和 反 厄 米 算 符 。 这 就 意味 着 ， 理 论 的 明显 协 变性 与 Minkowski 空间 的 度 
量 性 质 有 着 不 可 分 割 的 联系 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 首 先 简 述 一 下 什么 是 空间 的 度 规 ( 需 要 
详细 了 解 的 读者 ， 可 参 看 JI .K.PALLIEBCKHIE #, MER, “REJ 何 与 张 量 解 
H”, 上册， 第 三 章 。 高 等 教育 出 版 社 ，1955 年 ) 。 度 规 是 空间 的 几何 性 质 ， 例 如 在 通 
常 的 三 维 坐标 空间 〈 三 维 实 欧 氏 空间 ) 里 ， 关 于 任意 两 个 矢量 的 标 积 以 及 任意 一 个 矢量 
的 长 度 平方 的 定义 ， 就 确定 了 这 个 三 维 空间 的 度 规 ， 假 定 x、y 是 两 个 任意 的 三 维 矢量 ， 


则 ， 


Xey = xO = DJXY i £7.16) 
ç 可 
xl? = Bouri (7.17) 


其 中 ，gw 三 844 且 
fou) = G 1 ') (7.18) 


称 为 三 维 实 欧 氏 空间 的 度 规 张 量 。 由 《〈7.17) REA: 
[x> 0 ,对 任意 的 xs0 (7.19)a 
kxl = 0, 仅 当 x=0。 (7.19)b 


即 矢量 的 模 平 方 均 为 正 数 ， 我 们 称 三 维 实 欧 氏 空间 具有 正定 度 规 。 与 此 不 同 ， 在 四 维 
Minkowski 空 间 里 ， 矢 量 的 模 平 方 并 不 总 取 正 值 : 


>0 ”对 于 类 空 矢量 
x*=|x|* -t= 0 对 于 类 光 矢量 (7.20) 
<0 对 于 类 时 矢量 
因此 , Minkowski 空 间 具 有 不 定 度 规 。 倘 若 取 时 、 空 坐标 为 xi = x，xs=y，xs=zyxe= 加 
M) (7.20) 式 可 重 写 为 下 式 : 
x? =|x]? - t? = gooxpxo, (P,O = 1, 2, 3, 0) (7.21) 
HH, gi= 1,guo= - 1,gpo= 0 Chp>0) 。 在 此 种 情形 下 ， Miakowski 空间 的 度 
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规 张 量 是 
sl 0 
四 -| 1 J 238 


现在 来 看 场 算 符 4k(x)。 因 为 4i(x) 为 厄 米 算 符 ，44(x) 为 反 厄 米 算 符 , WA (2) = 
-i4,(x) 也 是 厄 米 算 符 。 这 样 ， 算 符 44(x) 便 是 Minkowski 空间 的 矢量 〈 即 Lorentz R 


量 ) A 的 分 量 : 
A? = gps ApAo. (7.23) 


综 上 所 述 ，Minkowski 空 间 度 规 的 不 定性 质 ， 乃 是 使 电磁 场 的 量子 理论 具有 明显 协 变 
性 的 必要 条 件 ， 正 因为 如 此 ， 本 章 一 开始 就 采取 了 平面 波 展 式 (7.6) ， 并 采取 极 化 矢 
量 的 定义 〈1,263) 。 应 当 指出 ， 在 保证 44(x) 的 反 厄 米 性 质 的 前 提 下 ， 还 可 重新 定义 
ek4 为 


ek = n, (7.24) 
并 同时 在 〈7.6) Blok, 代替 awk。 但 这 样 做 ， 正 交 条 件 1.264) 也 要 相应 地 修改 为 ， 

ee = Sa MANEA, (7.25)a 

enemn=-1 当 和 =4。 (7.25)b 


因而 这 时 ， 对 易 关 系 《7.15) 依然 成 立 。 

电磁 场 量子 理论 的 明显 协 变性 自然 地 导致 Hilbert 空 间 〔 场 算 符 4r(x) 的 定义 空间 ] 
具有 不 定 度 规 。 要 使 理论 具有 显示 的 协 变性 ， 就 必须 要 求 场 算 符 4u(4) 是 Lorentz 矢 量 的 
分 量 ， 否 则 ， 场 方程 7.5) 就 没有 Lorentz 协 变性 ， 更 谈 不 上 建立 协 变 的 对 易 关 系 OX 
种 对 易 关 系 将 在 8 5 给 出 ) ， 而 为 了 使 四 个 -4n(x) 构 成 Lorentz 矢 量 ， 就 必须 使 44(x) 为 
反 厄 米 算 符 ， 如 前 所 述 ， 在 此 种 情形 下 ， 我 们 有 对 易 关 系 (7.9)， 它 可 以 改写 成 (7.15) ， 
式 。 首 先 来 看 具有 n 个 (k，1 ) 光子 ，m 个 (k，2 ) 光子 的 态 : 


(a, "Cag, D” 0) = [rikis mka) e (7.26) 
nim 


在 自由 场 情形 下 ， 可 以 把 这 个 态 表示 为 : 
> Cag, D" Cağ, D" 0 > = [ns Mka? 
ni mm 个 
Ps — 
=ak | 0) ag, | 0> ak, 10 aġ,] 0>. 


按照 正 交 条 件 (2.54) ， 真 空 态 的 模 平方 为 1 ， 因 而 这 个 态 的 模 平方 也 为 1， 
mkas kilkis nk > 
= < 0 Jagat? 0|akz O ai < O] aki ak, | 0297 ak | 0> ok, | 0> ağ, 10> 
=1. (7.27) 
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在 上 式 的 证 明 插 ， 使 用 了 对 易 关 系 《7.15)a。 利 用 (7.15)a 式 ， 同 样 可 以 证 明 具有 "个 
纵 光子 的 态 ， 其 模 平方 为 1 : 


Cnkslnks> = 1. (7.28) 
但 利用 (7.15)6 式 不 难 证 明 ， 具 有 "个 时 间 光 子 的 态 ， 其 模 平方 或 者 为 1 ,或 者 为 ~ 1。 
n 个 n 个 
一 一 一 一 
《nkslnki> = < O lagat O lakaaz, oat|o> 


=< 0lagae O |Caas at, J| 0> ak, 10> 
= (- 1)" (7.29) 


因此 ， 凡 是 包含 时 间 光 子 的 态 ， 其 模 平方 可 以 为 + 1 ， 也 可 以 为 - 1 。 换 言 之 ， 由 于 我 
们 要 求 理论 具有 明显 的 Lorentz 协 变性 ， 就 自然 地 导致 Hilbert 空 间 具 有 不 定 度 规 。 

倘若 放弃 理论 的 明显 协 变性 ， 可 将 〈7.6) 式 中 的 ou 代 以 oi. 。 这 样 , 四 个 44(x) 就 
都 是 厄 米 算 符 [ 六 ' 3, 四 类 光子 的 粒子 数 算 符 分 别 是 ak aa = 1，2，3，4 )， 对 易 关系 
(7,15)b 将 与 《7,15)a 在 形式 上 一 致 ， 因 而 Hilbert 空 间 将 具有 正定 度 规 . 但 是 ， 为 了 使 
理论 在 事实 上 具有 Lorentz 协 变性 ， 就 必须 使 44(x) 具有 纯 虚 的 期 望 值 ， 因 此 ， 仍然 需 
要 在 Hilbert 空 间 引入 不 定 度 规 。 这 进一步 反映 了 理论 的 Lorentz 协 变性 与 不 定 度 规 之 间 
的 联系 。 


83 Lorentz 条 件 与 规范 不 变性 


如 § 1 记述， 采用 Lorentz 规 范 的 量子 化 方法 ， 使 量子 电磁 场 存 在 非 物理 的 自由 度 。 
怎样 才能 消除 这 些 非 物 理 的 自由 度 呢 ? 在 经 典 电磁 理论 里 ， 场 方程 〈1.250) 必须 与 
Lorentz 条 件 结合 才 与 Maxwcll 方 程 等 效 。 换 言 之, 只 有 满足 Lorentz 条 件 的 势 分 量 A4(x) 
才 描写 真实 的 电磁 运动 。 同 祥 地 ， 在 电磁 场 的 量子 理论 里 也 必须 引入 Lorentz 条 件 才能 
消除 非 物 理 的 自由 度 ， 使 量子 化 电磁 场 理 论 能 够 反映 电磁 场 只 包含 横 光 子 ， 而 无 纵 光子 
和 时 间 光 子 这 一 事实 。 

在 经 典 电磁 理论 里 ，Lorentz 条 件 是 加 于 场 的 状态 函数 4h(x) 的 ， 而 现在 ，4n(x) 是 
场 算 符 ， 因 此 ， 量 子 场 的 Lorentz 条 件 应 当 是 对 场 态 矢量 (物理 态 ) 所 加 的 限制 。 最 直 
接 的 方法 是 将 〈1.248) 式 改变 为 下 式 : 

ah4n(x)lo> = 0, (7.30) 


其 中 ，|a> 是 量子 化 电磁 场 的 任意 态 矢量 。 但 由 于 ak4f 7 (x)10 > 羡 0 ， 故 真空 态 不 满足 
《7.30) 式 。 但 真空 态 无 疑 是 量子 场 的 一 个 可 以 允许 的 状态 (物理 态 ), 因而 应 将 (7.30) 
式 进 一 步 修改 为 


[5 注 1] 例如 SESB XF 《量子 场 论 导 论 》， 科 学 出 版 社 ，1980 年 。 
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a A Go = o (SARAR kna ) OD 


此 式 就 是 量子 电磁 场 应 满足 的 Lorentz 条 件 。 为 了 阐明 这 一 条 件 的 物理 内 容 ， 需 要 把 它 
转 到 动量 空间 。 把 〈7.6)a 式 右边 的 正 频率 部 分 代入 〈7.31) 式 得 


4 
妆 生 epoulo> = 0， (7.32) 
=1 


因 k,sk: =k+ek = 0， 所 以 由 (1.263)a 和 (1,263)b， 应 有 
keek1=keeks = 0, 
而 且 这 一 正 交 条 件 与 参考 系 无 关 。 据 此 ， 可 将 (7.32) 式 简化 为 


4 
D k'enanla) = 0. 
x 


把 (1.263) c、d、e 三 式 代入 上 式 . 便 得 到 动量 空间 的 Lorentz 条 件 
(aks -iaks)|a> = 0 。( 对 任意 的 k》 (7.33) 


为 了 刹 出 这 一 条 件 对 量子 场 态 矢量 提出 怎样 的 物理 限制 ， 尚 需 进行 如 下 的 推算 ， 将 
(7.33) 取 厄 米 共 辑 得 


《al(ois + tak ) = 0, (7.34) 
以 《alais - iak) ÆR (7.33) 式 ， 再 以 (aks +ia OHR (7.34) 式 ， 然 后 将 所 得 结 
果 相 加 而 得 下 式 ， 


《alWks 十 现 ktlo> = 0 (对 任意 的 k》 (7.35) 


以 模 方 《ala》 除 上 式 就 得 到 Lorentz 条 件 对 量子 场 态 矢量 所 加 的 物理 限制 
Ca + ro = < Ts t Telo- o, (7.36) 


<aja> 

此 式 的 意思 是 ， 对 于 量子 场 的 任意 一 个 物理 态 aym, ME Lk MT WAARA 
大 反 号 ， 或 者 全 都 为 零 。 因 此 ，Lorentz 条 件 限制 量子 场 态 矢量 是 Hilbert 空间 的 这 样 一 
些 矢量 ， 在 这 些 矢量 所 描写 的 状态 下 ， 纵 光子 和 时 间 光 子 对 场 的 能 量 、 动 量 的 贡献 总 和 
为 零 ， 以 致 从 物理 观察 的 效果 看 来 ， 量 子 电 磁场 只 有 横 光 子 ， 而 无 纵 光子 和 时 间 光 子 。 
这 样 ，Lorentz 条 件 有 效 地 消除 了 非 物理 的 自由 度 ， 使 理论 描写 与 实验 事实 一 致 

按照 (7.11) 、 (7.13) 和 (7.36) ， 可 以 对 量子 电磁 场 作 如 下 的 粒子 解释 ， 电 磁 
场 包含 许多 质量 为 零 、 自 施 为 1 的 横 光 子 。 横 光 子 有 两 种 独立 的 横向 极 化 态 ， 分 别 与 
入 = 1，2 对 应 。 量 子 场 的 频率 为 orx、 波 矢 为 k 的 谐振 动 ， 同 时 又 是 一 些 能 量 为 ox、 动 量 
为 k 的 横 光 子 。 

如 上 所 述 ，Lorentz 条 件 从 Hilbert 空间 中 选 出 了 一 个 与 真实 的 微观 电磁 运动 对 应 的 
子 空间 ， 这 个 子 空间 的 任意 矢量 都 是 描写 量子 场 物理 状态 的 态 矢量 。 显 然 ， 这 个 子 空间 
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的 所 有 矢量 均 应 同时 满足 (7.33) RA (7.36) 式 。 这 里 应 注意 的 是 ， 在 满足 (7.33) 
式 的 所 有 矢量 中 ， 只 有 那些 模 平方 不 为 零 的 矢量 才 同 时 满足 (7.36) R., 现在， 我 们 首 
先 按照 (7.33) 式 的 要 求 来 构造 量子 电磁 场 的 态 矢量 。 以 |oz> 代表 一 个 由 (2.48) RA 
出 的 、 只 有 横 光 子 的 场 态 Clor> 显 然 同时 满足 (7.33) 和 (7.36) ]， 则 因 

[laxs — aka), (aç, + iag, )]= 0 (7.37) 
HWER (7.33) 的 、 总 共 具 有 ?个 动量 为 k 的 纵 光 子 和 时 间 光 子 《并 具有 横 光 子 》 
的 场 态 是 ， 


llag, + iag, )"| Olar, (7.38) 


n 
ET URRE Lks, TH HREH Rd oO RER, 


jay 


lay = 


- ag "Pagi | 0 ylazy 


-5 Voi Cn- Dya)lika>lar> e (7.39) 


此 式 表明 ， 虽 然 |nks> 和 |nk4? 都 不 满足 Lorentz 条 件 7.33) ， 但 它们 按 (7.39) 式 的 组 合 
lad 史 则 满足 (7.33) 式 。 量 子 场 的 四 种 光子 俱全 的 任意 态 | a 可 以 表示 为 az》 "的 线性 
组 合 


la> = Š on 00an) 
= (È Ze =G + iok, )" | 0>] ler. (7.40) 


在 上 式 右边 ，iazy 与 求 和 无 关 。 容 易 看 出 ， 态 lo 满足 (7.33) R. RASEN 它 同 
时 满足 (7.36) 式 。 因 为 态 矢量 lo 可 以 归 化 为 1 (后 面 将 要 证 明 这 一 点 ) ， 

Wks + Sk o> = alrs + Trala» 

= dao CK’ gnn (kK) aal Wks + Sk lazy 9 


k: D ion (OF a| Ska + Wa aye, (7.41) 


利用 (7.28) 和 (7.29) ， 并 假定 lar》 是 归 一 化 右 矢 ， 可 以 得 到 ， 


az |Wkə|azy ® = Ë 7 (n-i) 1), (7.42)a 
Zo (n-Dih 
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ta A. 


wad Wesdor = -—" C- 1, (7.42)b 


Fo m- Dilhi. 
即 
+1, 当 n= 1 
@as|3pks lay ® = (7.43)a 
0, 当 n 二 1 和 n= 0 
-1， 当 n= 1 
Marl Trda ® = (7.43)b 
0, 当 ">1 和 n= 0 


把 (7.43) RA (7.41) , RAR Tks + 克 kk 在 态 jo? 下 的 期 望 值 为 
Txs + Sa) = CGa|8Ws + Lra la> 
= 《al Wksla) + <a) Sk. |a> 
= lg, (k)|? - ig, (k)? = 0。( 对 任意 的 k) 。 (7.44) 


由 于 lo 同时 满足 (7.33) 式 和 (7.36) 式 ， 所 以 它 是 量子 电磁 场 的 一 个 任意 的 物理 态 。 
至 此 ， 可 以 将 〈7.36) 式 进一步 解释 为 ， 在 量子 电磁 场 的 任意 物理 态 之 下 ， 时 间 光 子 所 
贡献 的 负 能 与 纵 光 子 所 贡献 的 正 能 恰 相 抵消 ， 这 两 种 光子 各 自 所 贡献 的 总 动量 也 怡 好 等 
大 反 向 ， 因 此 ， 纵 光子 和 时 间 光 子 对 场 的 能 量 、 动 量 均 无 贡献 。 


在 (7.40) 式 里 ， 当 nn = 0 时 ， 我 们 得 到 横 光 子 态 
la> = golar>, (7.45) 


由 于 loo|*Kazlez> > 0 ， 因 而 横 光 子 态 无 疑 是 量子 电磁 场 的 物理 态 ， 这 一 点 ， 使 我 们 进 
一 步 确信 (7.33) RA (7.36) 式 相 结 合 ， 的 确 对 量子 场 态 矢量 给 出 了 符合 实验 事实 的 
物理 限制 。 
值得 注意 的 是 ， 当 ms 0 BF, lazy 并 不 是 量子 电磁 场 的 物理 态 。 这 是 因为 ， 尽管 
这 时 (7.33) 式 已 得 到 满足 ， 但 由 于 
mlagar = 0, n>: 1 (7.46) 


故 这 些 矢量 不 满足 (7.36) R. REEF, KUN + ks 的 期 望 值 不 确定 ; 


cå e 
Hrs + p y = Larl Tks + Hrad -0， 


carar 9 ? 
而 且 算 符 也 的 期 望 值 也 没有 物理 意义 ， 
P caa Z Tri + Spa + Sat Sa) Klar ® 
4H = 一 一 “一 cani m —— 
<arjar)“ 0 


Eike, (7.40) REW, RT n= 0 的 一 项 以 外 ， 其 余 各 项 都 不 是 物理 态 ， 然 而 ， 它 们 
按 (7.40) 式 的 线性 组 合 则 是 量子 场 的 物理 态 。 
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综 上 所 述 ， 量 子 电磁 场 的 物理 态 是 这 样 一 些 态 : 真空 态 10， 所 有 可 能 的 | a> 态 [ 见 
(7.40) 式 〗 ， 所 有 可 能 的 横 光 子 态 laz> 以 及 所 有 可 能 的 纵 、 时 光子 态 ao》〈 它 在 观察 
效果 上 等 同 于 真空 态 ) : 


< 1 
a= > nk 
lao> Para 


= (ak, + iag, )"|0>. (7.47) 
nl 


到 
态 矢量 | 0 》、|lo>、lar>、la。> 的 全 体 构 成 Hilbert 空 间 的 一 个 子 空间 ， m ARN. š 
不 难看 出 ， 量 子 场 态 矢量 空间 具有 正定 度 规 ， 利 用 (7.3 RA (7.40) 式 可 得 


<a|a> = |g |* <azlar) = lg P> 0. (7.48) 


因为 下- o> 与 b> 描写 同一 个 态 ， 故 态 失 量 |o? 可 以 归 化 为 1 ， 即 可 令 


《ala》 = 1。( 这 相当 于 取 |gol*= 1) (7.49) 
同样 地 ， 从 《7.37) 式 和 (7.47) 式 可 得 
《asloo>=lgo0i0>=ioo>0。 (7.50) 


这 里 我 们 按 通常 的 做 法 ， 取 < 0| 0> = 1, 类似 于 前 述 的 理由 可 令 态 矢量 lao) 归 一 化 为 
l; 
Cada = 1. (751) 


由 此 可 见 ， Lorentz 条 件 〈7.33) 与 由 它 所 导致 的 物理 限制 (7.30) 相 结合 ， 从 具有 不 
定 度 规 的 Hilbert 空 间 中 选 出 一 个 具有 正定 度 规 的 子 空间 。 这 一 点 是 十 分 各 要 的 ， 因 车场 
态 矢 量 的 模 平方 小 于 零 ， 就 有 可 能 使 场 物 理 量 算 符 具有 负 的 期 望 值 。 

从 上 述 的 讨论 看 到 ， 纵 光子 和 时 间 光 子 对 场 物理 量 不 作 贡 献 ， 这 就 是 说 ， 


<alHa> = <az|Hlaz>, (7.52)a 
<alPla> = CazlPlar), (7.52)b 
<aol Hlao> = < 01F10 >, (7.53)a 
CaolPla,> = < OIP] 0>. (7.53)b 


这 两 类 光子 对 场 态 矢量 的 归 一 化 也 没有 影响 [ 见 (7.48) RA (7.50) 式 ] 。 但 另 一 方 
面 ， 在 理论 里 又 不 可 避免 地 出 现 了 纵 光 子 和 时 间 光 于 ， 这 就 必须 回答 这 样 一 个 问题 ， 这 
两 类 光子 的 出 现 与 什么 物理 事实 对 应 ? (7.48), (7.50), (7.52), (7.53) 诸 式 
表明 ， 量 子 电 磁场 理论 在 态 矢量 的 下 述 变换 下 是 不 变 的 : 


jor> 一 >|a>， 
10> 一 > oo>。 


实现 这 些 变换 的 具体 方法 分 别 由 《7.40) A 〈7.47) 式 给 出 、 现 在 ， 把 这 两 式 重 写 
为 : 
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lay = gapt 2 Donk) bp™, (7.54) 
nol 


bo = gui0 ?+ E Xoh)! x, (7.55) 
š 
其 中 ， 
10>™ = Cağ, + iag, )"|0). (1.56) 
Vm k3 k4 


2330838398 〈7.54) 、 (7.55) 的 意义 ， 我 们 来 考察 场 算 符 期 望 值 的 变化 。 经 典 电磁 
势 的 规范 变换 (1.247) ， 在 量子 理论 里 应 看 成 场 算 符 A4(x) 所 经 受 的 变换 : 
Au (x) = Ap(x) + Ona(x). (7.57) 
当 态 矢量 经 受 (7.54) 式 的 变换 时 ， 场 算 符 4u(x) 的 期 望 值 将 按 如 下 法 则 变化 (Ha Cal ay 
=<arar)= 1) f 
《An(x)> = <ar! A.(x)|azy 一 > 
> MA) = (Kaz|An(a)|az>)” = <a! An(x)|a>., (7.58) 
我 们 假定 ， 上 述 场 算 符 期 望 值 的 变化 同样 可 以 归 因 于 场 算 符 按 〈7.57) 式 的 变化 
<A(x)> = <ar! Aul) lar) 一 > 
—<An(x)>” = < Aj, (x)> = <az| A.(z) +Ona (z)|az> 


= <az| 4h(x)lary + ona (x), (7.59) 
比较 (7.58) 和 (7.59) 可 得 : 
CalAn(x) la) = <arlAulx)lar> + ua (x), 60 
类 似 地 ， 可 以 推 得 ; 
<aolAulao) = < 0 |A,G)] 0 十 uc(x)。 (7.61) 


在 得 到 (7.60) 式 和 《〈7.61) 式 时 ， 我 们 使 用 了 变换 (7.54), (7.55) 5 (7.57) R 
之 间 的 等 效 性 。 为 了 确信 这 种 等 效 性 成 立 ， 可 直接 由 变换 (7.54) 、 (7.55) 来 推出 
(7.60) 和 (7.61) : 


《al4n(xjla> 
= 《az| Au(x)|ar> 


+ larl g3 Aula) X Bonk) by; 
+ SE Ck) go "CarlAn(x)lar> 


D IEK gar (K) anjala) a (7.62) 


mn =1 K 
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将 〈7.6)a 式 代入 上 式 。 并 利用 对 易 关 系 (7.15) 和 Wh( 和 = 1, 2,3,4) 的 本 征 右 矢 
的 正 交 归 一 性 ， 可 以 算得 上 式 右 边 第 二 、 第 三 两 项 分 别 为 


m ISES 1 u jel yet 
第 =——>gšg, (k) (eks — iek )etise, (7.63)a 
项 yrr $g: P k3 ka 


1 1 
== l Sgt(k)g。 
? TA Vk 


(eË, ~ iet, Jemes, (7.63)6 
I 


再 同时 利用 (7.43) RA (7.46) 式 ， 可 以 证 明 (7.62) RAA W AAAF., Bilik, 
(7.62) 式 成 为 
《dl 如 (区 loy = <ar! An(x) jar) + 


+ 站 to ge ys (7.64) 
其 中 ， 
+ ot = tek. 
+ 
a Eya A nO- atO get), (7.65) 


MJ (7.64) RETEG AFR: 
<a| Au (x) la> = <ar lAn (x) lazy + ia (zx), 


这 便 是 (7.60) 式 。 由 于 A = 0 ， 因 而 a(x) 满 足 条 件 〈1.249) 。 用 同样 的 方法 ， 可 由 
(7.55) 式 推 得 (7.61) 式 ; 

由 于 变换 (7,54) 、 (7.55) 与 〈7.57)》 式 之 间 的 等 效 性 ， 我 们 可 以 把 前 者 解释 为 
量子 场 态 矢量 的 规范 变换 ， 即 量子 电磁 场 理 论 里 的 规范 变换 。 相 应 地 , (7.48)、(7.50)、 
(7,52) 、 (7.53) 诸 式 则 表明 了 电磁 场 的 量子 理论 具有 规范 不 变性 。 在 理论 里 出 现 纵 
光子 和 时 间 光子 ， 而 这 两 类 光子 又 丝毫 不 影响 理论 的 物理 结果 ， 这 种 情形 就 与 理论 本 身 
具有 规范 不 变性 的 事实 相对 应 。 从 (7.54) 式 和 (7.55) 式 容易 看 出 ， 场 态 矢量 的 规范 
变换 是 从 只 有 横 光 子 的 态 loz> 变 换 到 四 类 光子 俱全 的 态 |o>， 从 真空 态 10》 变 换 到 仅 有 
纵 、 时 光子 的 态 la?5 注 1]。 因 此 ， 规 范 变换 (7.54)、(7.55) 是 由 纵 、 时 光子 “生成 ”的 。 


84 “理论 的 规范 不 变性 与 不 定 度 规 的 关系 


在 前 面 三 节 里 ， 我 们 采用 不 定 度 规 ， 并 加 入 Lorentz 条 件 ， 由 此 建立 起 一 个 既 符合 


Call 一 般 地 ， 规 范 变换 是 从 给 定 的 任意 态 |1o》、1ao》 分 别 变 奖 到 具有 不 同 数 昌 纵 、 时 光子 的 态 1b》、j bo. 
一 工作 留 给 读者 去 做 ， 请 见 本 章 练习 。 
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实验 事实 ， 又 内 在 一 致 的 电磁 场 量子 理论 。 如 前 所 述 ， 由 于 Lorentz 条 件 的 限制 ， 量 子 
场 态 矢量 空间 是 一 个 具有 正定 度 规 的 子 空间 。 于 是 ， 也 许 会 提出 如 下 的 问题 ， 是 否 可 以 
避免 不 定 度 规 ， 而 又 能 够 建立 一 个 既 符 合 实验 事实 又 内 在 一 致 的 理论 锯 ? 

在 8 KEARE, MERA A.G) 都 视 为 厄 米 算 符 ， 就 可 以 避免 不 定 度 规 。 但 
是 这 样 做 ， 不 仅 使 理论 失去 了 Lorentz 协 变性 ， 而 且 将 同时 导致 场 态 矢量 无 法 归 一 化 。 
因而 类 了 建立 一 个 自治 的 理论 ， 仍 然 需 要 在 Hilbert 空 间 引 入 不 定 度 规 . 

那么 在 保证 4,(x) 为 反 厄 米 算 符 的 前 提 下 ， 又 是 否 可 以 如 免 不 定 度 规 呢 ? 为 了 说 
明 这 样 做 是 不 可 能 的 ， 我 们 来 进行 如 下 的 尝试 ， 为 了 保证 44(x) 为 反 厄 米 算 符 ， 仍 取 平 
面 波 展 式 《7.6)a， 并 仍 假定 ox 与 o 之 间 有 关系 式 《7,7) ， 因 而 对 易 关 系 (7.15) k 


然 成 立 ， 但 是 ， 


方案 一 ， 定义 
Tiks = OR Oka: (7.66) 
ak4 为 时 间 光 子 产生 算 符 ， (7.67)m 
ak, 为 时 间 光 子 潭 灭 算 符 。 (7.67)b 
这 样 做 时 ， 定 义 (7.66) 与 对 易 关 系 〈7.15)5 F, 因而 无 法 建立 一 个 自治 的 量子 理 
论 。 
方案 二 ， 在 方案 一 里 ， 把 (7.66》 式 修改 为 
Tvs = - aks ak,» I (7.68) 


但 这 一 定义 与 〈7.67》 式 矛盾 。 
方案 三 Q akiak u= iak, ,并 定义 : / 


Ws = ako ak: (7.69) 

eke 为 时 间 光子 产生 算 符 (7.70)a 

ats 为 时 间 光子 潭 灭 算 符 。 (7.70)b 
由 《7.15)5 可 得 ; 

[ak sako]= 1, (7.71) 


因此 ， (7.69) 和 (7.70) 两 式 是 相 容 的 ， 它 们 与 7.71) 式 也 是 相 容 的 。 这 样 做 ， 不 
定 度 规 已 避免 : 


<na|na> =< 0! ot <O] at, =< O (aky akol 09%%axol O Jak 0>= + 1, (7.72) 
类 似 于 得 出 〈7.31) 式 的 理由 ，Lorentz 条 件 在 坐标 空间 应 有 以 下 形式 ， 


(@; ASP (x) +0, A x))la>= 0。 (7.73) 
但 由 该 式 无 法 导致 适当 的 动量 空间 表示 式 . 可 尝试 用 
(aka - tok )la>= 0, (ak, = -iat,) (7.74) 


193 


作为 动量 空间 的 Lorentz 条 件 。 容 易 看 出 ， (7.74) 式 对 场 态 矢量 所 加 的 物理 限制 是 : 


Cs - Ak = a o. (1.75) 


MIPA E, = - 2k, WH (010 式 重 写 为 ， 
HS B Tki + Ika + Wks ko) 和， (7.76) 


Wik, (7.75) RRATHAIN EPAAER, DERE BE, RAE 
定 度 规 的 Hilbert 空 间 ， 我 们 虽然 可 以 构造 满足 (7.74) 式 和 (7.75》 式 的 任意 态 矢 量 |o>， 
却 使 理论 解 释 带 有 率 强 性 ， 并 破坏 了 理论 的 规范 不 交 狂 。 因 


[ass taq.) (aj, ~iass)]= 0, (7.77) 
所 以 ， 具 有 + 个 纵 、 时 光子 并 具有 横 光 子 的 场 态 为 


1 . 
lar) ™ =- 一 一 (ai - iagi)” 0 > lazy 
L 


n 
-5y Droll 
- i |- klilar» (7.78) 
HT 
š 
m) m= SRE.. j = .. 
cadans Dti > 0 m= 0,1, 24") (7.79) 
且 
earlislap = $ Hn-D) (7.80)a 
rajon S RDI , š 
Madila = 六 1 (7.80)6 


o (n- Dili 


故 在 态 lay "之 下 ， 有 


™ carl Irs- Wet or ™ 
a se 0, (7.81) 


色 lazy "是 量子 电磁 场 的 “物理 态 ”。 任 意 “ 物 理 态 ” lo) 可 以 表示 为 ar》 ”的 线性 组 


合 : 


lay = SE Olay, (7.82) 


显然 ， la? 无 法 归 一 化 : 
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《ala> = z OS 二 一” (7.83) 


(7.839) 式 造 成 的 第 一 个 困难 是 ， 在 态 lo> 之 下 ， 可 以 有 任意 多 的 纵 光 子 和 时 间 光 子 


名 jooOF m= D 
apay = Salo À 65 Àa c- hun =2 8a 


《aqlo> 


n’y 


(k ip. H — — 
È So (k) p2 È G DT 


YB ia] 
<A> = G y. ”9 an -2 (7.808 


<a `a) 
53 
Èpo OP Enan i mi 


由 于 《7.,84)a 与 《7.84)6b 右 边 分 子 上 的 两 个 无 穷 级 数 按 求 和 指标 n ERAS, AER 
量 la) 满足 (7.75) 式 ， 但 是 ， 在 “物理 态 ”ija> 之 下 允许 有 任意 多 的 纵 光 子 和 时 间 光 


子 ， 这 样 的 理论 解释 是 牵强 的 。 对 于 没有 横 光 子 的 “物理 态 ” 


la = pA eh -iaxs)"| 0>, (7.85) 


也 可 得 到 相同 的 结论 。〈7.83) 式 造 成 的 第 二 个 困难 〈 也 是 根本 的 困难 ) 则 是 使 理论 的 
规范 不 变性 受到 破坏 ， 首 先 宛 k:、 史 kz 在 态 lo> 下 的 期 望 值 没有 意义 ， 即 


<a |Wola> 


<, = 
T <ala> 


ig, (OF n cadia! 
nl pA -Dih ar) Kia lar? 


2 
>) 519, (k: NE 
2 990 yË oim 


=Z, (A =1,2) (7.86) 


Hk, H#1P 00238 8 b 80 B r z X, 


<alHlo> _ 
<a lay 


<H>= (7.87) 


《aiploy 
《ala> 


(7.88) 


<P> = 


oo 
°° 
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从 以 上 两 式 看 到 ， 纵 光子 和 时 间 光 子 不 但 完全 改变 了 理论 的 结果 ， 而 且 使 这 些 结果 失去 
物理 意义 。 因 此 ， 在 现在 的 情况 下 ， 我 们 不 可 能 得 到 (7.52) 式 和 (7.53) 式 。 如 83 所 
述 ， 在 理论 里 出 现 纵 、 时 光子 ， 与 理论 本 身 具 有 规范 不 变性 的 事实 对 应 ， 而 现在 ， 我 们 
从 Hilbert 空 间 具有 正定 度 规 的 假设 出 发 却 导致 完全 相反 的 结论 : 当 Hilbert 空 间 具 有 正定 
度 规 时 ， 纵 、 时 光子 恰恰 破坏 了 理论 的 规范 不 变性 。 

综 上 所 述 ， 即 使 理论 本 身 具 有 显示 的 Lorentz 协 变性 ， 并 引入 相应 的 Lorentz 条 件 来 
消除 非 物 理 的 自由 度 ， 但 若 人 为 地 使 Hilbert 空 间 具 有 正定 度 规 ， 便 不 可 避免 地 破坏 了 理 
论 的 规范 不 变性 ， 使 理论 的 结果 没有 物理 意义 。 产 生 这 种 情况 的 原因 是 ， 电 磁场 量子 理 
论 的 规范 不 变性 与 Hilbert 空 间 的 不 定 度 规 有 着 内 在 的 联系 。 或 者 说 理论 的 规范 不 变性 与 
Hilbert 空 间 的 正定 度 规 是 不 相 容 的 ， 因 而 ， 从 正定 度 规 的 假设 出 发 建立 起 来 的 理论 便 不 
是 一 个 自治 的 理论 ， 更 谈 不 上 与 实验 事实 符合 了 


85 协 变 对 易 关 系 与 传播 函数 
因为 电磁 场 是 矢量 场 ， 记 以 为 了 建立 协 变 对 易 关系 , 可 直接 考察 对 易 括号 CAC), 
4.(y)]。 利 用 对 易 关系 7.9) 可 得 


[4h(x)，4v(y)]= FEE ek, eù ek a-p 


x (eikl@- t) — eikit- ), 
再 利用 封 备 性 关系 式 〈1.283) ， 就 可 把 上 式 简 化 为 : 


LAs ,AY)I= 信和 ke) 


x (e-ikl -4) — eikl(t -1), (7.89) 
令 
D(x) = => 5 w eik'x (@-ikt — oikt), (7.90) 
MJ (7.89) 式 成 为 
CAalx), Ayl y)]= iduD(x- y). (7.91) 


HR (4.55) 式 给 出 的 转换 关系 


>Z |a (7.92) 


把 (7.90) 式 右 边 对 k 的 求 和 转换 为 积分 : 


d'ha x Ce-ikyt — eik) , (7.93) 


De) = — Gs) zr 


(7.93) 式 与 (5.137) 式 之 区 别 仅 在 于 ， 前 者 ，m= 0, 因 而 os=|k|. 帮 可 类 比 于 (5.143) 
式 把 D(x) 表 示 为 如 下 的 积分 : 


-zi PN 
DG) G ee osa ; (7.94) 


因此 ，D(x) 是 一 个 Lorentz 标 量 函 数 ， 从 而 (7.91) 式 两 端 都 是 一 个 Lorentz 张 量 函 数 。 
这 就 是 说 ， (7.91) 式 具 有 显示 的 Lorentz 协 变性 。 

选择 x 方向 作为 k 空间 第 三 轴 的 正 向 ， 并 在 k 空间 取 球 极 坐 标 ， 使 得 [au= 
Í kkjzsing dlkjd9dqp， 然后 完成 (7.93》 右边 对 9、q 的 积分 ， 可 得 


DG) =- {è+ -èC - D) (7.95) 
4nlx| 
此 式 明显 地 表示 出 D(x) 的 奇异 性 ， 并 且 不 难看 到 ; 
D(x,t) =D(- x,t), (7.96)a 
D(x,t)= - D(x, - t). (7.96)b ' 


量子 化 电磁 场 的 传播 函数 记 为 Dav( x )。 使 用 类 似 于 第 五 章 $ 6 的 讨论 ， 定 义 ， 
Dev(x: = x2) = < 0|T (A.G) Alxa) 0 > 


= Dke(xi - x), (7.97) 
其 中 ， 

Dr(x) = qafi Does, : (7.97)b 

Delh) = i (7.97)c 
所 以 传播 函数 在 动量 空间 的 表示 式 为 

Dote) = Be. C7.97)d 


86 ”粒子 自 旋 值 与 统计 法 则 的 关系 


从 第 五 章 到 本 章 ， 我 们 讨论 了 三 种 场 的 量子 理论 。 对 于 Bose 场 (x) 和 A4(x)，, 量子 
化 条 件 由 对 易 括 号 给 出 :对 于 Fermi 场 路 (x)， 量 子 化 条 件 由 反对 易 括 号 给 出 . 为 了 深刻 
理解 这 样 做 的 必要 性 和 唯一 性 ， 本 节 就 来 谈 谈 粒 子 自 旋 与 其 统计 法 则 之 间 的 关系 。 

实验 事实 证 明 ， 粒 子 的 自 旋 与 其 统计 法 则 之 间 存 在 着 确定 的 联系 。 凡 整数 自 旋 的 粒 
子 服 从 Bose-Einstein 统 计 ， 凡 半 整 数 自 旋 的 粒子 服从 Fermi-Dirac 统 计 。 

根据 上 述 实验 事实 ， 在 量子 力学 里 ， 就 要 求 整数 自 旋 粒 子 体系 的 波 函 数 是 对 称 波 函 
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Bo miray awaTikaWmukmhuakumukmsa. Hik, EATHAR, THA 
计 法 则 是 作为 一 个 附加 的 要 求 引入 到 理论 里 去 的 。 在 非 相 对 论 性 的 量子 场 论 里 ， 我 们 曾 
使 用 对 易 括 chrdinger 场 进行 量子 化 〔 见 第 二 章 ，8 2 ，( 一 )] ， 结果 ， 导致 场 量 
子 服从 Bo:e-Einstein 统 计 ) 我 们 也 曾 从 Fermi-Dirac 统 计 出 发 对 Schrödinger 场 进行 量子 
化 【 见 第 四 章 ，$ 3 (二 )] 。 在 以 上 两 种 情形 下 都 得 到 了 自治 的 量子 化 方案 。 因 而 在 非 
相对 论 性 量子 场 论 里 ， 粒 子 自 旋 值 与 统计 法 则 之 问 的 关系 仍然 必须 根据 实验 事实 外 加 到 
理论 里 去 

在 相对 论 性 量子 场 论 里 ， 实 验 上 得 到 的 粒子 自 旋 与 统计 法 则 之 间 的 美 系 可 以 作为 理 
论 的 预言 而 自然 地 导出 来 ， 为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 从 以 下 两 方面 来 进行 讨论 。 


C) 能 量 的 正定 性 与 电荷 的 不 定性 


如 第 二 章 所 述 ， 从 基 子 力学 到 量子 场 论 的 过 滤 ， 其 必要 性 在 于 ， 相 对 论 性 量子 力学 
无 法 描写 粒子 相互 作 用 和 转化 的 现象 ， 并 存在 负 能 困难 和 负 几 率 困难 。 在 量子 声 论 里 不 
PATERN, 首先， 量子 场 联系 于 粒子 一 一 反 粒 子 的 系 集 ， 每 个 场 量 子 都 具有 正定 
的 能 量 ， 场 在 每 一 激发 态 的 能 量 是 相应 场 量子 能 量 之 总 和 ， 因 而 场 的 能 量 是 正定 的 。 其 
次 ， 在 二 子 场 论 里 ， 量 子 力学 意义 下 的 几率 被 解释 为 场 的 电荷 〈 或 广义 荷 ) ， 由 于 粒子 
与 反 粒子 具有 等 值 反 号 的 电荷 (或 广义 荷 ) ， 因 而 场 的 电荷 《或 广义 荷 ) 应 当 是 不 定 
的 。 通 过 从 第 五 章 到 本 章 的 讨论 ， 我 们 已 清楚 地 看 到 量子 场 能 量 的 正定 性 和 电荷 的 不 定 
性 这些 忽 理 结果 是 基于 如 下 的 做 法 而 得 到 的 ， 凡 零 和 整 数 自 旋 的 场 ， 其 量子 化 条 件 由 
场 算 符 的 对 易 关系 给 出 ， 凡 半 整 数 自 施 的 场 ， 其 量子 化 条 件 由 场 算 符 的 反对 易 关系 给 


Im” 
HA 


标量 粒子 自 族 为 零 。 现 在 ， 我 们 尝试 用 反对 易 关系 对 标量 场 进行 量子 化 。 以 非 龙 米 
标量 场 为 倒 ， 取 消 (5.31》 式 右边 的 正规 项 序 ， 并 将 (5.43) 式 代入 该 式 右边 ， 完成 对 x 
的 积分 并 稍 加 整理 即 得 


H= Dor (aa + bk bi)s (7.98) 
当 用 反对 易 关系 进行 量子 化 时 ，“〈5.47) 式 要 用 下 式 来 代替 

{ak agr} = bi; (7.99)a 

(bo bgr} = bv. (7.99)6 
因此 ， 执 弃 无 穷 大 的 零点 能 量 忆 ,= Dow 就 可 把 (7.98) 式 写 为 

H= Dos (akak - bib). (7.100) 
此 式 表明 ， 如 果 用 反对 易 关系 作为 量子 化 条 件 ， 则 非 厄 米 标量 场 的 能 量 将 不 是 正定 的 。 


这 就 导致 负 能 困难 ， 顺 便 指 出 ， 几 乎 在 所 有 教科 书 和 专著 里 ， 非 厄 米 标量 场 的 算 符 H， 
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均 取 较为 对 称 的 形式 : H= | xG a+ 99 yot matt, 而 不 是 (5.31) 式 。 但 这 样 


做 ， 将 得 不 到 (7.100) R, M (7.100) 式 是 在 此 种 情况 下 必定 要 得 到 的 一 个 矛盾 结 
果 。 这 再 次 证 明了 (5.31) 式 之 正确 性 。 此外， 取消 〈5.33) 式 右边 的 正规 顺序 ， 并 借 
助 于 〈7.99) 式 将 该 式 转 到 动量 空间 又 得 


eQ = 21 (akak + bbe. (7.101) 
+ 


因此 ， 量 子 场 具有 正定 的 电荷 。 (7.101) 式 是 自 相 矛盾 的 : 它 一 方面 显示 量子 场 联系 于 
粒子 一 一 反 粒 子 的 系 集 ， 另 方面 又 否认 了 鞍 子 与 反 粒 子 的 区 别 。 (7.100) K (7.101) 
是 由 场 算 符 之 间 的 反对 易 关 系 得 来 的 ， 这 就 表明 ， 对 于 标量 场 ， 量 子 化 条 件 必 须 由 场 算 
符 之 问 的 对 易 关 系 给 出 ， 而 不 能 由 反对 易 关 系 给 出 。 

对 于 电磁 场 也 可 得 到 相同 的 结论 。 

我 们 再 尝试 用 对 易 关 系 作为 旋 量 场 的 量子 化 条 件 。 这 时 ， (6.8) 式 要 用 下 式 来 代 


#, 
[cks Chry] = Sk, o, (7.102)a 
[dks dbs] = Bkkrd ssr (7.102)b 
[ekss, cwo = [dks dk/sr]=°"= 0, (7.102)c 


把 (7.102) 代入 (6.9), FARFAR -DEn 就 得 到 能 量 算 符 的 动量 空间 表示 式 
H=DE, (cks Cks— dks dk). (7.103) 


如 第 三 章 所 述 ， 在 经 典 理论 里 ， 旋 量 场 的 能 量 不 是 正定 的 。 我 们 现在 看 到 ， 倘 若 使 用 对 
易 关 系 作为 量子 化 条 件 ， 则 量子 旋 量 场 的 能 量 依然 不 是 正定 的 。 此 外 ， 在 经 典 理论 里 ， 
旋 量 场 的 总 电荷 是 正定 的 。 倘 若 将 (6.12) 式 转 到 动量 空间 , 并 同时 利用 (7.102 R, 
可 得 : 


eQ= Es ck tdk, dks)e， (7.104) 
其 中 ， 已 将 零点 电荷 抛弃 。 由 此 可 见 ， 倘 若 使 用 对 易 关 系 作为 量子 化 条 件 ， 则 量子 旋 量 


场 的 总 电荷 依然 是 正定 的 ， 这 是 不 合理 的 。 综 上 所 述 ， 对 于 旋 量 场 ， 唯 有 采用 场 算 符 的 
反对 易 关 系 作为 量子 化 条 件 ， 才 能 得 到 自 洽 的 量子 理论 。 


(二 ) 微观 因果 律 的 要 求 


在 物理 学 里 ， 因 果 律 被 认为 是 普遍 成 立 的 。 我 们 来 证 明 ， 对 于 标量 场 唯 有 采用 对 易 
关系 作为 量子 化 条 件 ， 而 对 于 旋 量 场 叭 有 采用 反对 易 关 系 作为 量子 化 条 件 ， 才 能 与 微观 
因果 律 的 要 求 一 致 。 在 第 五 章 里 ， 我 们 曾 直 接 借助 场 算 符 的 不 变 对 易 关系 来 表述 微观 因 


199 


果 律 。 由 于 场 物理 量 均 与 场 算 符 的 二 次 式 有 关 ， 因 此 ， 对 于 任意 的 场 ， 可 把 
O(x) = $4(x) qa(x) (7.105) 

视 为 场 的 某 个 可 观测 量 。 这 时 ， 微 观 因果 律 可 以 更 一 般 地 用 下 式 来 表达 : 
[IO(x,，O(7)]= 0, 


(7.106) 
x-y) >00. 


现在 ， 分 别 用 场 算 符 的 对 易 括 号 和 反对 易 括号 来 展开 上 式 之 左边 : 


0 =[O(x), O(y)] 
= a(x) $a(y) Tha(x), $n(y))+$ ,(x)[$a8(x), pay) Ibay) 


+$ ()[ dal), daly) Joal) +E pal), aCy) Iba(y) ga(*), 
当 (x-y)*> 0; (7.107) 


0 =[O(a), O(y)] 
=. G)($5(x),$.(y))$5(y) - bal) baly) {ha(x), Ha(y)} 


HAU), DaDa) - padala), O) 


4x- y)’ >00. (7.108) 
按照 (7.107) 式 ， 必 须 有 下 式 成 立 ; 


[$a(x), $a(y)J]= 0, 当 (x- y)2>> 0, 7.109) 
按照 7.108) 式 ， 则 必须 有 下 式 成 立 ; 
{a(x), Ha(y)}= 0. Hx- y) >o. (7.110) 


在 标量 场 情形 下 ，O(x) 为 ; 
AW 对 厄 米 标量 场 
中 *(x) 中 (x)。 对 非 厄 米 标量 场 


如 果 用 场 算 符 的 正则 等 时 对 易 关 系 作为 标量 场 的 量子 化 条 件 〈 如 第 五 章 所 做 的 那样 ) ， 
那么 ， 对 于 厄 米 标量 场 ，〈7.109) 式 便 是 (5.158) 式 ， 而 对 于 非 厄 米 标量 场 ，(7.109) 
式 便 是 〈5.159) 式 。 因 此 ， 考 虑 到 〈5.144) 式 ， 则 在 上 述 两 种 情况 下 ，(7.106) 式 均 
已 得 到 满足 。 
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(7.111) 


在 旋 量 场 情形 下 ， 


OG) = (x) h(x), (7.112) 
如 果 像 第 六 章 那 样 ， 用 正则 等 时 反对 易 关 系 作为 场 的 量子 化 条 件 ， 那 么 ， 由 (6.86)o 和 
，(5.153)5 可 得 : 


{bx), PO = -iS(x- y) š 


= -i(Y*0-m)A(x-y)= 0, (x-y)'>> 0, (7.113) 


这 便 是 《7.110〉 式 。 因 此， 考虑 到 (6.86)b，〔7.106) 式 便 得 到 满足 
但 当 采 用 正则 等 时 反对 易 关 系 作为 标量 场 的 量子 化 条 件 时 ， 第 五 章 里 的 所 有 对 易 括 
号 均 代 之 以 反对 易 括号 ， 相 应 地 ，“〈5.158〉 和 “5.159) 分别 要 用 以 下 二 式 来 代替 : 


($G), $(y)}= 0, Hx- y) > 0, (7.114) 


docx), $*'(y))= 0, (x-y) >00. (7.115) 
(7.114) 式 和 (7.115) RØE (7.110) 式 。 但 由 于 
{中 (x)， 中 (y)}=A1(x-y)， 对 厄 米 标量 场 


(GO, tO) Ai(x- y)， 对 非 厄 米 标量 场 
且 
Al(x-y) 关 0， 当 (x-y):>0， 


所 以 在 现在 的 情况 下 ，〈7.114) 和 (7.115) 事实 上 不 成 立 ， 因 而 (7.110) 式 不 再 成 
立 。 换 言 之 ， 当 用 正则 等 时 反对 易 关 系 作为 标量 场 的 量子 化 条 件 时 ， 微 观 因果 律 便 遭 到 

同样 地 ， 当 用 正则 等 时 对 易 关系 作为 旋 量 场 的 量子 化 条 件 时 ， 第 六 章 的 所 有 反对 易 
括 导 应 代 换 成 对 易 括 号 。 相 应 地 (7.113) 式 应 该 用 下 式 来 代替 : 


C(x), (YI= 0， 当 (x- y):> 0， (7.116) 
此 式 便 是 〈7.109) R. 但 事实 上 可 以 证 明 ， 
EPC), PONIO, PONIO), FOI 
= - (#'8- m) GAY (x- y) - A(x- y)3 
=- (y:3-m)A, (x-y) 0, 4x- y) > 0. 


Eik, (7.109) 式 不 成 立 ， 进 而 (7.106) 式 也 不 成 立 。 换 言 之 ， 当 用 正则 等 时 对 易 关 
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系 作为 旋 量 场 的 量子 化 条 件 对 ， 微 观 当 果 律 同 祥 受 到 做 坏 。 

如 本 小 节 一 开始 所 述 ， 因 果 律 是 鞠 理 学 的 普遍 定律 。 如 果 一 个 物理 学 理论 违反 了 因 
果 律 ， 它 就 不 能 成 立 ， 除 此 以 外 ， 还 有 更 深 一 层 的 原因 ， 在 量子 场 论 里 ， 场 算 符 是 连续 
变数 x 、 + 的 连续 函数 ， 它 们 分 别 满足 一 定 的 微分 方程 式 ， 即 量子 场 方程 式 。 因 此 ， 空 
间 菜 点 x 的 场 的 变化 由 与 x 点 无 限 接近 的 各 点 的 场 来 决定 。 这 就 是 说 ， 场 的 概念 完全 排 
除了 “ 超 距 作用 ”的 概念 。 换 句 话说 ， 场 总 是 以 不 超过 光速 c 的 有 限 速度 在 空间 传播 
场 的 运动 服从 微观 因果 律 。 因 此 ， 量 子 场 是 妥 从 微观 因果 律 的 定 域 场 ， 场 的 定 域 性 与 因 
果 性 存在 上 述 联系 ， 倘 车 违背 了 微观 因果 竺 破 沁 了 理论 的 定 域 性 。 但 是 ， 量 子 场 
论 的 形式 体系 是 建立 在 场 方程 和 对 易 关 系 上 迄 令 为 止 ， 尚 无 任何 一 种 令 人 信服 的 
理论 ， 它 能 够 避免 场 的 微分 方程 式 ， 这 样 ， 场 性 司 样 是 必须 保持 的 概念 ， 这 里 应 
当 说明 ， 虽 然 破坏 了 微观 因果 律 就 同时 破坏 了 定 域 性 ， 但 反 过 来 ， 放 弃 理论 的 定 域 性 是 
否 一 定 破坏 因果 律 ， 这 一 问题 在 历史 上 曾 有 过 许多 讨论 。 请 读者 参阅 汤 川 秀 树 等 编著 的 
《基本 粒子 》 一 书 〈Pp.128 一 135 科 学 出 版 社 ，1975 年 ) 的 介绍 。 

以 上 (一 ) 、( 二 ) 两 方面 的 讨论 ， 对 所 有 整数 〈 包 括 零 ) 自 旋 的 场 和 半 整 数 自 旋 
的 场 均 适用 。 因 而 可 以 得 人 如 下 结论 ， 为 了 建立 自治 的 量 于 场 论 的 理论 体系 ， 所 有 零 和 
整数 自 旋 的 场 均 必须 用 对 易 关 系 进行 曼 子 化 ， 而 所 有 半 就 数 自 旋 的 场 均 必须 用 反对 易 关 
系 进行 量子 化 。 由 于 场 算 符 的 对 易 关 系 导致 场 量子 服从 Bose-Einstein 统 计 ， 而 反对 易 关 
系 导致 场 量子 服从 Fermi-Dirac 统计 ， 因 而 相对 论 性 量子 场 论 从 自身 的 理论 体系 中 合乎 
逻辑 地 得 出 如 下 的 重要 预言 ， 零 和 整数 自 旋 的 场 必须 按 Bose-Einstein 统 计 进行 量子 化 ， 
其 场 量子 服从 Bose 统 计 ， 半 整数 自 旋 的 场 ， 必 须 按 Fermi-Dirac 统计 进行 量子 化 ， 其 场 
量子 服从 Fermi 统计 。 在 场 论 里 ， 这 一 预言 又 称 为 自 旋 与 统计 关系 的 定理 。 我 们 在 本 节 
所 进行 的 讨论 并 不 是 对 这 一 定理 的 严格 证 明 。 对 严格 证 明 有 兴趣 的 读者 , NPM A.M. 
阿 希 睹 泽 尔 ，B,B. 别 列 斯 捷 欧 基 著 《量子 电动 力学 》， 科 学 出 版 社 ， 1964 年 中 译本 ， 
821, 或 N,N。Bogolubov 等 著 «Introduction to Axiomatic Quantum Field Theory》， 
W.A. Benjamin, Inc, 1975. 


习 题 


(1) 电 涡 场 的 量子 化 与 标量 场 、 旋 量 场 比较 有 那些 不 同 点 ? 有 那些 困难 ， 这 些 困难 是 怎样 克服 
的 ? 
(2) 证 明 《al8,A,(x)la>= 0 。 


(3) 利用 上 题 的 结果 和 (7.60) 式 导 出 a(x) 满 足 的 方程 式 ， 
Da(x)= 0. 


(4) (7.82) 式 是 否 仍 可 视 为 电磁 场 量 子 理论 里 的 规范 变换 ? 
(5) 证 明 ， 对 于 电磁 场 的 两 个 任意 的 物理 态 


W= gildt gs(k) er", 
Kner 
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b> = gš a> A E oiar ™, 
存在 以 下 的 规范 变换 ， 


botot Z gaol, 


n= 
其 中 ， 
om =l Cat, + ia}, )"|031ay, 
Vaj 
并 且 系 数 g% M 94? 满足 以 下 条 件 。 
IPA gP = gt* gi g3* g3 
(6) 证 明 Dr(x) 是 量子 电磁 场 方程 的 Green 函数 ， 即 ， 


De(x) = - id (x). 


(7) 验证 (7.95) 式 。 

(8) 利用 标量 场 的 不 变 函数 找 出 电磁 场 的 祖 应 的 不 变 函数 。 

(9) 找 出 在 正 Lorentz 变换 和 三 维 空间 转动 下 ， 电 磁场 的 主动 变换 和 被 动 变换 的 生成 元 ， 并 解 
释 所 得 结果 的 物理 意义 。 
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第 八 章 。 量子 场 相互 作用 


前 面 各 章 讨论 了 自由 运动 的 量子 场 。 研究 自由 场 的 量子 理论 是 量子 场 论 发 展 中 必 不 
可 少 的 一 步 。 但是， 现实 的 物理 世界 总 是 处 于 各 种 各 样 的 相互 作用 和 相互 转化 之 中 ， 要 
把 量子 场 论 用 于 描写 基本 粒子 的 实际 运动 ， 就 必须 研究 相互 作用 的 量子 场 

”如 第 二 章 所 述 ， 量 子 场 论 对 基本 粒子 相互 作用 道 程 的 理论 描写 是 从 如 下 的 基本 假设 
出 发 ， 粒 子 的 相互 作用 是 通过 相应 量子 场 的 相互 耦合 来 实现 的 。 在 相互 作用 过 程 中 ， 一 
些 原来 的 场 退 激 ， 与 之 相关 的 粒子 随 之 消失 ， 反 之 ， 一 些 新 的 场 受到 激发 ， 与 之 相关 的 
粒子 随 之 产生 。 因 而 ， 相 互 作用 能 够 导致 粒子 之 间 的 互相 转化 。 

在 自然 界 里 倒 底 有 多 少 种 基本 的 相互 作用 力 ? 现代 物理 学 的 回答 是 ， 共 有 四 种 基本 
的 相互 作用 力 ， 即 电磁 力 、 强 力 、 弱 力 和 引力 。 记 今 为 止 ， 对 电磁 力 研究 得 最 消 楚 ， 其 
次 是 弱 力 、 但 对 另外 的 二 种 力 还 了 解 得 较 少 。 而 且 到 目前 为 止 量子 场 论 尚 不 能 对 每 种 相 
互 作用 的 动力 学 机 制作 出 透彻 的 〈 或 统一 的 ) 解释 ， 而 是 建立 各 种 唯 象 理论 ， 把 这 种 机 
制 包含 在 场 与 场 的 相互 粗 合 之 中 。 


Sl 电磁 相互 作用 


在 经 典 电磁 理论 里 ， 对 宏观 电磁 过 程 已 有 透彻 的 论述 。 微 观 电磁 过 程 并 不 是 与 宏观 
电磁 过 程 不 相干 的 另 一 类 物理 过 程 。 恰 恰 相 反 ， 从 不 同 物质 层次 相互 联系 的 观点 看 来 
前 者 是 后 者 的 更 深 一 层 的 基础 。 看 来 ， 量 子 场 论 对 电磁 相互 作用 的 机 制 已 给 出 了 “ 令 人 
满意 的 ”回答 ， 带 电 粒 子 之 间 的 电磁 力 是 通过 交换 虚 光子 来 传递 的 。 当 带电 粒子 之 间 交 
换 瞄 光子 时 ， 它 们 之 间 就 发 生 电 磁 相互 作用 。 所 以 带电 粒子 的 场 与 电磁 场 之 间 的 相互 作 
用 是 直接 作用 ， 而 两 个 带电 粒子 场 之 间 的 相互 作用 则 是 间接 作用 。 如 第 五 章 所 述 ， 量 子 
场 论 对 电磁 力 的 上 述 解释 尚 不 能 看 成 是 最 终 的 结论 。 还 有 许多 问题 有 待人 们 去 思考 ， 去 
发 现 。 

在 量子 场 论 里 ， 专 门 研究 电 磋 如 互 作用 的 这 一 部 分 理论 称 为 量子 电动 力学 ， 或 简称 
QED。 它 是 量子 场 论 里 发 展 得 最 早 ， 而 且 与 实验 符合 得 最 好 的 理论 。 


(一 ) 带电 旋 量 场 与 电磁 场 的 相互 作用 


带电 旋 量 粒子 〈 如 电子 、 质 子 ) 与 光子 的 相互 作用 是 通过 旋 量 场 与 电磁 场 的 相互 三 
合 来 实现 的 。 旋 量 场 与 电磁 场 在 相互 作用 中 构成 一 个 相互 作用 的 场 系统 。 这 个 系统 的 
Lagrange 函 数 密度 包括 三 个 部 分 ， 自 由 施 量 场 的 Is、 自 由 电磁 场 的 .24 以 及 两 场 相互 作 
用 部 分 ZI， 即 
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. 


L= - WCyuàu-+ m) Ó - 004 Zr (8.1) 
Ct 
r ED 

“xz 的 具体 形式 可 以 通过 与 经 典 电磁 理论 里 的 最 小 耦合 原理 进行 类 比 来 确定 。 但 是 近 十 
余年 来 ， 规 范 理论 的 发 展 取 得 了 巨大 的 成 功 ， 为 了 今后 学 习 现代 量子 场 论 的 内 容 ， 我 们 
借 此 机 会 了 解 一 下 规范 场 论 的 初步 概念 。 规 范 场 论 的 一 条 最 基本 的 假定 (或 基本 出 发 
点 ) 即 是 所 谓 “ 规 范 原则 ”。 按照 规范 原则 ， 一 切 描写 基本 粒子 相 召 作用 的 理论 ， 均 具 
有 在 相应 规范 群 G 的 局 域 变换 下 的 不 变性 、 而 所 谓 局 域 变换 则 是 指 群 G 的 参数 与 时 空 从 
标 有 关 ，QED 的 规范 群 是 U( 1 ) H. EUC) 群 的 变换 下 ， 旋 量 场 按 下 式 变换 ， 

p (x) = empa) (8.2)a 

W (a) = | Gea, (8.2)b 
(8.2) 式 与 第 三 章 里 的 整体 规范 变换 不 同 之 处 是 ， 群 参数 a(x) 是 x 的 连续 函数 。 这 就 
使 得 不 同时 、 空 点 的 场 受到 不 同 的 规范 变换 ， 所 以 叫做 局 域 规范 变换 。 

容易 看 出 ，.24 中 含有 偏 导数 2u 中 的 项 在 变换 (8.2) 之 下 不 是 不 变 的 ， 

- Wr yuaya” = ~ yuo - iena (A) IF Yuh. 
原因 在 于 xy 在 变换 (8.2) 之 下 不 是 一 个 协 变量 。 为 了 构造 一 个 在 变换 (8.2) 之 下 具 
有 不 变性 的 Lagrange 函 数 密度 , 我 们 来 定义 一 个 在 规范 变换 (8.2) 之 下 协 变 的 导数 Dh， 
即 我 们 要 求 Day 像 由 一 样 地 变换 ，[ 注 17 

(Dig) = ee Duh, (8.3) 


用 Du 中 去 代替 3u， 则 4 就 相应 地 代 之 以 44 


= -下 (YaDh 十 m) 中 ， (8.4) 


我 们 的 基本 想法 是 ， 要 通过 局 域 U( 1 ) 规范 不 变性 的 要 求 来 确定 旋 量 场 与 电磁 场 00 38 
合 项 2z， 因 此 微分 算 符 Dr 自然 应 与 电磁 势 4 有 关 。 傻 定 


D = Op- ie Au) 9, (8.5) 
将 (8.5) RA (8.3) 便 得 到 势 分 量 4u 在 U(I ) 群 变换 下 的 变换 法 则 
全 (x)=-L4(xz) 十 gua(xz)。 (8.6) 


现在 ， 我 们 已 从 局 域 U( 1 ) 86 EE 2, AKERA — E Bts R Ay Lagrange 
数 密度 为 


Z= Zt Z= - WCyuDi + m) j - 108, 


CE1) $R GZ24RTRXE', MAp. 6, H itX6ti E tE B hit, 1978. 
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= -Fuut m) $ = FouAn0v Ant ie Yuh Aa (8.7) 


< 
A ZL Zr 
将 (8.7) 5 (8.1) 比较 可 知 ， 
FP1=iedynbAn= JuAn. (8.8) 


Rih, Jule) = ieyYh 是 四 维 电流 密度 矢量 。 旋 量 粒子 的 电荷 e EAE a RE T E N 


合 常数 ， 相 互 作用 强度 由 精细 结构 常数 。= C pade. 


以 〈8.7) 式 的 2 为 基础 建立 起 来 的 相互 作用 理论 具有 在 (8.2) 和 (8.6) 联合 变换 
下 的 不 变性 ， 即 局 域 U( 1 ) 规范 不 变性 。.Zy4 显 然 是 不 变 的 ，4 在 (8.6) 变换 下 将 
出 现 附加 项 ， 

82, . 48 A, tA OA) = - BAA. (2), 

但 由 于 口 a(x) = 0， 故 这 一 附加 项 对 场 方程 没有 影响 5 注 12。 

因为 U( 1 ) 群 是 Abel 群 ， 所 以 为 了 保证 理论 的 局 域 U (1) 规范 不 变性 而 按 上 述 方 
式 引 入 的 电磁 场 ， 称 为 Abe] 规 范 场 ， 相 应 地 ， 光 子 便 是 传递 电磁 力 的 规范 粒子 ， 称 为 规 
范 Bose 子 。 电 磁 相 互 作用 理论 是 一 个 Abel 规 范 理论 ， 而 近 十 余年 发 展 起 来 的 规范 理论 则 
是 非 Abel 规 范 理论 。 在 那里 ， 相 应 的 规范 群 是 一 些 非 Abel 李 群 . 

把 (8.7) 式 的 2 代入 Euler-Lagrange 方 程式 ， 就 得 到 相互 作用 场 系统 的 场 方程 组 ， 


(Yuðu+ m) ý = ieyup Au (8.9)a 
Forun- m) = - ieẸ Yup (8.9)b 
A= -Ju (8.9)c 


其 中 ， C(8.9)bsÇ0fH (8.9 RPE KRM. h (8.9) 式 可 见 ， 在 经 典 意义 下 ， 
旋 量 场 与 电磁 场 的 相互 作用 是 以 如 下 方式 进行 的 ， 旋 量 场 以 其 四 维 电流 密度 /4 去 影响 电 
磁场 的 运动 , 而 电磁 场 又 以 其 势 分 量 4h 去 影响 旋 量 场 的 运动 。 将 〈8,9)a 与 (8.9)6 结合 
不 难得 到 如 下 的 微分 形式 的 电荷 守 便 定律 ， 


aulx) = 0。 (8.10) 
场 的 正则 坐标 和 正则 共 恩 动量 分 别 是 : 


Ponys ip’, Aus hn = Aus 


C 注 1 规范 不 变 的 LARRA y -- TF. Fue Fuy Sa), 4。- 3 如。 但 我 们 这 里 及 以 后 一 直 使 用 


x" -4 Oh 4v 9k 4v， 我 们 的 计算 表明 。 这 样 做 同样 能 够 方便 地 讨论 理论 的 规范 不 变性 。 
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因此 ， 场 的 Hamilton 画 数 密度 为 
TOLEN TEN EG 


=Le) +E) HEr) 
其 中 ， 


WY) = HY V+ m) 9, 
gain) = [m+ WADA), 


F=- F). 


进行 类 似 于 第 四 章 的 讨论 ， 可 以 得 到 相互 作用 场 系统 的 量子 化 条 件 为 ; 


(90.0), Yy) Hx y). 


WOD, PDD, OD) 0. 


LA, D, AY, I= dwd (x — y), 


LA D, AYDI Å D, Aly, D3= 0. 


(8.11) 


(8.12)a 
(82) 


(8.12)c 


(8.13)a 
(8.13)b 
(8.13)c 


(8.13)d 


以 上 四 式 与 自由 场 的 量子 化 条 件 一 致 。 唯 一 的 区 别 是 ， 凡 Bose 场 算 符 均 与 其 它 场 算 符 相 


互 对 易 ， 
Dk (D), A DI Chat), Aat) 
SRCA 
场 系统 的 正则 运动 方程 式 为 


beitie H} try, H3 


A= TA I mens HJ, 


(8.13)e 


(8.14)a 


(8.14)b 


(8.14) 式 与 自由 场 情形 下 的 正则 方程 式 只 有 形式 上 的 相似 性 。 其 中 的 Hamilton 算 符 为 


Haf aG; wat ED = Hyt Hat Hz 
把 (8.15) RA (8.10 便 得 到 量子 场 的 场 方程 式 ， 

(Yuda +m) ib = ieYup Ape 

DA=- Jue 


(8.15) 


(8.16)a 
(8.16)b 
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ERY (8.9) 式 具 有 相同 形式 
为 了 消除 非 物 理 的 自由 度 ， 仍 需 加 上 Lorentz 条 件 的 限制 : 


On AKP (a) lay = 0。 (8.17) 


相应 地 ， 算 符 4 仍 定义 于 具有 不 定 度 规 的 Hilbert 空 间 。 

因为 《8.16) 式 是 非 线性 非 齐 次 方程 组 ， 所 以 它 的 解 不 能 表示 为 平面 波 解 的 选 加 
《 像 自 由 场 情形 下 所 做 的 那样 》。 但 是 ， 对 于 一 个 任意 给 定 的 时 刻 t, 如 +t = 0,j(x, 0) 
和 Ah(x, 0) 显然 均 满足 狄 里 赫 利 条 件 。 因 而 在 周期 边界 条 件 下 ， 我 们 仍 有 以 下 的 付 里 
叶 展 开 式 : 


to, 0)= B > YZ (saca ek" 


Saa seen), (8.18)a 


jx，0) = l y> SE e-k 


Vy ks=1 
+u dk elk), (8.18)b 
4 
AG, 0)= — ik»: 
WA Panas: 2 
+apoe- ku), (8.18)c 


À, 0) = Z siysiy Le (ameakox 


VV kx 
- qa e ik), (8.18)d 
RE, atj ah 之 间 仍 由 〈7.7》 式 相互 联系 。 
为 了 确定 场 算 符 随时 间 的 变化 ， 我 们 对 场 系 统 进行 时 、 空 平移 ， 在 自由 场 情形 下 的 


公式 (5.63)a， 对 相互 作用 场 同样 适用 (时 、 空 平移 对 称 性 是 普遍 成 立 的 ) ， 因 此 ， 我 
们 有 


B84= - enðupa= Edar Pl, 


Qk. iba Puls (8.19) 


这 里 ，(Ph) =(P iH) 是 相互 作用 场 系统 的 能 量 、 动量 矢量 算 符 〈 即 四 维 动量 矢 量 算 
符 ) 。 因 为 Ph 是 守恒 物理 量 的 算 符 ， 故 可 对 (8.19) 式 做 积分 。 把 该 式 右边 的 算 符 由 4 形 
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式 地 移 到 左边 ， 并 同时 记 住 和 在 右边 时 的 原来 位 置 ， 积 分 后 得 到 : 
Ó, = e Pah( $.) etu, (8.20) 


此 式 右边 的 ( +, ) 既 代表 积分 “常数 "， 又 表明 了 中 4 原来 的 位 置 ， 式 中 的 重复 指标 上 不 表 
示 求 和 ， 因 此 ， 当 h = j 专 4 时 ，〈8.20) 式 成 为 


中 4= eii Ga), (J 仍 不 表示 求 和 ) 
将 三 维 空间 坐标 架 转动 一 个 任意 角度 ， 又 有 
qa = e-iPx( $, )erPx。 (8.21) 


当 x= omh, bat) = 中 4 0 ,1)， 由 此 得 到 ( 中 4 )= 中 4( 0,D, 


a(x, 1) = e-iP"xbal 0 ,1)eipx, (8.22) 
类 似 地 ， 当 上 = 4 时， 由 8.20) RAR): 

alx, t) = e" (x, 0 )e mt, (8.23) 
对 于 本 小 节 讨 论 的 相互 作用 场 系统 ，《〈8.22) RA (8.23 式 具体 化 为 ， 

YX,1) = e'iPx0( 0 t)eiPen, (8.24)a 

AGx,t1) = PAu 0, EeP, (8.24)b 
和 

YOt) = etpar, 0 et, (8.25)a 

A,(x,t1) = et A,(x, 0 )e tt, (8.25)b 


《8.25) 式 给 出 了 场 算 符 的 时 间 依赖 关系 。 我 们 看 到 ， + 时 刻 的 场 与 给 定时 刻 ( + = Oy 
的 场 相差 一 个 么 正 变换 ， 故 二 者 应 满足 同样 的 对 易 关 系 〈8.13) 。 又 因 这 些 对 易 关 系 与 
自由 场 的 量子 化 条 件 相 同 ， 所 以 算 符 cks、dks、 a 以 及 它们 的 厄 米 共 轩 算 符 所 满足 的 对 易 
关系 形式 上 与 自由 场 产生 、 潭 灭 算 符 所 满足 的 对 易 关 系 相同 。 但 是 现在 ， 不 能 再 把 这 些 
算 符 解 释 为 自由 粒子 态 的 产生 、 潭 灭 算 符 ， 这 是 因为 它们 昌 在 形式 上 是 场 方程 在 +1 = 0 
时 的 解 的 展开 系数 ， 但 在 有 相互 作用 的 情形 下 ， 场 方程 并 没有 平面 波 秋 加 解 。 一 般 地 、 
我 们 也 无 法 找到 相互 作用 场 方程 的 精确 解 . 


(二 ) 带电 标量 场 与 电磁 场 的 相互 作用 


带电 标量 粒子 《如 x 介子 、K: 介 子 ) 与 光子 的 相互 作用 是 通过 非 厄 米 标量 场 与 电磁 
场 的 相互 耦合 来 实现 的 。 在 局 域 [/(1 ) 规范 变换 下 ， 场 函数 按 下 式 变换 ， 


$” (x) = erp (x) (8.26)a 
$*' (z) = $*(x)e e (8.26)b 
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为 了 构造 一 个 具有 局 域 U( 1》 不 变性 的 学 ， 必须 按 以 下 方法 引入 规范 场 ( 即 电磁 场 ) 
A.G). 

第 一 , 在 $= - Ən$*a,$ - m19*4 E DL Du = (aa- ie AD Rup, FAD)" = 
utie A) 中 代替 9n 中 *。 我 们 要 求 Du 中 和 (Du 中 )* 分 别 象 和 中 * 一 样 地 变换 , BB EE (8.26) 
RER. i, AMi (8.6) RER. 

第 二 ， 通 过 上 述 代 替 ， 构 成 一 个 在 〈8.26) 和 (8.6) 联合 变换 下 不 变 的 .244: 

F484= ~ (Bh+ie4h)$*(Bh- te An)g - mt$*ó, 
把 9s4 与 自由 电磁 场 的 Lagrange 函 数 密度 94 相 加 , 就 得 到 相互 作用 场 系统 的 Lagrange 函 
数 密度 2 

Z= Zat Z,= -uh dub- mG" - 14,406. 


OE aspas SSS T 


Zs Fi 
Eielup*)e -= A*u) I Ap - eq* A Aà. (8.27) 


Fi 


我 们 看 到 ， 两 场 相互 作用 项 .xz 含 有 对 标量 场 函 数 的 偏 导数 。 所 以 这 里 的 .rz 又 称 为 导数 


HHA. 
j 《8,27》 式 代入 Euler-Lagrange 方 程式 ， 便 得 到 如 下 的 场 方程 组 ， 
(@,-íieAO)'64-mi$= 0, (8.28)a 
(utie) ot- mot = 0, (8.28)b 
口 hs= - ie((0,$*)$ - $*(0,$)3 + 2e24%0.A,. (8.28)c 


bDUre$*£38 〈8.28)a 式 ， 再 以 ife 右 乘 (8.28)6 式 ， 然 后 将 所 得 式 相 减 ， 便 得 到 微分 形 
式 的 电荷 守 便 定律 


daul) = 0. (8.29) 
其 中 ， 几 是 场 系统 的 守恒 流 密度 矢量 : 
Jula) = ie((@u$*)$ - $*(0,0)3—- 2e*6*0 Aa (8.30) 
R 56 B IE WJ pR T E | IEE 3 Rk y B| k, 

b, x=22 -和 -edbe4d，. (8.31)a 
2b 

A (8.3D6 
0g* 

A m= -四 (8.3)c 
Au 


(8.31)a, (8.31)b 与 自由 场 的 (3.34)a、(3.34)b 相 比 ， 多 了 一 个 与 4, 有 关 的 附加 
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F. ;w—25RH T 2 M SSES 30, FOR Hamiltoni8 3⁄2 


H= ,dx (st 6 + p, 
借助 于 (8.3D 式 ， 将 式 

Ea) = 
P AS Aan", n, KRA: 

9 (x) = a*n + yot yo+ m?ġ*o 

+m yA 

- et$6*$0 A; -Zr 
与 (3.35) 和 (3.43)o 比 较 就 得 到 


W(x) = W(x) + % GO +G), 
其 中 ， 
Lax) = a*n + gotyo + mhh, 


gala) = gamt VAa yAn), 


r2) = ~ Zr- es 


(8.32) 


(8.33) 


(8.34) ` 


(8.35)a 


(8.35)b 


(8.35)c 


我 们 看 到 , 由 于 9z 为 导数 型 耦合 , 因而 与 上 一 小 节 不 同 , ERR, Zr Juda Yr - r, 


场 系统 的 量子 化 条 件 为 ; 
Eb D, (ys DI=id (x p), 
LPA, (y, I= G p), 
LAO E), xy D) I= dud O- y), 
EDOD), Ay, J= s= 0。 
量子 场 系统 的 正则 运动 方程 式 为， 
4- 了 [和 ， HJ, = 了 [4 HI 


A= LAm HI 
i 


其 中 日 为 
H= | (Cat + ye ygt+ my 


++Cmmat VAa YA- Zz- e*64*0.A1y 


(8.36)a 
(8.36)b 
(8.36)c 
(8.36)d 


(8.37)a 


(8.37)b 


(8.38) 
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将 (8.38) RA (8.87) , FAM 〈8,36) 式 ， 即 可 导出 量子 场 的 场 方程 式 Ei 
(8.28) 在 形式 上 一 致 。 此外， 仍然 需要 引入 条 件 〈8.17) 来 限制 场 的 态 矢量 l. 
与 旋 量 场 一 一 电磁 场 系统 的 情形 类 似 ， 可 以 得 到 如 下 的 变换 关系 : 


中 (四 = eth (x, 0 )e tt, (8.39)a 

AG, = edh(x 0)e 1h (8.39)b 

Cx, t) = eP (O y t) eP, (8.40)a 

AG, t) = es Anl O be (8.40)b 
§2 强 相互 作用 


QED 之 所 以 发 展 得 比较 早 ， 而 且 比 较 成 熟 ， 主 要 原因 之 一 是 ; 电磁 相互 作用 有 经 典 
类 比 ， 可 以 通过 这 种 类 上 比 来 确定 2 的 具体 形式 。 另 方面 QED 是 一 个 Abel 规 范 理论 ， 这 
一 点 ， 使 人 们 对 电磁 相互 作用 的 认识 又 前 进 了 一 步 〈 见 S 1，( 一 ) ) 。 

但 是 ， 强 相互 作用 没有 经 典 类 比 。 因 此 ， 只 能 借助 于 对 称 性 的 考虑 〈 这 些 对 称 性 与 
实验 上 证 实 了 的 守 便 定律 相 联 系 ) 来 确定 强 相互 作用 的 rz。 

近 十 余年 来 ， 人 们 把 强 子 结构 的 夸克 模型 与 非 Abel 规 范 场 理 论 相 结合 ， 发 展 了 新 的 
强 相 互 作用 理论 ， 量 子 色 动 力学 〈 简 称 QCD) 。 尽 管 QCD 还 不 是 一 个 成 熟 的 理论 ， 因 
而 人 们 对 强 相互 作用 的 动力 学 机 制 也 还 不 能 做 出 肯定 的 结论 [六 1)， 但 QCD 已 成 为 粒子 
理论 的 一 个 迅速 发 展 的 前 沿 。 它 所 存在 的 困难 也 许 是 能 够 克服 的 。 鉴于 这 种 情况 ， 我 们 
这 里 不 去 详 述 早期 提出 的 种 种 强 作用 理论 ， 而 只 略 举 一 二 ， 以 资 了 解 一 下 理论 的 发 展 历 
史 。 


(一 ) 中 性 x 介子 与 核子 的 相互 作用 


中 性 x 介子 ， 即 "介子 与 核子 的 相互 作用 属于 强 相 互 作用 。 这 种 相互 作用 通过 厄 米 
标量 场 与 旋 量 场 的 相互 而 合 来 实现 ， 厄 米 标量 场 一 一 旋 景 场 系 统 的 Lagrange 函数 密度 
为 : 


Z=, (8.41) 
其 中 ， 

== 一 18% = 199, (8.42)a 

y= -Pua tM) h. (8.42)b 


[ 注 1] QCD 预 言 ， 压 克之 间 的 强 作用 力 是 通过 交换 虚 胶 子 来 实现 的 。 但 QCD 的 理论 本 身 还 存在 许多 问题 ， 而 
且 带 色 的 寺 训 、 胶 于 均 未 在 实验 上 以 游离 的 形态 税 发 现 ， 这 叫做 色 禁 闭 。 这 一 点 同 QED 中 电 背 很 容易 以 显示 的 形式 
存在 恰 成 明显 的 对 照 。 这 反映 了 非 Abel 规 范 场 论 较 之 Abel 规 范 场 论 有 复杂 得 多 的 内 容 。 
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这 里 ，m 和 1 分 别 是 x" 介 子 和 核子 的 质量 。 对 于 2 z， 我 们 按照 下 述 的 考虑 来 确定 E: 
第 一 ，9z 必 须 具 有 空间 反 演 不 变性 〈 实 验 事实 表明 ， 在 强 作用 过 程 中 ， 字 称 守 伍 ) 和 
正 Lorentz 不 变性 ， 第 二 , 9 z 的 形式 要 尽 可 能 简单 。 因为 x" 介 子 的 内 宇 称 为 奇 ， 故 4 是 一 
个 腰 标量 ， 而 由 旋 量 场 函 数 构成 的 最 简单 的 屡 标 量 是 Ye 〈 见 第 一 章 ，$ 5 ) ， 故 可 取 
r 

xz=iGyYeb。 (8.43) 


其 中 的 虚数 i 是 为 了 保证 Zz 的 龙 米 性 而 引入 的 。C JOB EB) M A % 39, Ç 5 
《8.8) 式 中 的 e 相当 。 (8.43) REZA Yukawa e. 

我 们 来 比较 一 下 (8.43) RI (8.89 式 的 异同 。 首 先 ， 它 们 都 包含 有 由 Fermi 场 算 
符 构成 的 旋 量 二 次 式 ， 并 且 都 线性 地 依赖 于 Bose 场 算 符 。 因 此 ， 它 们 都 属于 Yukawa 型 
MA Ha, MARHA, WUEREN- c= 1 的 单位 制 里 e (G WJ XR MS G ME 
数 ， 第 三 ， 以 〈8.8) 为 基础 的 电磁 作用 理论 以 及 以 〈8.43) 为 基础 的 强 作 用 理论 都 是 
可 重 整 化 的 场 论 。 二 者 的 区 别 主要 在 于 类 合 强度 相差 很 大 : 


eè 1 G? 
a = 一 一 = — Wm- = 1—15. 
4n 137 Rz 


把 (8.41) 式 一 〈8.43) 式 所 确定 的 2 代入 Euler-Lagrane 方 程 ， 便 得 到 相互 作用 场 
系统 的 场 方程 组 : 


(Yront+ M) Y= iGYshh, (8.44)a 
(yaa) - M) = - iGWY $, (8.44)b 
(Dl- mt)$= -iGYYsyY (8.44)c 


这 些 方程 式 同样 是 非 线性 非 齐 次 方程 式 ， 要 求 得 它们 的 精确 解 是 困难 的 。 
场 的 正则 华 标 和 正则 共 亏 动 景 分 别 是 ，$， = 个 和 让， = 地 +。Hamilton 函 数 为 
H= | eseo, (8.45)a 
其 中 ， 
Z (x)= xb 十 mb- 7 


=+ (Vo) +m p+ Eyen +M) Y 


Ry r 


£y Fi 


(8.45)b 


所 论 相 互 作用 场 系统 的 量子 化 可 用 与 $ 1 类 似 的 方法 进行 。 
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(二 ) 介子 与 核子 的 相互 作用 


如 果 我 们 要 把 上 一 小 节 的 理论 作 如 下 的 推广 ， 使 之 除 x* 介 子 外 ， 还 包括 x: 介 子 , 那 
么 ， 就 需要 把 三 种 < 介子 统一 处 理 ， 并 将 质子 、 中 子 统一 处 理 。 分 述 如 下 ， 

同位 旋 与 同位 旋 多 重 态 ”所 有 强 子 (WENT, ATAF, ee ) 均 可 按 它们 的 
质量 和 带电 状态 区 分 为 不 同 的 同位 旋 多 重 态 。 为 了 便于 理解 ， 我 们 以 自 旋 为 例 来 说 明 多 


重 态 的 意义 。 电 子 自 旋 为 十， 即 
:= 工 ( 工 = 
Isl 7GF 1), ħ=1 (8.46) 


ie fas Nt s 在 普通 空间 第 三 轴 上 的 投影 值 + 二 和 二 分 别 与 电子 的 两 种 自 施 状态 对 


应 。 这 两 种 自 旋 坊 是 同 -- 电 子 可 能 具有 的 两 种 本 征 态 。 由 这 两 种 本 征 态 又 可 线性 组 合成 
为 许多 对 两 两 独立 的 自 旋 态 。 因 此 ， 电 子 具 有 两 种 独立 的 自 旋 态 。 可 以 暂时 称 之 为 电子 
" 。 设想 人 们 至 今 对 电子 自 旋 尚 了 解 甚 少 ， 就 有 可 能 把 处 于 不 同 自 旋 状 
态 的 电子 看 成 是 两 和 不 同 的 粒子 。 

质子 与 中 子 质量 十 分 相近 ， 在 强 相 互 作用 中 表现 出 相同 的 性 MR. 质子 质量 M O 
1836m,, 中 子 质量 M,c21839m。(m* 是 电子 质量 ) ， 二 者 质量 相差 约 为 千 分 之 二 (这 一 质 
量 差 是 电磁 作用 的 干扰 造成 的 ;实验 表明 ， 质 子 与 质子 ， 中 子 与 中 子 ， 质 子 与 中 子 之 
间 的 强 相互 作用 力 ( 当 不 考虑 电磁 相互 作用 时 ) 是 相同 的 ， 这 就 是 强 作用 力 的 电荷 无 关 
人 性。 因此， 如 若 只 考虑 强 作用 ， 就 可 把 质子 与 中 子 视 为 同一 种 粒子 《核子 》 的 两 种 不 同 
的 带电 状态 。 用 波 函数 中 来 描写 核子 的 状态 ， 并 假定 核子 除 自 旋 角 动量 之 外 ， 还 有 另 
一 种 抽象 的 内 豪 “ 角 动量 ”1， 它 不 是 平常 三 维 欧 氏 空 间 的 矢量 ， 而 是 所 谓 “ 间 位 放空 
间 ” 的 矢量 ，“ 同 位 施 角 动量 ”， 简 称 同位 旋 。 个 的 本 征 值 是 : 


11 
IP =—(—+ 1). 
HP = G+ 1) 


WEFO RREA- 矢量 1 在 同位 旋 空 间 第 三 轴 上 的 投影 值 为 


分 别 对 应 于 质子 态 和 中 子 态 。 换 言 之 ， 质 子 与 中 子 同属 于 核子 的 同位 旋 二 重 态 。 这 样 ， 
核子 波 函 数 叶 应 是 时 空 坐标 x、 自 旋 变 数 m* 以 及 同位 旋 变数 1: 的 函数 : 


由 ， 当 LI: = ++ 


里 = 里 (xmeTs) = 1 (8.47) 
te s= P 
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核子 不 但 可 以 处 于 纯粹 的 质子 态 和 纯粹 的 中 子 态 ， 而 且 可 以 处 于 二 者 的 全 加 态 〔 当 发 生 
相互 作用 时 ， 情 形 就 是 这 样 ) : 

p =a by. (8.48)a 

由 = cb +di,, (8.48)b 
强 相互 作用 的 电荷 无 关 性 意味 着 : 把 质子 与 中 子 对 换 ， 强 作用 理论 的 形式 是 不 变 的 ， 这 
种 对 换 相 当 于 同位 旋 矢 量 1 在 同位 旋 空 间 旋转 角度 x. 我 们 自然 还 可 用 任意 的 核子 态 由 去 
代替 中 ,， 用 由 去 代替 由。 这 相当 于 同位 旋 矢 量 1 在 同位 旋 空 间 旋转 任意 角度 . 在 由 旋 量 


波 函 数 中 中, 张 成 的 复 二 维 空间 ， 这 一 转动 变换 便 是 线性 变换 〈8.48)。 将 它 写 为 矩阵 形 
A: 


v 各 

| |-ol | a. 
[Pa 
EE ，| 和 | ,分 别 是 同位 能 空间 的 基本 施 景 和 的 陈 例 。 它们 的 每 一 分 量 又 都 
是 Minkowski 空 间 的 双 施 量 。 天 此 ， 所 要 建立 的 强 作用 理论 应 当 同时 对 上 述 两 个 空间 的 
变换 CHDLorentz 变换 和 三 维 同 位 旋 空 间 的 正 转动 变换 ) 具有 协 变性 。 由 于 在 同位 旋 空 
间 的 转动 变换 下 ， 旋 量 山 的 模 不 变 ，[ 坟 13 

pey wy, 


#k (8.49) 式 的 变换 乱 阵 U 应 为 2 x 2 么 正 矩阵 。 一 个 任意 的 2 x 2 么 正 矩阵 可 以 表示 
为 


U = eu; (8.50)a 
det v= 1, (8.50)b 


变换 矩阵 (8.50)a 的 全 体 构成 U( 2 ) 群 . 由 于 常数 相位 因子 es 在 我 们 讨论 的 问题 里 不 导 
致 任何 物理 结果 ， 因 而 可 以 把 对 称 群 缩小 ， 只 考虑 满足 条 件 (8.50)8 的 子 群 ， 即 SU(2) 
群 。SU(2 ) 群 的 任 一 变换 4 可 表示 为 

iT i (Gtit artst ors) 


u= (8.51) 


Jebpa,G= 1，2，3) 是 SU(2 ) 群 的 三 个 实 参数 ， 去 + 是 SU( 2) 群 的 三 个 生成 3. E 


[ 注 1] 到 此 为 止 ， 我 们 曾 把 复 二 维 空间 的 变换 《8.49) 视 为 同位 旋 空间 转动 变换 的 映射 。 但 在 下 面 的 讨论 里 ， 
将 倒 过 来 :把 变换 (8.49) 的 全 体 构成 SU (2) 群 ， 同 位 旋 空 间 的 转动 群 SO(3 ) SSU) Md. RNE 
在 量子 力学 中 ， 当 三 维 空间 矢量 转 2 x 角 度 时 。 一 个 旋 量 只 转 x。 所 以 SU(2 ) 群 是 SO(3 ) 群 的 双 值 复 盖 群 ， 关于 
SU(2 ) 与 SO(3 )》 的 关系 可 参见 P. 罗曼 ，《 基 本 粒子 理 论 》， 第 一 章 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1966 年 ， RA. 
WW. 约 什 。《 物 理学 中 的 群 论 基础 》，pp142 一 一 148， 科 学 出 版 社 ，1982 年 。 
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阵 + 是 熟知 的 Pauli 甜 阵 ， 它 们 的 对 易 关 系 便 是 SU ( 2 ) 群 的 李 代数 关系 。 这 些 代数 关系 
在 初等 量子 力学 里 已 见 到 过 : 


[kue Bent (8.52) 


现在 ， 我 们 可 以 把 (8.49) 式 重 写 为 
W =u. (8.53) 
由 于 同位 旋 空间 的 转动 变换 就 是 变换 (8.53) 的 映射 p.215 WE) ， 故 凡 有 核子 参 
与 的 强 相 互 作用 理论 ， 在 (8.53) 式 之 下 应 具有 不 变性 ， 即 这 一 理论 应 具有 SU(2) 不 
变性 。 

我 们 再 来 看 + 介子 . x: 介子 的 质量 约 为 273m。，x" 介 子 质量 约 为 264m。, 它们 的 质量 差 
约 为 3%。 实 验 事实 证 明 ， 当 不 考虑 电磁 作用 时 ， 三 种 x 介子 与 核子 之 间 的 强 作用 力 是 
相同 的 。 因 此 ， 可 以 把 三 种 x 介子 视 为 同一 种 “标量 介子 ”的 三 种 不 同 带电 状态 ， 并 用 
一 个 统一 的 “同位 旋 矢 量 ” 场 的 三 个 分 量 来 描写 三 种 介子 ,每 个 分 量 又 都 是 Minkowski 
空间 的 标量 场 ， 具 体 做 法 是 ， 对 于 :介子 ， 我 们 用 复 标量 场 的 两 个 独立 的 实 分 量 [参见 
(5.34) 式 ] 


$= 寺中 +49 (8.54)a 


:= 下- 和) (8.54)6 
t= = 
来 描写 ， 再 把 描写 "介子 的 实 标量 场记 为 bs， 这 样 ， 三 种 介子 就 联 属于 三 分 量 的 实 标 
MIO = (中 1 中:, 中 )， 从 量子 力学 观点 看 来 ，@ 亦 即 是 上 述 “ 标 量 介 子 ” 的 波 函 数 ， 因 
此 ， 与 核子 的 情形 类 似 , 假定 “标量 介子 ”具有 同位 旋 1, eket lQ A (1+ DD， 
矢量 1 在 同位 放空 间 第 三 轴 上 的 投影 什 

l=+1, 0, -1 
Ilat, m. ONTE. RAZ, SATARANI AN 
对 于 交换 三 种 x 介子 具有 对 称 性 ， 这 就 相当 于 矢量 1 在 同位 旋 空间 旋转 任意 角度 时 ， 强 
作用 力 不 变 ， 波 函数 @ 同 样 可 视 为 同位 施 空 间 的 矢量 ， 在 同位 旋 空间 的 上 述 转动 变换 下 
ORSU (WHER KEERD ER: 


3 
%/=2bab j=1,2,3 (8.55) 
其 中 ， 系 数 bx 满足 如 下 行 、 列 正 交 条 件 ; 
3 
Dbrsbys = bu, 
kl= 1,2,8 (8.56) 


3 
Doinbn = Hn. 
J 
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除了 核子 的 同位 旋 二 重 态 ， 介子 的 同位 旋 三 重 态 以 外 还 有 许多 强 子 的 同位 旋 单 态 
MEES. 1 

相互 作用 项 .2 rz， 如 上 所 述 ， 核 子 与 z 介 子 相互 作用 的 理论 应 具有 SU (2) 协 变性 。 
除 此 以 外 ， 这 一 理论 当然 还 应 具有 Lorentz 协 变性 ， 因 此 ，2zr 在 SU( 2 ) 群 的 变换 下 和 
Lorentz 变 换 下 都 应 当 是 一 个 不 变量 。 据 此 ， 从 简单 性 考虑 ， 可 取 儿 7 为 如 下 的 形式 ; 


Zı=iGÜy Y.O, (8.57) 

其 中 ， 与 里 相 乘 的 Ye 和 Ys 应 理解 为 : 
Ly. 0 [Ys o) 

ui 0 wJ Y 0 vJ 

yy,= (Wy, vY)» 

T= (Tp Tas T3). 

相互 作用 场 系统 的 Lagrange 函 数 密度 为 

Z= ++, (8.58)a 
其 中 ，2n 是 自由 质子 场 的 2 * 与 自由 中 子 场 的 ,之 和 ， 

x= - (yaaa + M) Y 


- Po lYuðu + M) po- Pa (Yuu t M) 9, (8.58)0 
了 是 所 有 多, 之 和 : 


r= - CR Na m*@.0) 


3 
dt (8.58)e 


利用 (8.53) RA (8.55) 式 不 难 验 证 x 和 儿 x 的 SU( 2) 不 变性 .根据 第 三 章 的 


讨论 ，2w 和 .xz 具有 显示 的 Lorentz 不 变性 。 再 利用 (8.53) 和 (8.52) ， 可 以 证 明王 Tt 于 
在 SU( 2 ) 变 换 下 像 同 位 旋 空 间 矢量 9 一 样 地 变换 〈 这 一 工作 请 读者 自己 去 做 ) 。 因 此 ， 
2z 是 两 个 同位 旋 空 间 撩 量 的 标 积 ， 因 而 是 一 个 同位 旋 空 间 的 标量 〔 即 SU( 2 ) 变换 下 的 
不 变量 ] ， 另 方面 可 把 2z 写 为 下 式 ， 


[ 注 1] 有 兴趣 的 读者 可 参阅 YU。V。 NOVOZHILOV “Introduction to Elementary Particle Theory", 
PERGAMON PRESS, 英 译本 ，1975，Chapter，8 ; 或 者 参见 汉 斯 。 费 朗 费 尔 德 ， 欧 内 斯 特 。M。 闻 利 ，《 亚 原 
子 物理 学 》， 原 子 能 出 版 社 ，1981 年 中 译本 pp.131 一 137 的 介绍 
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并 Vine NZ (8.59) 
此 式 右边 是 形 如 下 面 的 一 些 Yukawa 项 的 和 ， 

iG Yet, 

1G 机 ve， 

1G 和 Ye 和 

Good 


由 于 每 一 项 都 是 两 个 Lorentz 必 标量 的 乘积 ， 所 以 了 7 是 一 个 Lorentz 标 量 。 综 上 所 述 ， 
(8.57) 式 的 2z 就 是 所 要 寻找 的 相互 作用 项 。 从 (8.58) 式 的 2 出 发 可 以 建立 起 一 个 
同时 具有 以 上 两 种 协 变性 的 强 作用 理论 。 ik, r 的 正确 性 最 终 还 要 通过 实验 事实 来 
判断 。 

SU( 2 ) 不 变性 与 同位 旋 守恒 : 核子 和 x 介子 的 同位 旋 矢 量 1 在 三 维 同位 旋 空 间 的 
转动 ,相当 于 用 一 种 同位 旋 状 态 的 核子 去 代替 另 一 种 状态 的 核子 (包括 质子 和 中 子 的 相互 
RIÐ ， 用 一 种 同位 旋 状 态 的 介子 去 代替 另 一 种 状态 的 x 介子 (包括 x*、x*"、z -相互 
交换 ) 。 在 三 维 同位 旋 空 间 的 上 述 转动 变换 下 ， 核 子 与 x 介子 的 强 相 互 作用 具有 对 称 
人 性， 从 群 表示 论 的 观点 看 来 ， 这 些 对 称 人 性 都 属于 在 SU ( 2 ) 群 变换 下 的 对 称 性 ，SU ( 2 ) 
对 称 性 是 数 子 的 内 部 对 称 性 ， 相 应 的 守恒 物 理 量 便 是 相互 作用 场 系 统 的 总 同位 旋 矢 量 
ICEL), 由,(8.57) 和 (8.58) 可 得 


= - Gan + M) - T@+, +mt@-0) 


+iGFyT YO, (8.60) 
考虑 无 穷 小 的 SU( 2 ) 变换 ， 这 时 于 和 中 分 别 按 以 下 法 则 变换 ， 


M= + d= (1 +iany, (8.6Da 


3 3 
% = Zond 5 Ebat OD) his (8.61)b 


ZE, o> 0 ， 且 由 正 交 条 件 〈8.56) ， 应 有 j= - @ws， 因 此 ， 可 通过 SU(2) 群 的 
无 穷 小 实 参数 wx 把 oj 表示 如 下 : 


3 
On= Darra =ar ( 当 j、1 一 定时 的 值 已 确定 ) , 
r; 


[5 注 1] 同位 施 1 可 以 像 普通 角 动量 那样 相 加 .同位 旋 重 子 数 是 相 加 性 量子 数 。 
2218 


这 样 ， 
3 
=$ + 30 = Dönt aya) bi (8.61)c 


SU( 2 ) 对 称 性 意味 着 2' (x) = (x)， 或 者 BA (3.91) 式 ] ， 


0=52=8 SV+8 02 _ 
"as aat) 
š. az 
+ (8.62) 
Fa 4 小 


将 (8.60) 和 (8.61) RAER, FERA: 


s 3 3 3 
È, E tisa =F Borena (Obd Obd) 
i 3 3 
9" reri uO x O) p= a+ (uO x O), (8.63) 
u 
就 可 得 到 ， 
BhyJn= 0, (8.64)0 
其 中 ， 
= YuTY + (0:%) x @, (8.64)b 


便 是 相互 作用 场 系统 的 同位 旋 流 密度 矢量 ， 相 应 的 守恒 荷 即 是 场 系统 的 总 同 f: 2 矢量 
l; 


=f ez- 
La 


-| dsx(LW+TY- tx @), (8.65) 
rr 
其 中 
Wet) a = 22 
a$; 
上 述 结果 与 强 相 互 作用 过 程 中 同位 旋 守 便 的 实验 事实 一 致 。 
相互 作用 场 系统 的 量子 化 条 件 为 : 
dht), PEE (P.G t), Yi(y, D) 
=ò8® (x-y), (8.66)a 
[hs t), mily, t)]= idd (x y), 
il=1,2,3 (8.66)b 
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{p(x t), PCy th= {oCx, 1), Yly, 1)} 


=== = {b,x, 7), ly, 1)}= 0, (8.66)c 


C AACE). 0 (y, = = 
=[ Xt), myst)J= 0. a.B= 1,2,3,4 (8.60)d 


对 介子 一 一 核子 相互 作用 场 系统 进行 量子 化 的 其 余 工 作 ， 可 类 比 于 本 章 $ 1 的 方 
法 进行 。 这 里 应 当 提 到 的 是 ， 关 于 强 相互 作用 的 机 制 ， 人 们 在 很 长 一 段 时 期 内 曾 致力 于 
发 展 汤 川 提出 的 介子 理论 ， 由 于 (8.43) 、 (8.57) 5 (8.8) 在 形式 上 的 相似 性 ， 人 
们 自然 可 以 把 x 介子 看 成 是 传递 强力 的 中 介 垃 子 。 但 是 ， 强 作用 的 介子 理论 ， 即 以 
(8.43) 和 (8.57) 为 基础 的 理论 虽然 可 以 重 整 化 ， 却 由 于 刺 合 常数 G > 1， 因而 使 微 
扰 论 失效 。 
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除 光子 以 外 ， 所 有 已 知 的 基本 粒子 都 能 参与 能 相互 作用 ， 最 早 提出 的 弱 作 用 理论 是 
Fermi 的 B 衰 变 理论 。Fermi 类 比 于 电磁 辐射 的 基 子 理论 ， 提 出 用 定 域 四 Fermi FWAR 
描写 8 衰变 过 程 。 自 Fermi 理 论 提出 , 直到 1957 年 发 现 宇 称 不 守恒 的 二 十 余年 间 ， 这 个 理 
论 曾 经 受 了 一 系列 有 关 低 能 弱 作 用 的 实验 事实 的 检验 。 按 照 Fermi 的 思想 ， 弱 相互 作用 
的 1 应 取 流 一 流 籼 合 的 形式 。 例如， 对 于 中 子 的 BP 衰变 过 程 n->p+e- +V, SrH 


Z= EE Qy.) hayaq) (8.67) 
vz 


Rh, Grk— 483800 WA MMR. b. Q va WIMEATI, PT. 电子 场 和 
中 微 子 场 的 场 函数 。 上 式 是 两 个 矢量 流 的 耦合 ， 其 中 没有 出 现任 何 中 介 粒 T 的 场 。 因 
此 ， 四 个 Fermi 子 p.n、e、。 之 间 的 相互 作用 是 直接 相互 作用 ， 或 定 域 相互 作用 。 

1957 年 ， 李 政道 、 杨 振 宁 发 现 双 作用 中 字 称 不 守 己 ， Femi 理论 需要 进行 修改。 
1958 年 Feyman 和 Gell-Mann 在 Fermi 理 论 的 基础 上 提出 了 一 4 流 一 流 相互 作用 理论 。 
按照 了 一 4 理论 ， 纶 作用 的 一 般 形式 是 


Z= EITE), hef Ju Buxa (8.68) 
vs Jat Hh= 4 
几 是 弱 流 ， 它 是 轻 子 弱 流 畏 与 强 子 弱 流 甸 的 和 ， 
Ju(x) = lul) + hu (x). (8.69) 


k, <= 32 Hl 
220 


mdNL NS A 


= r (8) + 2 FDH Zr EW 
右边 第 一 项 描写 只 有 轻 子 参加 的 弱 过 程 ， 第 二 项 描写 兼 有 轻 子 和 强 子 参加 的 弱 过 程 ， 第 


三 项 描写 强 子 弱 过 程 : 
Ze = -GE I, GOT, GO, 8.70)a 
vz 
CRETS = dO + ha (eTa (2) 8.70)b 
2 
gaw = G hy GO. (8.70)c 


信和 如 分 别 都 是 一 个 矢量 流 和 一 个 轴 矢 流 〈 即 尾 矢 流 ) 之 和 。 轻 子 弱 流 1s 具 有 以 下 形式 : 


DD SPANCA +Y) vela) + Ys CL EY) wo， (8.7 


WFA AHEL 

ha (x) =V u(x) + Aul) (8.72)a 
其 中 ， 

Vula) = cosp V + sindy VAD (8.72)b 


是 矢量 流 ， 上 标 (0 ) M C) 分 别 表示 奇异 数 S 不 变 的 弱 流 和 奇异 数 改变 (AS= 1) 
的 弱 流 。 〈8.72)a 右 边 的 第 二 项 是 轴 矢 流 ， 它 同样 可 表示 为 


Ah(x) = cos0, AKP + sinha Ay (8.72)c 


以 上 诸 式 里 的 gr 和 94 分 别 是 矢量 部 分 和 轴 矢 部 分 的 Cabibbo 角 ， 它 们 的 实测 值 是 ，br = 
0.247 土 0.008, 94= 0.2688 + 0.0006. 
将 (8.71) 代入 〈8.70)o， 就 可 得 到 纯 轻 子 弱 :过程 的 Zr 


Zi- l (Wa CLE Yo Yve) (S, WG -+ Yo) 9) 


+ (Buys C1 +Y) yy) [ge C +Y) 9) 


+ (Pera 1 ys) bwe) [Fun O+ yo Yo) 
+ (Vm +o bu) [WAG +vo ba) } (8.73) 


CE1) 详 见 David C. Cheng, Gerard K. O'Neill «Elementary Particle Physics An Introduction》，Addison + 
„Wesley, 1979, Chapter 8 。 关 于 习作 用 的 唯 象 性 理论 ， 也 可 参阅 李 政道 著 Chb5SRTpHuH3), 第 二 十 二 章 ， 
“科学 出 版 社 ，1981 年 。 
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此 式 右 边 前 两 项 可 以 用 来 描写 介子 误 变 ， 
uen t Fet Yis (8.74) 
ht 一 >e++ve 十 Wu。 (8.75) 


或 描写 中 微 子 一 轻 子 非 弹性 散射 ， 例 如 
ve- 一 ve 二 kh-， (8.76) 
(8.73) 式 右边 第 三 项 可 用 来 描写 中 微 子 一 电子 弹性 散射 ， 例 如 ， 


ve 十 e+ 一 一 et 十 veo (8.77) 
Stet—et +Š, (8.78) 


由 于 上 介子 寿命 仅 为 ~ 2 WE, HB vu ML X B tu ERA, TS u DL EEEE 
NO, 故 (8.73) 式 右边 第 四 项 所 描写 的 上 和 "的 散射 过 程 ， 虽 然 在 理论 分 析 上 和 (8.77) 
过 程 一 样 ， 但 在 实验 上 极为 困难 ， 至 今 还 没有 被 观察 到 。 

(8.71) 式 的 轻 子 弱 流 人 又 称 为 轻 子 的 带电 弱 流 , 这 是 因为 /所 包含 的 每 一 个 弱 流 ， 
都 使 初 态 粒 子 和 终 态 粒子 在 电荷 上 相差 一 个 单位 。 因 此 ，(8.73》 式 的 .21 描写 轻 子 的 带 
电流 相互 作用 。 同 样 地 ，“〔8.72) 式 的 强 子 弱 流 及 也 是 带电 流 。 所 以 一 4 流 一 流 相互 
作用 理论 完全 排除 了 中 性 流 相互 作用 〈 使 初 、 终 态 粒子 具有 相同 电荷 的 弱 流 ， 叫 中 性 弱 
流 ) 。 但是， 量子 场 论 的 发 展 预言 了 中 人 性 流 相互 作用 的 存在 ， 而 且 早 在 1973 年 ， 在 欧洲 
核子 研究 中 心 ， 已 从 实验 上 发 现 了 中 人 性 流 相互 作用 的 事例 。 

在 低能 弱 作 用 的 范围 内 ， 洲 一 4 理论 与 实验 事实 附 合 得 很 好 ， 但 在 高 能 区 域 ， 理 论 
计算 的 中 微 子 散射 截面 将 随 中 微 子 能 量 的 增加 而 无 限制 地 增 大 ， 这 就 必然 要 违反 Z E 
限 。 为 了 使 中 微 子 散 射 截面 不 致 违反 么 正 限 , 就 必须 限制 入 射 中 微 子 的 能 量 ( 在 动量 中 心 
系 里 ) 在 300GeV 以 下 [六 13, 换 言 之 , 当 散射 过 程 的 能 量 、 动 量 转移 很 大 时 ， 矿 一 .4 理论 就 
不 正确 。 为 了 建立 在 高 能 区 域 也 适用 的 弱 作 用 理论 ， 人 们 曾 试图 把 定 域 的 普 适 天 一 4 流 
一 流 相互 作用 修改 为 非 定 域 作用 ， 即 把 弱 相 互 作 用 不 再 视 为 直接 作用 ， 而 是 通过 中 间 矢 
量 Bose 子 W* 来 传递 的 间接 作用 〈 如 同 带 电 粒子 之 问 的 电磁 作用 是 通过 光子 来 传递 那 
样 ) ( 注 2]。 经 过 这 样 修改 之 后 ， 理 论 上 计算 的 散射 截面 不 再 与 过 程 的 么 正 性 相抵 触 . 不 
仅 如 此 ， 信 一 4 理论 只 能 计算 一 阶 效应 的 缺点 ， 在 进行 上 述 修改 之 后 ， 看 来 也 应 能 得 到 
克服 。 但是， 理论 无 法 进行 重 整 化 ， 因 而 仍然 无 法 考虑 高 阶 效应 。 

1967 年 一 1968 年 ，S。 Weinberg 和 A. Salam 提 出 了 将 弱 作 用 与 电磁 作用 统一 起 来 的 
规范 理论 [六 3)。 这 一 理论 预言 ， 弱 作用 是 通过 带电 的 中 间 矢 量 Bose 子 W* 和 中 性 的 中 间 
矢量 Bose 子 Z° 来 传递 的 。W* 和 2Z* 与 光子 是 属于 同族 的 粒子 。 仙 一 S 理论 预言 中 间 矢量 


CE1) 见 李 政道 著 《 扬 论 与 粒子 物理 学 )， 下 抽 ， pp,74 一 ?7， 科 学 出 版 社 ，1981 年 ;或 《基本 粒子 评 文集 》9 
第 二 集 ，pp.22 一 27， 科 技 文献 出 版 社 重庆 分 社 ，1978 年 - 

[ 注 2】 见 《 基 本 粒子 译文 集 》， 第 二 集 ，pp.22 一 26。 š 

CÈS) 关于 W 一 5 理论 ， 在 《基本 未 子 评 文集 》 第 二 集 pp.27 一 30 有 详细 叙述 。 
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Bose 子 的 质量 分 别 为 : 
Mw= 37.34/singw(GeV) >37.34GeV 
Mz=74.68/sin20w (GeV) >74.68GeV 
0w 称 为 Weinberg 角 ， 由 实验 分 析 知 sintbw = 0.23 土 0.02C 注 1]。 按 照 这 一 理论 ， BEM 
的 形式 不 再 是 流 一 流 看 合 ， 而 是 ， 带电 弱 流 与 带电 的 中 间 子 W: 打 合 ， 中 性 弱 流 与 中 性 
的 中 间 子 Z' 灶 合 就 像 电磁 流 与 光子 超 合 那样 ) ， 因 此 ， 除 了 带电 流 相互 作用 以 外 尚 应 
存在 中 性 流 相互 作用 。 事 实 上 ， 自 1973 年 以 来 ， 人 们 已 从 实验 上 发 现 了 如 下 的 一 些 中 性 
流 反应 ; 


Vat+e-—y Vat e-, ,(8.79)a 
. S a+ e"—+e, (8.79)b 
v +N— vai + F, ` (8.80)a 
Fut N— n+ 强 子 ， (8.80)b 


这 里 ，N 代 表 核 子 。〈8.79) 式 是 纯 轻 子 中 性 流 过 程 ， 当 能 量 、 动量 转移 不 大 时 ， 这 些 
过 程 的 9z 可 等 效 地 写 为 如 下 的 中 性 流 硬 合 [ 注 2: 


2r= =Í unat 9,J Gereoo 昌 } .8 
其 中 ， 
cp 工 -2sinzbw， 
(8.82) 
c4= +. 


在 W 一 5 理论 里 ， (8.74) 一 (8.78) 0035-3835 ib iM (8.71) 与 W: 的 
相合 来 实现 的 ， 在 低能 情形 下 ， 双 一 S 理 论 里 的 2z 同 样 过 湾 到 及 一 4 理论 里 的 (8.73) 
式 右边 前 三 项 ， 由 此 看 到 ， 瑚 一 4 理论 作为 一 个 瞧 象 性 理论 ， 它 是 W 一 S 理论 在 低能 吧 
域 的 一 个 近似 。 

在 第 九 章 里 ， 我 们 将 会 看 到 ， 普 适 的 弱 确 合 常数 Cr (又 常 称 为 普 适 Fermi W A W 
数 ) 可 以 用 质子 质量 表示 为 : 


Gr =1.03x10"% Ms5?, (8.83) 


此 式 表明 ， 丰 合 常数 Cz 具 有 质量 负 二 次 方 的 量 纲 ( 或 者 说 ， 具 有 长 度 正二 次 方 的 量 纲 ); 
倘若 把 (8.73) R (8.8), (8.43) 作 一 粗略 比较 就 会 看 到 ，Gz 不 是 弱 作 用 荷 ， 它 与 


[ 注 1] 此 数据 引 自 《Quarks and Leptons》，PLENUM，1980，p.276。- 
[ 注 2] 参见 《基本 粒子 译文 集 》， 第 二 集 ，P31, (8.17) 式 和 (8.18) 式 ， 科 技 文献 出 版 社 年 庆 分 福 ，1978 年 . 
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(8.8) 式 的 e (8.43) 式 的 C 并 不 相当 ， 考虑 到 e 和 G 都 是 无 量 纲 精 合 常 数 ， 可 令 弱 
作用 荷 为 
= Ce Mi=0.71x10- (8.84) 
” Ë 
这 样 ， 弱 作用 的 强度 便 是 


zs 4 x10-18, (8.85) 


与 < Q l 和 -G”- 1 一 15 相 比较 ， 可 见 ， 弱 作用 是 很 弱 的 。 这 一 结果 是 从 矿 一 4 理 
in 137 4x 


论 得 到 的 ， 它 与 迄 个 为 止 的 实验 事实 符合 。 但 是 ，W 一 S 理论 预言 ， 当 相互 作用 能 量 与 . 
中 间 矢 量 Bose 子 的 质量 可 以 比拟 时 ， 弱 作用 与 电磁 作用 就 会 具有 相同 的 强度 . 

3971 年 ，\tHooft 证 明了 规范 理论 的 可 重 整 性 ， 1973 年 实验 上 发 现 中 性 流 ，1982 一 
1983 年 ， 实 验 上 发 现 了 W: 和 Z? 介 子 ， 质 量 分 别 约 为 81GeV 和 91GeV， 与 理论 预言 附 合 
[六 1)， 所 有 这 些 都 是 对 WW 一 理论 的 有 力 支持 。 近 十 余年 来 ， 弱电 统一 理论 与 实验 符合 
得 很 好 ， 并 且 又 有 了 许多 新 发 展 ， 因 此 ， 弱 、 电 ,强大 统一 已 成 为 基本 粒子 相互 作用 理论 
的 发 展 前 沿 ， 但 由 于 规范 理论 已 远 远 超出 本 书 范围 ， 因 此 ， 在 第 十 章 里 ， 我 们 将 只 限于 
用 人 一 4 理论 来 计算 几 个 弱 作用 过 程 的 一 阶 效应 。 


84 ”连续 对 称 性 与 守恒 定律 


在 自由 场 情形 下 ， 某 一 物理 量 的 守重 定律 ， 仅 仅 表明 该 物理 量 是 一 个 运动 恒 量 。 而 
在 量子 场 相 互 作用 的 情形 下 ， 某 一 物理 量 的 守恒 定律 可 按 下 述 两 种 方式 之 一 来 理解 ， 第 
一 ， 该 物理 量 是 相互 作用 场 系 统 的 运动 恒 量 ， 第 二 ， 物 理 量 之 值 在 相互 作用 过 程 中 保持 
不 变 。 第 二 种 理解 比 第 一 种 理解 更 深入 了 一 步 。 ， 

按照 Noether 定 理 ， 每 过 种 场 物理 量 的 守恒 定 律 都 联系 于 某 种 连续 对 称 性 〈 见 第 三 
章 ，§4) ， 在 时 空 平 移 变 换 下 ， 相 互 作 用 场 系统 的 运动 规律 的 不 变性 ， 导 致 能 量 、 动 
量 守 恒定 律 。 例 如 ， 在 电磁 相互 作用 的 情形 下 ， 把 (8.7) 式 的 2 代入 G. 7b, 得 到 
旋 量 场 一 电磁 场 系统 的 能 量 、 动 量 矢量 为 


Fo = fdat (Cid ug iN aN 


+l- iDa- Aand h) 
+(-idunZ7)}, (8. 86) 


CŒ1) #mPhys. Lett. Vol. 122B (1988) Je 1, p103, Vol. 122B (1983) Na5,6, p476, Vol. 129 
(1988) Nel, 2, p130. 
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积分 形式 的 能 是 、 动 量 守 二 定律 便 是 (3.72) Å: 
Pi) = yG). (8.87) 
相互 作用 场 系统 的 总 能 量 是 H(D) = -;P, G), H (8.12) 式 和 (8.15) RT Ah 


HO = | G+ + D 


=H,G)+H,G@)+H;(0. (8.88) 
HC) = H(t,);s : (8.89) 


应 当 注意 ，(8.88) 式 中 的 HD = | d'ay ayy Yom) VAHL ,dx Cunt 


VAa VAA H 136 83 F09 (6,5) RA (7. 式 虽然 具有 形式 上 的 一 致 性 ， 但 
并 不 相等 ， 这 是 因为 在 有 相互 作用 的 情形 下 ， 场 函数 是 非 线性 非 齐 次 方程 组 (8.9) 的 
解 ， 量 子 场 论 研究 相互 作用 过 程 ， 只 是 关心 相互 作用 场 系统 的 初 态 和 终 态 ， 即 发 生 相 互 
作用 以 前 的 状态 和 发 生 相 互 作 用 以 后 的 状态 ， 这 两 种 状态 在 时 间 上 与 发 生 相互 作用 的 时 
刻 相隔 无 限 远 ， 即 初 态 是 + = - co 时 的 场 态 ， 终 态 是 + = + co 时 的 场 态 〈 见 第 九 章 ) 。 
因此 ， 由 《8.89) 式 ， 我 们 有 


H(- co) = H (+00), (8.90) 
这 里 ，H(+o0) = Hó( £ co) +H,( + eo), HT t= 土 co 时 ， 可 令 
Hr (+c) = -exer= 0, 
故 Hu( 土 co) 和 H4( 二 oo) 就 分 别 与 (6.5) 式 和 (7.4) 式 等 同 。 
由 (8.86) 式 得 到 相互 作用 场 系统 的 总 动量 是 
PCE) = Py(t) + PZ) (8.91) 


Py(t) 与 P4(t) 的 表示 式 在 形式 上 分 别 与 (6.11) M 7.12 一 致 ， 但 它们 并 不 分 别 相 
等 ， 我 们 同样 有 


PoC- ee) +P ,(— ee) = Py(GD +P ,(t) 
=Ps(+ee) +P.( + eo). (8.92) 


这 里 Py( 土 co) 和 P4(+ co) 分 别 与 (6.11)》 式 和 (7.12) 式 完全 等同。 综合 (8.90) 与 
(8.92) ，, 我 们 得 到 能 量 、 动 量 守 便 定律 的 有 用 形式 : 


Ph(+co) = Ph(- eo), (8.93) 


此 式 对 任何 一 种 相互 作用 过 程 都 适用 。 类 似 地 ， 我 们 可 以 从 场 系统 的 正 Lorentz 不 变性 
出 发 来 讨论 角 动 量 守 全 定律 。 结 果 是 [参见 3.83) 式 和 (3.86) 式 ] ， 


M aC+ee) = M irl- eo), (8.94) 
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下 面 再 来 看 内 部 对 称 性 。 在 §1 里 ， 曾 经 从 场 方程 出 发 ， 推 出 电荷 守 伍 定 律 的 微分 
形式 〈8.10) fl (8:29) 。 这 里 ， 我 们 以 带电 旋 量 场 和 电磁 场 的 相互 作用 为 例 ， 证 明 ， 
局 域 规范 不 变性 导致 电荷 守恒 定律 。 在 无 穷 小 的 U( 1 ) 规范 变换 下 ， 我 们 有 : 


3 (2) = (x) tiea (a) 92), (8.95)a 
W G) =x) ~ iea (x) (x), (8.95)b 
A; (x) = Ap(x) + Ona (z) , . (8.95)c 


这 里 ，a(x)~ 0 。 利 用 Euler-Lagrange 方 程 ， 容 易 得 到 ， 


0=89=0, 22 y+ oF + 92 A), 
ey 1 To TA 


38 (8.7) HIRAEL, 并 注意 到 jn= ieyYn， 可 得 
anfVna(x) + AOva (x)}= 0， 
利用 场 方程 (8.9)c， 可 将 上 式 简化 为 
a (x)ðuu +3yAvðuðva (x) = 0, (8.96) 
因为 口 c(x) = 0， 故 上 式 左边 第 二 项 成 为 
Bh4vanava(x) = OnL AGnOs 0 (x)3, 
这 样 ， 〈8.96) 式 又 成 为 m” 
. a (x)ĝu u + CA0.a (x)3 = 0 , 
此 式 左 方 前 一 项 只 与 旋 量 场 有 关 ， 后 一 项 只 与 电磁 场 有 关 ， 因 而 要 使 它 在 整个 时 空 区 域 
Q 上 的 每 点 均 成 立 ， 此 两 项 必须 分 别 为 零 ， 
a(x)ðuJul) = 0, (8.97)a 
Ən CA0.a (x)3 = 0 , (8.97)b 
(8.97)a 式 再 次 给 出 微分 形式 的 电荷 守 便 定 律 (8.10); EF (8.97)b U, 它 给 出 矢 
Jun: . ‘ 
ap = Ay3uðva (x) 
的 守 便 定律 。 由 于 ow 不 是 一 个 物理 的 矢量 流 ， 故 它 的 守恒 定律 没有 物理 意义 。 
x 介子、 核子 相互 作用 场 系统 的 电荷 守恒 定律 ， 与 在 整体 规范 变换 中 4 = e, F 
的 不 变性 相关 ，。 量 相 角 X 与 相应 场 量子 的 电荷 成 正比 ， 即 x = ea， 因 此 ， 中 性 场 被 排 
除 在 这 一 电荷 规范 变换 之 外 。 我 们 有 : 
=e, pa = pus (8.98)a 


和 = (8.98)b 


[be 
考虑 无 穷 小 变换 ， 并 注意 到 里 = Mlun (8.54) 式 ， 可 分 别 把 以 上 二 式 写 为 ， 
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w - =" elu, (8.99)a 
0 


1J 0 
Z es °] ; 
W = pO U x (8.99)b 
o oj 2: 
1 =$, +eboç,, (8.100)a 

中 := 中 一 ebay (8*100)b 

$=. (8.100)c 
利用 Euler-Lagrange 方 程 ， 可 从 (8.60) 式 得 到 : 

=89=0 2 oy +22 
Ds Lë +t} 
[Yn o0] 0 3 
-af-7] , | lu- $ oosa. 
0 Ylo oj im 

因此 ， 我 们 有 微分 形式 的 电荷 守恒 定律 

ada= 0. (8.101)a 
其 中 ， 

Jh=iehoyne + e (Oug1) 0; - e (Ou) i, (8.101)b 
相应 的 守恒 荷 即 是 相互 作用 场 系统 的 总 电荷 eQ: 

eQ =f exc- iJ) 

= e [| d'x ihtara- mida) (8.102) 


我 们 指出 ， 由 于 对 易 关 系 (8.66)b, Bi (8.102) 式 的 厄 米 性 已 得 到 保证 。 

电荷 守重 定律 是 普遍 成 立 的 。 在 本 书 所 述 及 的 知识 范围 以 内 除 电磁 相互 作用 以 外 ， 
其 余 的 每 种 相互 作用 理论 都 是 非 规范 理论 ， 相 应 的 电荷 守恒 定律 都 由 整体 规范 对 称 性 导 
出 。 只 须 注意 ， 应 将 中 性 粒子 的 场 排除 在 电荷 规范 变换 之 外 。 

除了 电荷 守恒 以 外 ， 重 子 数 守 仁和 轻 子 数 守恒 在 一 切 相互 作用 过 程 里 也 是 普遍 成 立 
的 。 所 有 的 重子 ， 包 括 核子 和 超 子 ， 其 重子 数 均 为 + 1 ,所 有 反 重子 的 重子 数 均 为 ~ 1, 
轻 于 有 两 类 ( 生 1])， 电 子 及 其 中 微 子 v, 为 一 类 ; H 子 及 其 中 徽 子 vn 为 另 一 类 。e-、v。 具有 
电子 轻 子 数 各 为 + 1,e+.3。 自 有 电子 轻 子 数 各 为 - lb ul, w 具有 轻 子 数 各 为 + 1， 
+、 和 Vu 具有 上 轻 子 数 各 为 - 1. ` 


[ 注 1] 详 见 《 基 本 粒子 评 文集 》， 第 二 集 ， pp。17 一 18， 和 李 政道 《 场 论 与 粒子 物 理 学 》， 上 册 ， p138 
1975 年 ， 实 验 上 已 发 现 rf 轻 子 和 Tt 中 微 子 存在 的 实验 证 据 ， 3HT3W0 SU + 轻 子 数 是 单独 守重 的 。 
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重子 数 守 便 定 律 与 2 在 重子 规范 变换 
= e%$, (8.103) 
下 的 不 变性 对 应 ， 这 里 的 c 量 相 角 x 与 场 量子 的 重子 数 成 正比 。 对 于 无 穷 小 的 规范 变 
换 ，X= B8a，B 是 粒子 的 重子 数 ， 由 于 轻 子 和 介子 的 重子 数 均 为 零 ， 故里 包含 的 轻 
子 场 和 介子 场 将 不 受到 重子 规范 变换 (8.103 的 影响 。 例 如 ， 对 于 x 介子 、 核子 相 互 作 
用 系统 ， 我 们 有 


0=89=0f OF 8W+8V_ OF +. 09 8 } 
EA DoF) 2nd) v 


因为 8 和 ;= 0,dV=iBdaY, HH (8.60) 式 代入 上 式 后 ， 得 到 重子 数 守恒 定律 的 微分 
形式 如 下 ; 


ðuu= 0. (8.104)a 
Ja = iBWy U, (8.104) 
相应 的 守 便 荷 便 是 场 系统 的 总 重子 数 ， 


N= f dx Ci) = Ba Q atq 
因为 粒子 《重子 ) 的 重子 数 为 8= + 1， 故 

N= [| ax Q ht (8.105) 
综合 (8.102), (8.65) fl (8.105) ， 就 得 到 著名 的 Gell-Mann 一 Nishijima 关 系 式 ， 

Q=. +Ë (8.106) 
因为 电荷 数 Q， 重 子 数 N 以 及 同位 旋 第 三 分 量 量 子 数 都 是 可 加 性 量子 数 ， 所 以 对 于 场 的 
单 粒子 态 ， 辐 样 地 有 ， 


gq=]+ > (8.107) 


SES 


此 式 里 的 9、Ts、B 分 别 是 单个 粒子 的 电荷 数 〔 以 基本 电荷 e 为 单位 )、 同 位 旋 第 三 分 量 量 
子 数 和 重子 数 . 

玫 介 子 和 超 子 又 都 是 所 谓 奇 异 粒子 ， 开 介子 具有 奇异 数 S = + 1, 反 K 介 子 奇 异 数 
S = - 1， 超 子 的 奇异 数 是 负 整数 ， 反 超 子 的 奇异 数 是 正 整数 ， 自 1974 年 以 来 ， 人 们 又 
发 现 了 一 类 带 有 紫 数 C 的 新 粒子 ， 即 夭 粒 子 。 重 子 数 、 奇 异 数 和 柴 数 的 如 下 组 合 ， 称 为 
超 荷 数 ， 记 为 卫 : 

Y=B+S-C (8.108) 
BJHTASSR TE, (8.107) 式 已 被 扩充 为 下 式 ， 
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deht Ca SC s (8.109) 
2 2 
在 强 作用 过 程 里 ，B、S、C 都 是 守恒 的 ， 相 互 作用 越 弱 ， 对 称 性 越 少 ， 相 应 地 , 守恒 


量 的 数目 也 越 少 。 在 弱 作用 过 程 里 ，S 和 C 均 不 守恒 。 
“ 超 荷 守恒 和 轻 子 数 守 全 均 可 由 相应 的 规范 对 称 性 导出 ， 这 一 工作 请 读者 自己 去 做 。 


85 分 立 对 称 性 与 TICP 定 理 


在 自由 场 情 形 下 ， 除 二 分 量 中 微 子 理论 之 外 均 分 别 具 有 空 间 反 W 对 称 性 CP 对 称 
性 ) 、 时 间 反 演 对 称 性 〈T 对 称 性 ) 和 电荷 共 朱 对 称 性 (C 对 称 性 ) 。 但 对 相互 作用 的 
场 系统 ， 则 不 一 定 分 别 具 有 这 三 种 对 称 性 。 在 弱 相 互 作用 里 ，P 对 称 性 和 C 对 称 性 均 受 
到 破坏 ， 但 P 与 C 联 合 变换 下 的 对 称 性 一 般 还 是 成 立 的 ， 由 于 下 面 将 要 述 及 的 TCP 定 
理 ， 因 而 在 弱 作用 过 程 里 ，T 反 演 对 称 性 一 般 也 是 成 立 的 。 不 过 ， 如 第 五 章 所 述 ， 中 性 
长 寿命 KK 介子 的 衰变 过 程 是 一 个 仅 有 的 例外 。 在 这 一 过 程 里 ，T 反 演 对 称 性 受到 破坏 。 
在 强 作用 和 电磁 作用 过 程 里 ， 上 述 三 种 对 称 性 均 分 别 成 立 ， 据 此 ， 可 以 找 出 相互 作 
用 场 的 T\C.P 变 换 法 则 。 作 为 强 相互 作用 的 例子 ， 我 们 来 看 中 性 x 介子 与 核子 的 相互 作 
用 。 由 于 相互 作用 场 方程 的 解 与 自由 场 方程 的 解 具有 相同 的 Lorentz 变换 性 质 ， 因 而 同 
样 可 以 假定 ， 在 相互 作用 情形 下 ， 场 算 符 的 T、.C、P 变 换 法 则 与 自由 场 的 变换 法 则 也 是 相 
同 的 。 这 样 Lagrange 函 数 密度 〈8.41) 的 自由 部 分 和 等 时 对 易 关系 就 都 具有 T、C、P 不 变 
性 ， 剩 下 楼 讨 论 的 是 宅 z 的 不 变性 。 按 照 上 述 假定 ， 旋 量 场 的 P 变换 法 则 便 是 (6.32) 
式 ， 由 于 "介子 内 襄 宇 称 为 奇 ， 故 标量 场 应 按 〈5.81)5 式 变换 ， 由 此 不 难 推 得 
PLDP = PGY Ysd DG Na 
=iGECO X DY x Dlt) = rlx) (8.110) 
在 推导 过 程 中 ， 曾 使 用 了 .9 与 Yh\Ys 的 可 对 易 性 质 ， 并 且 在 相互 作用 情形 下 , 已 把 (6.32) 
和 (5.81)b 中 的 反 演算 符 视 为 同一 。 〈8.110) 式 尚 可 写 为 
TI) PZP = ZrO X,t), 
在 此 式 左 、 右 两 端 以 - x 代 替 x， 就 得 到 
Z, (x) = Frl). , (8.111) 
因此 ，《〈6.32) 式 和 (5.81)8 式 的 确 是 相互 作用 场 系统 的 对 称 变换 。 假 定 旋 量 场 的 时 间 
反 演 变换 法 则 是 〈6.70) R, M 
iG 1) Y 0 1) >": 
= - iG, - DY $O - D, I (8.112) 
这 里 曾 使 用 了 (6.72) RMI Yu = Yh*。 由 于 时 间 反 演 不 变性 成 立 ， 我 们 应 当 有 : 
229 


FLINT = ZX,- t), 
故 对 于 中 (x,t) 的 T 反 演变 换 ， 应 当 在 《5.119》 右 方 取 负 号 ， 
TAXT = -a - D. (8.113) 


AERAN BARER (5.107) 和 (6.44) 、 〈6.45)。 只 需 注意 ， 对 于 厄 米 
标量 场 ， $* = 中 ,为 了 证 明 这 些 变换 确实 是 相互 作用 场 系统 的 对 称 变 换 ， 我 们 来 把 (8.43) 
式 写 成 具有 显示 的 电荷 共 轰 对 称 性 的 形式 。 在 〈6.61) 式 里 以 Ye 代替 Yu 得 ; 


:ys := Ye 要 (8.114) 


此 式 左边 的 正规 乘积 符号 可 以 去 掉 〈 请 读者 自己 证 明 这 一 点 。 提 示 ， 假 定 自由 场 的 不 等 
时 反对 易 关系 在 相互 作用 情形 下 仍 适用 ) ， 因 此 ， 


>= IGC, = LGP FvO (8.119) 


这 里 使 用 了 等 式 


p ET = - ey gs, : (8.116) 
(8.115) 式 具有 显示 的 C 对 称 性 。 因 而 (5.107) 、 (6.44) . (6.45) 确实 是 相互 作 
用 场 的 对 称 变换 。 
作为 电磁 相互 作用 的 例子 ， 我 们 来 看 带电 旋 量 场 与 电磁 场 的 相互 作用 。 在 P 反 演变 
换 下 ， 我 们 有 
PEA D Yu Q (x P= x, D Y Yuy 0(- x, D). 
这 里 ， 旋 量 场 的 P 变换 法 则 仍 是 (6.32) 式 ， 因 此 ， 电 磁场 应 按 下 式 变换 ; 
PAX, 1 天 -1I= 一 A(C-xot)。 (8.117)a 
PAXP! = Al- x, D). (8.117)b 
这 样 ， 才 能 保证 使 下 式 成 立 ; 
PZI, t) P= ie x, t) Yuh x, t) Aal, t) P- 
Zip- xC Alt) ZrO) 
使 用 旋 量 场 的 T 变 换 法 则 〈6.70) ， 可 得 : 
ie t) yup, DF- 
=- i$, - D) TyyË Typ, - D) 


ifo, - £) yup (x, — t) 


TZ, Dg= Z, -t), 


DARRER TEREN F: 

T Allt) 7 = - Aplx, - t), f í (8.118) 
因为 

2z= TA ` 


MAA TREBERENA E RABAR, 83 (二 ) 的 讨论 ， 必 须 把 多: 修改 为 


r= Juda E Gyu- FYN) A 


= 1íeWYub: An (a) (8.119) 
注意 到 〈6.54) R, TAHERA H, Au (e) hy CRE k: 
PAETE - AG. i (8.120) 


尽管 三 种 分 立 对 称 性 都 不 是 普 记 成 立 的 对 称 性 ， 但 是 ， 如 下 的 TCP 定 理 表 明 ， 在 三 
者 的 联合 作用 下 ， 所 有 的 相互 作用 理论 都 具有 不 变性 。 

定理 ， 如 果 相 互 作用 场 系统 的 Lagrange 函 数 密 度 具有 Lorentz 不 变性 和 尼 米 性 ， 场 
算 符 都 是 定 域 算 符 〈 即 场 算 符 是 时 ， 空 坐标 的 连续 可 微 函 数 ， 一 点 的 场 的 变化 由 无 限 接 
近 的 点 的 场 决定 ) ， 量 子 化 方法 符合 自 旋 与 统计 的 关系 ， 那 么 ， 相 互 作用 理论 就 具有 在 
T、C.P 联 合 变换 下 的 对 称 性 ， 而 且 与 T.C. 了 变换 的 先后 顺序 无 关 . 

关于 定理 的 证 明 ， 读 者 可 参阅 李 政 道 著 《 场 论 与 粒子 物理 学 》 上 pp.182—184, 
如 前 所 述 ， 对 于 电磁 作用 和 强 作用 ， 三 种 分 立 对 称 性 均 单独 成 立 ， 因 而 TCP 定 理 显然 成 
立 ， 在 弱 作 用 过 程 里 ，C、P 对 称 性 均 不 成 立 ， 但 一 般 地 ，C 与 P 联 合 变换 下 的 对 称 性 仍 成 
X (中 人 性 长 矫 命 KK 介 子 的 衰变 除外 ) ， 因 而 ， 按 TCP 定 理 ，T 对 称 性 也 成 立 。 

作为 一 个 例子 ， 我 们 来 验证 〈8.73) 式 右 边 前 两 项 满足 TCP 定 理 。 利 用 〈6.32) 式 
可 得 ， 


22199 z. pa +Y09,][ Sa (+Y 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 场 算 答 的 


ANAE ERDI MIETAA: + )}o7 
变数 均 为 (+%, 四 一 一 一 一 一 一 一 一 


= zz [Wan 1+YyOY 8, ] [$ Yan 1+YO Yata) 
变数 均 


+ (Pua CHYD bn) (Pryn +yo Ys} 
为 (-x,t) 
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= ima- YO) [Sm(C1- 


Ys) +J 
变数 均 


+ Ena- Dt] Funa - vo), (8.12D) 


192221 


HETA, PLx, t) -1! 夺 1( 一 x,1)， 即 P 对 称 性 受到 破坏 ,这 是 弱 作 用 过 程 里 宇 称 
不 守恒 的 一 个 例证 ， 对 (8.121) 再 作 C 变换, 利用 (6.44) A (6.45) 可 得 


PPLP E 
AE YIC-iy,( 1- y) CF) 
x[- aona- voc] 

+[- WC 1- və CPF) 

x (- 43, C1 -vD CP) Y} 


[aa +Y Pv, ) [W WC + vo) bu) 


+ [各 mL+Ye $a] (Vo (1 +Y9 如 } 


= 1(-X,1). 


场 算 符 的 变数 均 为 (- x, t) 


(8.122) 


这 就 表明 ，CP 对 称 性 仍 成 立 。 在 上 式 的 推导 里 ， 曾 用 了 (6.57) 式 ， 以 及 


YsC=CYs, 


ANA YPT = CY 1+Ys) 33, 


(8.123) 


(8.124) 


对 (8.122) 再 做 T 变 换 ， 利 用 (6.72) 、 (6.70) AURI Yu `! = yË, WT f, 


FFEPIIO PAG I I Z#r(-x,t) >” 


G. m es 
k {Emna trd bn) [WG +vO ha) 


一 一 场 算 符 变数 


+ [和 CI+Yetm] (ont 4]]= 
均 为 (-% 站 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


= 1(-X, - 1). 
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“gS (<) GI =L- x), (8.125) 
或 者 ， 

Z” (G) = Zra). I (8.126) 
我 们 由 此 看 到 ， 在 弱 相 互 作用 过 程 里 ， 虽 然 C.P 对 称 性 均 不 成 立 ， 但 C.P.T 联 合 变换 下 
的 对 称 性 严格 成 立 , 


TCP 定 理 是 基本 粒子 理论 里 的 一 条 重要 定理 ， 它 是 构造 各 种 相互 作用 Lagrange 函 数 
密度 91 以 及 选择 量子 场 传播 函数 的 重要 指南 ， 由 TCP 定 理 可 以 推出 如 下 结论 ， 粒子 的 
质量 和 寿命 与 其 反 粒 子 的 质量 、 寿 命 相 同 ， 但 二 者 电荷 等 大 反 号 。[ 注 17 


J 题 


(1) 如 下 的 Lagrange 函 数 密度 破坏 了 局 域 U(1) 规范 对 称 性 ， 试 通过 推算 找 出 它 破坏 这 种 对 
称 性 的 原因 ， ` 
Z= - G) (aD: +n) YC) - FPF- AAGO AG2. 


其 中 ， A 是 矢量 场 的 场 画 数 ，Fuy= 3u AGO - Ə, AGO ut 8 R38 A.G) HRE, Dyah (2) 
= [Op 一 vA.(x)] 申 (x) 是 协 变 导 数 。 $ 

(2) 从 局 域 U( 1 ) 规 范 不 变性 出 发 ， 导 出 流 守 恒定 律 (8.29) 。 

(3 ) EEY CA (8.57) 式 ] 是 网 位 能 空间 的 矢量 

(4) 证 明 

MOIS (x) 一 :下 (xz)Ye(x) 

` (5) 验证 弱 作 用 的 中 性 流 耦 合 (8.81) 满足 TCP 定 理 。 

(6) 导出 相互 作用 场 方程 (8.9) 。 


[5 注 1] 详 见闻 政道 《 场 论 与 粒 于 物理 学 》， 上 册 ，pp.186 一 189。 
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第 九 章 。 相互 作用 场 方程 的 微 扰 解 


如 第 八 章 开始 所 述 ， 量 子 场 的 相互 作用 〈 或 相互 耦合 ) 将 导致 愿 有 场 的 退 激 和 新 场 
的 激发 。 这 一 过 程 便 是 相应 的 粒子 相互 作用 和 相互 转化 的 过 程 。 要 对 基本 粒子 相互 作用 
和 转化 的 过 程 进行 定量 讨论 ， 就 必须 求解 相互 作用 场 的 场 方程 式 ， 但 由 于 这 些 方程 式 的 
非 线性 非 齐 次 性 质 ， 致 使 求解 十 分 困难 。 在 这 一 章 里 ， 我 们 就 来 研究 如 何 求解 基本 粒子 
的 相互 作用 问题 。 


81 相互 作用 图 景 


在 初等 量子 力学 里 ， 我 们 已 熟悉 态 和 力学 量 的 两 种 图 景 ，h MR (Heisenbergi R) 
和 s 图 召 (Schr6dinger 图 景 )。 在 h 图 景 里 ， 态 矢量 不 随时 间 变 化 ， 而 算 符 与 时 间 有 关 ， 
# s 图 景 里 ， 情 况 恰好 与 h 图景 相反 。 到 第 八 章 为 止 ， 我 们 对 量子 场 的 全 部 讨论 都 是 在 
有 图 景 中 进行 的 。 从 第 五 章 到 第 七 章 的 讨论 看 到 ， 在 自由 场 情形 下 ， 采 用 h 图 景 是 完全 
适当 的 。 首 先 ， 理 论 具有 自始至终 的 明显 协 变性 ， 其 次 ， 由 于 场 方程 是 线性 齐 次 方程 
式 ， 因 而 很 容易 求 得 精确 解 。 但 当 有 相互 作用 时 《〈 见 第 八 章 ) ， 场 方程 是 非 线性 非 齐 次 
方程 式 ， 无 法 求 得 精确 的 平面 波 解 ， 因 而 也 无 法 建立 不 等 时 的 对 易 和 反对 B X: g. W 
样 ， 理 论 就 不 再 具有 明显 的 Lorentz 协 变性 。 以 上 情况 表明 ， 当 从 自由 场 理论 过 渡 到 相 
互 作用 场 论 时 ， 描 述 方式 也 要 作 相应 的 过 渡 。 即 要 从 图 景 过 渡 到 一 个 新 的 图 最 。 

量子 场 的 相互 作用 ， 一 方面 导致 原 有 场 的 退 激 和 新 场 的 激发 ， 另 方面 ， 整 个 相互 作 
用 场 系统 的 状态 也 将 相应 地 发 生变 化 《跃迁 ) ， 从 具有 某 些 粒子 的 场 态 嫉 迁 到 具有 另 
一 些 粒子 的 场 态 。 因 此 ， 在 新 的 图 景 里 ， 量 子 场 系统 在 时 间 中 的 运动 应 当 辣 时 用 场 算 符 
和 态 矢量 随时 间 的 变化 来 描写 ， 这 个 新 的 图 景 就 是 所 谓 相互 作用 图 景 i 图景) 。 下 面 
HERI S, i, h 分 别 标志 三 个 图 景 中 的 算 符 和 态 矢 量 。 


按照 量子 力学 ，h、s 两 图 景 之 间 的 转换 关系 如 下 ; 


a0) = e 030, D e, (9.Da 


a40) = oa p) ea, (9.)b 


' lay ty’ = ea (9.De 


将 (9.1)c 式 对 +t 求 导 并 利用 (9.1)a 式 ， 就 得 到 s 图景 里 的 态 矢量 所 满足 的 方程 式 ， 


,2 . š 
— lay t)" = H| oy t>*, . 
i lay t>: | at> (9.Dd 
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此 外 ， 由 《〈9.1)a 式 不 难看 出 ; 
H*= H*==H 《统一 记 为 H)。 (9.1)e 
以 上 转换 关系 表明 : 中 4(X) = (x, 0), 因 此 ，(9.1)a 式 、(9.1)b 式 与 (8.25) X, (8.39) 
式 是 完全 一 样 的 ， 而 后 者 是 由 场 论 本 身 得 到 的 ， 这 就 表明 ， (9.1) a 、b、c 三 式 是 一 个 
合理 的 转换 关系 。 
如 前 所 述 ， i 图 景 里 的 算 符 和 态 矢 量 均 与 时 间 有 关 ， 换 言 之 ，; 图 景 居于 hs 两 图 
景 之 间 。 因 为 图 景 变换 不 改变 场 态 矢量 的 模 ， 即 


icas i| ay t> = *<ay t| ay t>’ = Ma] a)”, 


故 i 图景 与 hs 两 图 景 之 间 均 应 通过 么 正 变换 而 相互 联系 。 首 先 来 确定 自 s ARS; 图 
景 的 转换 关系 。 假 定 这 种 关系 由 下 式 给 出 : 

$1 x, t) = erat 和 2(x) etat (9.2)a 
则 因 3 (x, t) 与 时 间 有 关 ， 它 同样 应 满足 量子 场 正 则 运动 方程 式 ， 所 以 上 式 右 边 的 厄 米 
算 符 Q 必 须 是 场 系统 的 Hamilton 算 符 。 但 由 (9.1) 式 看 到 ， 倘 若 取 Q= H， 则 由 上 式 又 
回 到 了 /图 景 。 如 上 所 述 ， 我 们 的 目的 是 要 从 s 图 景 转换 到 一 个 居于 s、4 两 图 景 之 间 的 i 
BER. Ait, TÆ s 图 景 里 把 HH 分 为 自由 部 分 H; 和 相互 作用 部 分 H3; 

H=H*=H¿ + HY, (9.2)b 
并 取 其 中 一 部 分 作为 厄 米 算 符 Q。 如 果 取 HH = Q， 则 由 〈9.2)a 式 就 有 HE = Hi。 但是, 
HH 与 时 间 无 关 ， 而 HS 则 应 与 时 间 有 关 。 因 此 ， 我 们 应 当 取 H; = Q. 这 样 就 得 到 i 、s 两 
图 景 之 间 的 如 下 转换 关系 : 


$G.) = edtbs (x) eTit, (9.2)c 
n (x, t) = emdtrs (x) eot, (9,2yd 
laytyt= end ay ys, ` (9.2)e 


由 (9.2)c 显 然 有 


Hs=H;, (9.3)a 
结合 〈9.1)a 式 又 有 
Hi=Hi=H?(t= 0). (9.3)6 


现在 ， 把 9.2)c、d、e 三 式 分 别 与 《9.1) abc 三 式 结合 ， 就 得 到 i 图 景 与 图景 
之 间 的 转换 关系 ; 


$1G, 1) = em g(x, tette mit, (9.4)a 
RAC, D) = eip titah (x, et mh, O, (9.4)b 
las t= e™ste-ttjayh, (9.4)c 


235 


从 (9.1) 、 (9.2) 和 (9.4) 容易 看 出 ， 当 t= 0 时 ， i, h, s 三 个 图 景 趋 于 一 致 。 
在 i 图景 里 ， 相 互 作用 场 系统 的 场 方程 式 是 与 自由 场 方程 一 样 的 线性 齐 次 方程 式 。 
IE (9.2) ce、d 对 t 求 导 并 注意 《9.3)a 式 ， 分 别 得 到 ; 


bio D = 工 [bicoD, HS, (9.5)a 
i 

x, D = Tra, D, H$3, (9.5)6 
7 


(9.5) a, b 即 是 在 i HRE, 相互 作用 的 量子 场 系统 的 正则 运动 方程 式 。 因 为 一 方面 ， 
W aA S03(x, 1)、r(x 信 只 相差 两 次 么 正 变换 CR, (9.4) 式 ] ， 故 它们 满 
足 同样 的 等 时 对 易 〈 或 反对 易 ) 关系 【如 第 八 章 所 述 ， 这 些 关系 与 自由 场 的 等 时 对 易 

(或 反对 易 ) 类 系 一 致 ]， 另 方面 Hs 与 自由 场 的 Hamilton 算 符 具有 形式 相同 的 坐标 空间 
表示 式 , 不 同 之 点 仅 在 于 ， 前 者 的 表示 式 包 含 场 算 符 和 ,7 而 后 者 的 表示 式 包含 场 算 符 

4、r%， 由 以 上 两 方面 容易 看 出 ， (9.5) a 、6 的 确 能 够 导致 与 自由 场 方程 一 样 的 线性 


齐 次 方程 式 。 
为 了 推出 i 图 景 里 的 态 矢量 | oy 1>' 所 满足 的 方程 式 ， 现 将 9.4) c 对 + RS, 


k tyt= tH ent e-t ayh + edt( ~ iH) e- ayh 
四. 人 中-= 一 feetH e meetiqte taya 
[Del> = - íH$ |a; t, 

上 式 即 是 la; OW B 098 3y r pa sQ, 


i = lay t= H$ la t. (9.5)c 


在 i 图景 里 ， 理 论 具有 了 明显 的 Lorentz 协 变性 。 由 于 场 方程 是 线性 齐 次 方程 式 ， 因 
而 可 以 像 自由 场 情形 一 样 把 场 算 符 中 4(x,1) 表示 为 平面 波 解 的 线性 组 合 ， 这 样 ， 就 可 把 
等 时 对 易 (或 反对 易 ) 关系 和 Hi 的 坐标 空间 表示 式 一 起 转 到 动量 空间 ， 从 而 显示 场 的 粒 
子 性 。 相 应 的 产生 。 潭 灭 算 符 和 粒子 数 算 符 由 场 算 符 平面 波 展 式 中 的 系数 定义 〈 与 自由 
场 情 形 一 样 ) ， 这 些 算 符 满足 和 自由 场 情形 下 一 样 的 代数 关系 。 这 样 ， 只 要 重复 自由 场 
情形 下 建立 不 等 时 对 易 《或 反对 易 》 关系 的 步骤 ， 就 可 建立 相互 作用 场 系统 的 相应 关 
系 。 因 此 ， 场 方程 和 对 易 关 系 均 具 有 显示 的 协 变性 。 此 外 ，Schradinger 形 式 的 运动 方程 
式 (9.5) c 也 可 扩充 为 具有 显示 不 变性 的 形式 ( 注 1) . 

i 图 景 的 引入 ， 除 了 以 上 记述 优点 之 外 ， 还 有 如 下 显著 的 优点 ， 在 i 图 景 里 ， 求 解 
相互 作用 场 方程 的 任务 被 分 成 了 独立 的 两 部 分 ， 其 一 是 求解 场 算 符 所 满足 的 线性 齐 次 方 


[ 注 13 具体 向 法 详 见 朱 洪 元 著 《量子 场 论 》 。pp.165 一 169， 科 学 出 版 福 ，1960 年 。 
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程式 (9.5) a, b, 由 此 得 到 H8 的 本 征 值 和 本 征 态 矢量 ， 显 示 相 互 作用 场 系 统 的 粒子 性 ， 
这 类 工作 在 第 五 章 到 第 七 章 已 详细 散 过 ; 其 二 是 求 光 态 矢 量 所 满 走 的 运动 方程 (9.5) c , 
当 相 互 作用 不 强 时 ， 这 在 数学 方法 上 是 一 个 量子 力学 微 护 论 的 问题 ， 因 而 没有 任何 困 
难 . 由 (9.5) c 看 到 ，1a3t》! 的 时 间 依赖 关系 决定 于 算 符 HS(t)。 HEO 的 物理 作用 是 
使 场 系 统 由 原来 具有 某 些 粒子 的 状态 跃迁 到 具有 另 一 些 粒 于 的 新 的 状态 。 因 而 可 .以 预 
料 ，(9.5) c 式 的 解 将 能 对 基本 粒子 的 相互 作用 和 相互 转化 给 出 一 个 适当 的 撒 写 。 从 下 
一 节 开 始 ， 我 们 就 来 求解 (9.5) < <. 


§2 UERS SHERE 


UER 
采用 完全 类 似 于 求解 量子 力学 里 的 Schr5dinger 波 动 方程 的 做 法 ， 把 求解 方程 (9.5)c 
的 问题 等 效 为 要 寻找 一 个 么 正 算 符 U (t, to), 它 把 初 刻 ! = 1 的 场 态 |o; to)5 注 1 变换 到 任 
意 + 时 刻 的 态 | t>, 
la, t> =U (t, tolas to. (9.6) 
把 (9.6) 代入 (9.5) c 便 得 到 U (t,to) 所 满足 的 微分 方程 式 ， 


BUG) HOU). (9.7) 


由 方程 式 《9.7) 极 易 证 明 这 个 演化 算 符 U (t,t0) 的 么 正 性 《请 读者 自己 去 做 ) ， 对 于 任 
意 给 定 的 初始 时 刻 f ， 所 有 不 同时 刻 t 的 么 正 算 符 U G, fo) 组 成 一 维 么 正 群 首先 ， 由 
(9.6) 式 容易 看 出 : 

UG) = 1, . (9.8)a 
其 次 ， 把 变换 

lasta) =U (tat) t:>) FERH, t) 
和 变换 

lat = UG, to) las t> 
组 合 起 来 ， 便 得 到 : 

Ults,t)U (tisto) =U (ta, to) (9.8)b 
在 此 式 中 令 fa = to, 又 得 到 

U (toti) =U- (tisto), 对 于 任意 的 时 刻 t1 (9.8)c 


5 注 1] 自 此 以 后 ， 我 们 把 算 符 和 坊 矢 量 的 上 标 省 去 ， 但 应 记 住 ， 自 此 以 诗 的 讨论 都 是 在 i 图 景 里 进行 的 
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因此 ， 对 于 任意 给 定 的 初 刻 f ， 所 有 U (t, te) 的 全 体 的 确 满足 群 的 条 件 。 演 化 算 符 
QU(b to) 可 在 场 态 矢量 空间 映射 为 矩阵 。 因 此 ， 我 们 有 一 个 作用 于 量子 场 态 矢量 空间 的 
LEHER. 

U 矩阵 的 微 扰 展 式 

只 要 找到 U 箱 阵 的 显示 表达 式 ， 就 可 由 给 定 的 初 态 |o; fs》 经 由 (9.6》 式 求 得 相互 作 
用 以 后 的 场 态 |a 1>。 为 此 就 必须 在 初始 条 件 〔9.8) a 之 下 求解 方程 式 (9.7) 。 在 相互 
作用 很 弱 的 条 件 下 《〈 即 耦合 常数 < 1)， 可 以 把 Hz(1) 视 为 微 扰 ， 由 此 便 可 求 (9.7) R 
的 微 护 近 似 解 。 

Hi, H OD 式 做 积分 ， 把 它 转 变 为 一 个 积分 方程 : 


U, t) = - HU, War, 
把 上 式 右 边 的 不 定 积分 表示 为 以 常数 1 为 下 限 ， 积 分 变数 为 上 限 的 定 积分 ， 
UC td CU) -让 HOUdorodt 
由 初始 条 件 《9.8)a 可 得 C(to) = 1， 因 此 ，U (t,1。) 满 足 如 下 的 积分 方程 式 ， 
Ut = 1 -if HidU td) ds, 
t<, (9.9) 
我 们 用 迭代 法 来 解 这 个 方程 式 。 把 
Utd = 1 d ODU Gat), <h 
代入 《9.9) 式 得 


Ud) = 1 -ifp dh HG) 


+ Difp dafe rH) HG)U dst) 
t <t, <t, (9.10) 
再 把 


fta 


Ults,t ia HODU asta) ts<ts 


q 


代入 (9.10)， 又 得 


UG,t)= 1 -ifn dt, Ht) 


+O Difp a ana dH 
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tofi a a [s aen, GH Us,t) 
to to to 


Ht <t <t, (9.1D) 
HUG tO 仍 可 进行 同样 的 迭代 。 把 此 种 选 代 手 续 进行 无 限 多 次 ， 就 相当 于 把 时 间 间 隔 
G- 10) 分 成 无 限 多 的 小 间隔 : 
Ed ey 
n> 
t>t>t1,>1 > t= to 
由 于 间隔 数目 无 限 多 ， 且 令 每 个 小 间隔 趋 于 零 ， 特 别 地 ， 


加 -: 一 一 加 (= to)， 当 ncoy 
由 此 就 有 
Un-iyto) = 1, 当 n>o0, 


因此 ， 我 们 得 到 方程 9.9) Hin FERM. 


Ut)= 1- if 


p daH) 
， 


+ 00 a [ae DH) 


+ 下 a fa [aen oaon,eo 


qasa asas k 
+ C0" a aaye eH) 
+ eeeessssss. (9.12) 


这 便 是 避 矩 阵 的 微 扰 展开 式 。 为 了 使 微 扰 论 具有 明显 的 Lorentz 协 变性 ， 需 要 把 右边 各 
项 的 形式 作 一 些 变化 。 首 先 看 ”= 2 的 项 ， 


t t t 
fp dfi dG DHG = fe difi, ana, DHG DH), 


(9.13)a 4 
另 方面 ， 上 式 右 边 对 于 变数 记号 t，、t, 的 置换 是 不 变 的 ， 所 以 


fa a da HGD Haa =f, dafi, di0- td Hz) Hr) 
-fo a f dtid (ta —t) Hz GDH), (9.13)b 
将 (9.13)a 与 (9.13)5 相 加 得 到 
fp defi dH DHG) 
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> gi ü 
-二 由 arf di,T(H;G DHr:(t,)3, (9.14) 


再 来 看 n= 3 的 项 
fp defi ssh a HGD GDH) 
= a f a ase, 100s- Hr) Halts) Hz(ts), 
(9.15)a 
此 式 右边 对 变数 记号 的 所 有 置换 是 不 变 的 ， 所 以 我 们 有 ， 


fa asan eonce 


= fi a f a fe, di0 a= EDO -EDH DHH) 
t t t 
=f, anfi af dt da- O- 12H;G H: DH; G), 
(9.15)b 
fa asa [aane one) 
= anf anf, dt OCE,- ta)0 Cs- DHr DHr) Hr), 
(9.15)c 
fa dafi draf? dt HG dH one) 


-f anf, anf, dts0(t3 -ta)9Gts- 11) Hz Ct) Hz(ts) Hr), 
(9.15)d 


fa dfi dafi d GDH GDH) 
f 


: a f di9(t,- t)0G@ = ta) Hr (ts) Hr (ti) Halta), 


(9.15)e 
fa anfi drfe di on a one) 
t t I; 
= fa a f dafa, a8e,- D06- DHD HDH), 
(9.15) f 


将 (9.15)a 一 (9.15)7 的 六 个 等 式 相 加 ， 得 到 
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fi anfi dafi dh HGD GDG). 


-二 外 a f a [Ë araq B:GOH:G,)D (9.16) 

在 上 面 的 推算 里 曾 使 用 了 以 下 诸 等 式 ， 
TC(H;G@)H;G))=0G@, = ba)HzGD)HrGt) +O- DHr H), 
(9.17)a 


THD Hr CDH) = 0,- ta) DHEDHE DHr) 
+0G(,-100G -ta)Hr(ta)Hz(t)HrGts) Tess + 


+8(ts -ta)9(ts-ti)Hzr(ts)Hz(tz)HzrGti)y (9.17)b 
这 些 等 式 很 容易 从 时 序 乘 积 的 定义 得 到 验证 。 
此 外 ， 我 们 显然 有 
f dtiHi(t1) = Hf dt, TCH). (9.18) 


从 (918)、(9.14) 和 (9.16)， 可 以 初步 看 出 如 下 的 规律 性 ; 


fi defy diame fi dn HD Hrd H GO 
š 
s= anfi an arpata Hz Gt) HI (9.19) 
n Jb to to 


现在 ， 假 定 对 于 某 个 给 定 的 正 整数 n, (9.19) 式 是 成 立 的 ， 那 么 ， 就 可 以 推出 ， 对 于 
n'=n+ 1 该 式 也 成 立 ， 


fi anfi drefi dta i din HC) HzCts) Hzn Hr Cae) 
= 1 " , s. H i - — fpa g) errer 

saif dtfu terefe [ae taD Oa- aos. 
0000 tn — tnr 1) THz (t) ee Hz On) JHr ns) e (9.20) 


变数 tn+1 与 变数 t，……t。 存 在 种 对 换 ， 因 此 ， 类 似 前 述 的 做 法 ， 我 们 尚 可 写 出 4 个 等 
式 ， 这 些 等 式 左边 与 9.20) 式 左 边 相 同 ， 而 其 右边 与 〈9.20》 式 右边 分 别 只 相差 积分 
变数 的 一 次 对 换 。 把 包括 (9.20) 在 内 的 n + 1 个 等 式 加 起 来 ， 就 得 到 ， 


人 assHadD Ha 
1 t t t 
r], a an dass THz GD Hz GD Hrn D). 


(9.21) 
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通过 以 上 的 归纳 ， 我 们 确信 (9.19) 式 对 于 任意 的 正 整数 ”都 是 成 立 的 。 因 此 ， 可 把 巡 
矩阵 的 微 扰 展 式 (9.12)〉 重 写 为 ; 


UG, y= 1+ SF dt THD 
11 to 


difi, dT EDH GDI 


全 人 
+ nfa af dt,T(H;G )Hr(t,) Hz (ts) 


ET 


corp af Q 
+C: fi, anfi, an dtmT Hz Ge) Hz 0D Hrn 
pesia Sy C: O" dri dt,T (H; t) eee HaC) 

A m to to 
(9.22) 


式 中 的 Hz(t) 等 于 相互 作用 Hamiiton 密 度 多 rz(x) 的 体积 积分 ; 
HOD = [ ag 09. (9.23)a 


我 们 可 令 归 一 化 体积 矿 为 任意 大 的 空间 体积 ， 也 可 令 产 穷尽 整个 的 三 维 空间 ， 这 样 做 并 
不 改变 理论 的 物理 结果 。 因 此 (9,23)a 式 可 重 写 为 


Hz = farga). (9.23)6 
与 此 相应 ， 〈1.184) 式 也 可 重 写 为 
| easmmx = (Qz) (k +k), (9.24) 


在 实际 计算 里 ， 可 视 方便 采用 (1.184) RE (9.24) 式 .现在 ， 把 (9.23)b 代 入 (9.22) 
得 到 ， 


UC,t)=1 + 号 Can q f dos [e d*x T CE r(x) eee 
Ha Eiln). (dix = d'xdt) (9.25) 
或 者 形式 地 表示 为 
UG, t) =Texpf- i f dagal) }. (9.26) 


以 下 将 会 看 到 ，U 和 矩阵 的 上 述 微 拓展 式 能 够 保证 使 微 扰 论 具有 Lorentz 协 变性 。 
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S ERE 

归 一 化 体积 广 的 引入 ， 相 当 于 把 场 在 整个 三 维 空间 里 进行 周期 性 延 折 ， 这 相当 于 在 
整个 三 维 空间 里 整齐 排列 着 无 数 的 立方 区 域 广 ， 在 每 个 区 域 里 都 进行 着 相同 的 量子 场 运 
动 过 程 。 因 此 , 无 论 是 否 引入 归 一 化 体积 广 , 平面 波 总 是 充满 无 限 空间 ， 并 在 无 限 空间 传 
W. RT, 实验 上 观测 到 的 自由 粒子 (自由 量子 场 的 激发 态 》 均 不 是 绝对 自由 的 粒子 。 相 
应 的 自由 场 也 不 是 平面 波 ， 而 是 波 包 。 在 实际 的 散射 过 程 里 ， 初 态 粒子 自 远方 相向 运动 
(或 者 靶 粒 子 静止 不 动 》 ， 直 至 相互 碰撞 、 相 互 作用 并 产生 终 态 粒子 ， 这 些 终 态 粒子 又 
沿 不 同方 向 飞 向 远方 ， 它们 之 间 不 再 有 相互 作用 。 粒 子 之 间 发 生 相 互 作用 的 时 间 间 隔 At 
是 十 分 短暂 的 (大 约 为 10-*: 秒 一 一 10-'" 秒 ) ， 而 对 初 态 粒子 和 终 态 粒子 进行 实验 观测 
的 时 刻 与 发 生 相 互 作用 的 短暂 时 刻 之 间 的 时 间 间 申 则 远 远大 于 At。 换 言 之 ， 相 互 作用 场 
系统 的 初 态 和 终 态 ， 从 时 间 上 来 说 是 与 发 生 相 互 作用 的 时 刻 相 距 物理 无 腿 远 的 状态 ， 据 
此 ， 我 们 应 当 在 (9.6) 式 里 令 fe= - co, t= +co， 并 把 该 式 改写 为 ， 


lo + eə> = U (eo, - ee) |a, - o0), (9.27) 


如 果 用 波 包 来 描写 自由 场 的 初 态 和 终 态 ， 在 数学 上 将 会 遇 到 困难 ， 因 此 在 场 论 里 仍 
假定 处 于 初 态 和 终 态 的 场 都 是 单 色 平面 波 。 但 是 ， 既 然 平面 波 充满 无 限 空间 ， 并 在 无 腿 
的 时 间 中 传播 ， 那 么 ， 作 为 场 与 场 相 互 耦合 的 Hamilton 密度 % r(x) 将 在 整个 四 维 时 空 
的 所 有 点 均 不 为 零 。 换言之， 量子 场 相互 作用 将 在 三 维 空间 的 所 有 点 发 生 ， 并 将 在 整个 
时 间 轴 上 持续 进行 。 但 是 ，“ 相 互 作 用 在 无 限时 间 中 持续 进行 ”的 理论 模型 与 实验 观测 
不 符 ， 并 会 导致 跃迁 几率 成 为 无 限 大 〈 见 第 十 章 ) ， 幸 而 ， 这 一 困难 ， 通 过 考虑 单位 时 
间 的 唉 迁 几 率 就 可 得 到 克服 。 因 此 ， 从 场 论 的 平面 波 假定 出 发 仍然 可 以 得 到 能 与 实验 观 
测 进行 比较 的 物理 结果 。 

根据 上 述 的 分 析 ， 我 们 似乎 可 以 定义 相互 作用 场 系统 的 初 态 和 终 态 分 别 是 |a; - co》 
和 |o + co>。 但 是 在 通常 情况 下 ， 场 系统 的 初 态 是 用 实验 仪器 产生 的 、 具 有 确定 能 最 、 
动量 和 极 化 的 粒子 ， 而 终 态 粒子 的 能 量 、 动 量 和 极 化 则 以 不 同 的 几率 取 不 同 的 值 。 因 
此 ， 相 互 作 用 场 系统 的 初 态 和 终 态 都 是 Hamilton 算 符 的 自由 部 分 He 的 本 ERE, 我 
们 用 | ) 来 表示 这 些 本 征 态 。 初 态 1i ) 是 已 知 的， 而 终 态 |f ) 则 以 某 个 一 定 的 权重 出 
现在 t= + co 时 的 场 态 |o + co 中。 至 此 ， 应 将 (9.27) RESH 


|a; + co = U (ee, - o0) |a; - co 
=U(eə, -co)ji)。 (9.28) 
其 中 lo + ee? 是 所 有 不 同 的 本 征 态 |/) 3k nas, 
la; + = FA la +o), (9.29) 


(Co + co 站 是 终 态 OED |o + > 中 实现 的 几率 ， 也 即 是 相互 作用 的 量子 场 系统 


[5 注 1] 在 这 里 ， 还 必须 假定 当 ft > 土 co 时 ,相互 作用 HI (0 858 R 3 t, KW, 初 态 和 终 态 才 可 以 表示 为 Ho 的 
本 征 态 。 详 见 D。 LURIE，《kParticles and Fields), pp. 212—214. 
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B= - co 时 的 已 知 初 态 1; ERER = + co 时 的 终 态 |f’) 的 跃迁 几率 : 
U (e°, - co) 334 > - eo, t-> + co 时 0 矩阵 的 极限 、 称 为 5 短 阵 : 


S=U(co, - eo) =1 + Ë S, 


n=1 


=1+ EC pas Sa [are (x) eee) (9.30) 


1 n 
ME, REJLERS i + ce> 可 以 通过 S 和 矩阵 元 来 定义 。 由 〈9.28) 和 (9.29)， 我 们 有 
FVO Yla +o)=S]i), 


以 (I 左权 此 式 两 边 ， 并 利用 未 微 扰 本 征 态 的 正 交 归 一 条 件 (o|5) = da RAR: 
Sms (fsli) = (fla; + o0). (9.31) 


一 个 相互 作用 过 程 的 路 迁 几率 幅 又 称 为 散射 振幅 或 5 矩阵 元 。 

在 (9.30 式 里 的 积分 是 对 整个 四 维 时 、 空 进行 的 ， 内 (x) 一 般 都 是 Lorentz 标量 
[或 者 ， 总 可 以 把 六 1(x) 表示 为 Lorentz 标 量 ]， 并 且 时 序 乘积 7 了 C1(x1)*… 关 1(xn)] 
具有 Lorentz 协 变性 ， 因 此 ，〈9.30) 式 具 有 Lorentz 协 变性 。 这 就 保证 了 微 扰 论 的 明显 
协 变性 。 

原则 上 ， 我 们 可 以 计算 一 个 过 程 的 S 矩阵 元 ， 并 达到 微 扰 级 9.30) 的 任何 一 
阶 。 但 实际 上 ， 高 阶 项 的 计算 工作 量 太 大 ， 只 能 计算 领头 的 几 项 。 由 于 〈9.30) 式 右边 
的 每 一 项 都 含有 粒 合 常数 C 的 等 ， 其 中 第 ”项 含有 C"， 因 而 当 相互 作用 不 强 时 ， 只 要 计 
算 领 头 的 几 项 就 可 以 得 到 与 实验 数据 相当 符合 的 结果 。 例 如 ， 电 磁 作用 便 是 如 此 。 但 对 
于 强 作用 ， 被 扰 论 就 不 能 应 HED, 


83 Wick 定理 


从 (9.30) 式 看 到 ，5 和 矩阵 的 每 一 项 5 都 是 场 算 符 时 序 乘积 的 积分 ， 因 而 每 一 项 都 
是 粒子 产生 、 潭 灭 算 符 的 连 乘 积 。 每 一 项 5 对 5 矩阵 元 5ys=(f15| i ) 的 贡献 在 于 ， 它 能 
AKUSID ) 中 的 全 部 粒子 ， 并 产生 终 态 |/ 中 的 全 部 粒子 。 但 在 〈9.30) 式 中 ， 所 有 场 
算 符 都 置 于 时 序 算 符 7 之 下 ， 我 们 无 法 直观 地 看 出 5, 的 上 述 物理 作用 ， 因 而 也 不 便于 把 
S 矩阵 应 用 于 具体 的 物理 过 程 。 本 节 的 目的 就 是 要 把 时 序 乘积 分 解 为 许多 项 正规 乘积 之 
和 。 这样，S* 也 就 被 分 解 为 许多 项 之 和 ， 在 每 一 项 里 ， 产 生 算 符 总 是 置 于 潭 灭 算 符 之 左 
边 ， 因 此 ，Sv" 的 每 一 项 的 物理 作用 就 都 一 目 了 然 。 Wick 定理 就 提供 了 完成 上 述 分 解 的 
具体 方法 . 


CE1) 迄今 为 止 ， 较 有 希望 的 强 作用 理论 是 QCD， 由 于 QCD 具 有 记 调 “ 浙 近 自由 ”的 性 质 ， 故 在 QCD 里 微 扰 
论 是 有 效 的 。 
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在 讨论 Wick 定 理 之 前 , 首先 引入 场 算 符 的 收缩 这 一 概念 。 两 个 场 算 符 $4(x)、 中 p(y) 
的 收缩 便 是 此 二 算 符 的 时 序 乘积 碱 去 其 正规 乘积 所 得 的 差 ， 记 为 $4(x) 中 p(y): 


Pah) =T) balbe): (8.32) 
假定 1s>t,( 不 失 普 遍 性 》， 则 了 (hs) = 中 ba， 我 们 有 。 
Eada PID P, (8.33) 


此 式 右 边 第 二 项 当中 4 和 中 p 均 为 Fermi 场 算 符 时 取 正 号 ， 否 则 取 负 号 。 为 方便 起 见 ， 暂 时 
把 不 等 时 反对 易 括 号 记 为 [ ”],， 而 对 易 括 号 记 为 [ ]-。 于 是 ， 《9.33》 式 可 重 写 为 


$= (022, 68217, (9.34) 


因为 场 算 符 的 不 等 时 对 易 和 反对 易 括号 都 是 一 些 奇异 的 c 函数 ， 所 以 应 用 归 一 化 条 件 
(010)= 1, 可 得 


Fada = Cr, Hs"J#1 0), (9.35) 


考虑 到 HLI) = 中 全 "10) 0, UERR >t ERLIE H 


$a ay) = C0 [TCbaCx) $a(y)) 0), (9.36) 


不 难 证 明 ， 当 ts。< 术 时 ， 在 〈9.35) 和 (9.36) 式 里 4 与 ba 的 位 置 互 换 。 从 (9.36) R 
看 到 ， 两 个 场 算 符 的 收缩 是 一 个 两 点 Green 函数 。 
下 面 讨论 Wick 的 两 条 定理 ， 
Wick 第 一 定理 。 场 算 符 的 时 序 乘积 等 于 它们 的 许多 项 正规 乘积 之 和 ， 在 这 些 正 
规 乘积 里 ， 以 一 切 可 能 的 方式 包含 着 场 算 符 的 收缩 ， 即 有 以 下 等 式 成 立 : 
T($ x1) $a (x1) 
= :$1(x1) (x2) 
十 所 有 包含 一 个 收缩 的 正规 乘积 + 
十 所 有 包含 两 个 收缩 的 正规 乘积 + 
十 所 有 包含 三 个 收缩 的 正规 乘积 + 
Heee, (9.37) 
对 于 定理 的 严格 证 明 有 兴趣 的 读者 ， 可 参看 朱 洪 元 著 《量子 场 论 》，pp.190 一 195. 我 
们 这 里 ， 利 用 9.32》 式 进行 一 个 粗略 的 论证 。 按 照 (9.32) 式 ， 对 于 一 个 场 算 符 的 情 
形 显然 应 有 . 
Toi Œ) = :xD: 5 (9.38) 


对 于 两 个 场 算 符 $: (*:) pa (DHE, RIA (9.32 R: 
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Tb Cx) a (xa) EE RERI ACD DI 
+ :di (Xi) (x): $ (9.39) 
再 来 看 三 个 场 算 符 中 1 (x1)、 中 (x)、 中 x) 的 情形 ， 为 确定 起 见 ， 假 定 11>t2>ts: 
TCi Cx ) s(x) sx) =T (1) $2 (a) Ipa (x) 
EREM AERE AEDE HEMI AEDI AER) (9.40) 
此 式 右边 第 二 项 已 等 同 于 正规 乘积 , 而 第 一 项 可 分 解 为 两 项 : :bj (xi 中。 (xs) :中 go (xs) 
和 :中 《x1) 中 (x2) : $$? (xa)， 其 中 前 一 项 可 直接 写 为 正规 乘积 ，: 和 (xi)b:(xa) 
中 外 (xs) :， 而 后 一 项 与 正规 乘积 之 差 为 ; 
ENEM AEDEP - :hi Cx) Ya (a) He (x): 
= pi C(x) $a Œa) hs C) + (Xs) $i CX) ds (x), (9.41) 
其 中 ， 右 边 第 二 项 当中 1、 中 :、 中 均 系 Fermi 场 时 取 负 号 ， 均 系 Bose 场 时 取 正 号， 在 推导 
(9.41) 式 时 曾 使 用 了 (9.35) 式 和 (6.3) z, 把 (9.41) 代入 (9.40), 并 注意 Fermi 场 
算 符 在 算 符 T 和 : :之 下 的 反对 易 性 ， 即 得 : 
T($ Xi) 2a (xa) bs (x3)] = :0 (Xi) 2 (xda (Xs): 
+: (x ) ACAI AEDE 
+ Bix) a(xs) dads): 
NERIA AERE (9.42) 
此 式 虽 然 是 在 刀 六 纪 二 4 的 假设 下 得 到 的 ， 但 当 这 三 个 时 刻 的 迟早 关系 为 任意 时 也 同样 
成 立 ， 这 是 因为 在 算 符 T 和 :: 之 下 ，Fermi 场 算 符 相互 反对 易 ， 而 Bose 场 算 符 与 任何 算 符 
相互 对 易 ， 所 以 无 论 对 此 式 两 边 的 场 算 符 同时 进行 任何 置换 ， 两 边 或 者 同时 变 号 ， 或 者 
BRES. 以上， 我 们 从 (9.39 式 出 发 推出 了 9.42) 式 ， 用 同样 的 方法 ， 也 可 以 从 
(9.38) 式 推出 《9.39) 式 。 因 而 可 以 确信 ， 倘 若 9,37》 式 对 某 个 给 定 的 正 整 数 M 成 
立 ， 那 么 ， 它 对 正 整 数 NW' = N + 1 也 同样 成 立 。 这 样 ， 就 证 明了 Wick 第 一 定理 ， 

由 于 许多 种 相互 作用 的 风 zr(x) 均 可 表 为 正规 乘 积 的 形式 ， 因 而 $ 和 矩阵 里 的 时 序 乘积 
就 是 一 些 混合 柔 积 ， 在 每 一 项 混合 的 时 序 乘积 内 又 包含 许多 项 正规 乘积 ， 而 且 每 项 正规 
乘积 内 的 各 个 因子 是 属于 同一 时 刻 的 场 算 符 。 对 于 $ 矩阵 里 的 时 序 乘积 又 有 以 下 分 解 定 
EB, 

Wick 第 二 定理 ， 一 个 上 述 的 混合 时 序 乘积 ， 仍 可 按 (9.37) 式 进 行 分 解 ， 但 是 在 分 
解 后 的 每 一 项 正规 乘积 里 均 不 包含 如 下 场 算 符 的 收缩 ， 这 些 算 符 处 于 原来 时 序 乘积 中 的 
同一 项 正规 乘积 之 内 。 

第 二 定理 的 证 明 是 显然 的 。 因 为 在 上 述 的 同一 项 正规 乘积 内 的 场 算 符 无 论 怎样 排列 
都 满足 时 序 的 要 求 ， 所 以 按照 (9.32) 式 ， 这 些 算 符 的 收缩 为 零 ， 在 (9.37) 式 里 ， 包 含 
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这 些 算 符 的 收缩 的 所 有 正规 乘积 均 不 出 现 。 

Wick 定 理 所 提 供 的 分 解 方法 ， 事 实 上 是 把 描写 相互 作用 过 程 的 因果 性 的 一 种 方式 转 
变 为 另 一 种 方式 。 由 (9.31) 式 知 ，5 和 矩阵 元 是 由 给 定 的 初 态 |i) 跃迁 到 某 一 终 态 |/) 
的 跃迁 几率 幅 。 当 S 矩阵 里 的 算 符 乘积 是 时 序 乘积 时 〔 见 (9.30) sJ ， 在 空间 每 点 ， 
较 旱 时 刻 的 Hamilton 密 度 算 符 岁 z 将 对 上 述 的 跃迁 过 程 较 先 做 出 贡献 ， 这 反映 了 量子 场 
相互 作用 过 程 的 因果 性 ， 另 方面 ， 当 按 Wick 定 理 把 S 矩 阵 里 的 时 序 乘积 分 解 为 正规 乘积 
时 ， 可 以 明显 看 出 ，S 和 矩阵 的 作用 是 先 消失 初 态 粒 子 而 后 产生 终 态 粒子 ， 从 而 实现 由 初 
态 到 终 态 的 跃迁 ， 这 同样 反映 了 相互 作用 过 程 的 因果 人 性， 而且 更 为 直观 。 除 此 以 外 ， 我 
们 后 面 将 会 看 到 ， 由 Wick 分 解 所 出 现 的 收缩 便 是 量子 场 的 传播 子 ， 这 些 传播 子 的 出 现 大 
大 丰富 了 微 扰 论 的 内 容 。 


84 “矩阵 的 正规 乘积 表示 


在 这 一 节 里 ， 我 们 把 Wick 第 二 定理 具体 应 用 于 5 矩阵 对 于 电磁 相互 作用 的 情形 ， 
以 旋 量 场 和 电磁 场 的 相互 作用 为 例 ， 由 (8.12)c 式 和 “8.119) 式 得 到 


因此 ， 


€ ;(x) = — Ju (x) Aula) = — ie: (x) Yup (z) Ap (a) 
(9.30) 式 成 为 


(9.43) 


s=i+ G fate men [air (CPD Waha Aaa 


x GP xa Yap (x) A A JEP An) Ye En) A, Cn) I) 


按照 (9.35) 或 (9.36) R, EH: 


D Cen) Aa (Xm) = Ü (xa) Aa (xa) = 0 


. (9.44) 


(9.45) 


此 式 无 论 xx= xm 或 xx 挟 xm 均 成 立 。 这 样 ， 就 可 把 (9.44) 式 的 时 序 乘积 做 如 下 的 Wick 分 


W: 


T (EPD Yuh (ea) ApC) JLD Cn) Ye Cn) Ae Cn) I) 
= PUED Yup (A) (za) Yeb (En) Au (1) ee Ae (8): 
+ 所 有 包含 一 个 收缩 的 正规 陵 积 但 其 中 没有 包含 中 (zx) 玉 (x) 


和 小 (xx) A, (Am) 9 (0) Aa (Am) 的 正规 乘积 ] + 


十 所 有 包含 两 个 收缩 的 正规 乘积 【但 其 中 没有 包含 由 (xb) 囊 (xh) 


和 了 (xn Aa (Am), Y (D Aa (zm) 的 正规 乘积 ] + eee 


(9.46) 
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把 (9.46) 代入 (9.44) ， 对 于 n= 1 ，2 的 项 ， 分 别 有 : 
Si=- e |a Be) ey eA): (9.47) 
以 及 
Si CE fata faia :Fed Yd Ce) en) od es) AG0AG0): 


+ hx) Yup x x) Yv (a) AG) A.G.) : 


+: TODEN ED Yd) Aul) Ala): 
FEDI ETEDI (x) Aule) A GO): 
tTO DTY) ADA): 
tT DYA aD ÁE 2, (xO): 


th Yb CNE EaD Yv ra) Alxa) Avaa): 


+i YG OG WED AED Ae} 09 
此 式 中 出 现 的 收缩 分 别 是 电磁 场 和 旋 量 场 的 传播 子 

AED Ara) = OTCA) A (xe) 0) 

= BvDF(x1 - x2), (EW (7.97)0RI (9.49) 


PPC) = OITA x) T(x) 0) 
=Sr(xi- xs)。[ 参 见 (6.89)a 式 ] (9.50) 


对 于 强 相 互 作用 的 情形 ， 以 中 性 订 标 介子 与 核子 的 相互 作用 为 例 。 由 〈8.45)6 式 和 
(8.114) 式 及 其 后 面 的 叙述 ， 我 们 有 


(G) = - iG: (x) Ye (x) :bx), (9.51) 
Wik, (9.30) RRX: 
S=1+ Š sn (9.52)a 
n=1 
其 中 ， 
ç. = CO as, a NETERA TERE TERS 
n 


AIENEA TEDE TEAS TERETERE TED (9.52)5 
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(9.52) 式 与 (9.44) 式 不 同 之 处 仅 在 于 ， 后 者 的 Ye、 4 在 前 者 则 换 成 了 Ys、 中 ， 后 者 的 
e 换 成 了 前 者 的 G。 因 而 ， 类 比 于 (9.47) 和 (9.48) ， 可 直接 写 出 : 


~ S = - c |a FEDYA): (9.53) 
Sa= GO fa fiia [FEAET EDA bn): 


+ Cx) Ye (x ) Vx) Yoh xa) h(x) a): 
+ YY Wx) Ye TERT TERT ICAT 
+ Yoh eT Yo) de) ds): 
+ Yah (x) ed (x BO BU): 
+ Yo) Fs) Yd (x) eres): 


+ Ce) Ye (eT Yd xs) $C) TERE 


* feo) CF Ye) Bh) : } (9.54) 


式 中 的 收缩 由 (xi) 平 (xs) 便 是 〈9.50) 式 给 出 的 旋 量 粒 子 传播 子 ， 而 收缩 $ (xi) 中 (zs) 则 
是 中 性 性 标 介子 传播 子 ， 


(x)(x) = (OITA Cx) (x) 0) 
=Ap(xi-x:). CEM (5.167) I (9.55) 
对 于 弱 相 互 作 用 ， 在 三 一 4 理论 的 范围 内 S 矩阵 的 高 阶 项 贡献 为 零 〈 详 见 第 十 章 )， 
因而 只 要 考虑 一 阶 效应 。 我 们 有 ， 


Si= - i [28.00 : (9.56) 


85 Feynman 图 与 Feynman 规 则 


在 上 一 节 ， 我 们 借助 Wick 定 理 把 S 矩 阵 展 式 中 的 时 序 乘积 分 解 为 一 系列 正规 乘积 之 
和 。 在 这 一 节 里 ， 要 把 这 些 正规 乘积 用 适当 的 图 形 来 表示 。 这 样 做 不 仅 能 使 正规 乘积 的 
物理 意义 变 得 明显 直观 ， 而 且 可 以 在 动量 空间 建立 起 图 形 与 S 矩阵 元 之 冯 的 对 应 关系 。 
由 此 ， 就 可 按照 给 定 的 图 形 直 接 写 出 S 矩阵 元 。 这 种 用 图 形 表示 正规 乘积 的 方法 是 R 。 
P。Feynman 在 1949 年 提出 来 的 ， 所 以 这 些 图 形 就 称 为 Feynman 图 ， 而 在 动量 空间 技 图 
形 写 出 5 矩阵 元 的 法 则 就 称 为 Feynman 规 则 。 


249 


(一 ) 正规 乘积 的 图 表示 


如 第 五 章 所 述 ，QED 是 量子 场 论 里 发 展 得 最 早 ， 而 且 与 实验 事实 符合 得 最 好 的 分 
支 。 由 于 这 样 ，QED 也 是 发 展 量子 场 论 其 它 分 支 时 可 以 借鉴 的 典范 。 所 以 我 们 这 里 从 
QED 开 始 ， 再 推广 到 其 它 。 在 QED 里 ， 用 Feynman 图 来 表示 正规 乘积 的 基本 规 N 是 : 


(1) 5S 矩阵 展 式 中 的 积分 变数 xy 
(k= 1，2 ,…m…) 分 别 用 平面 图 形 上 的 
一 点 来 表示 ， 这 一 点 称 为 Feynman 图 的 顶 
点 。 因 为 在 每 一 项 正规 乘积 内 ， 具 有 相同 
变数 xx 的 每 一 组 场 算 符 都 带 有 一 4 Y E 
阵 ， 故 图 中 每 一 顶点 均 有 一 个 Y 矩阵 。 例 
如 图 9 一 1 的 顶点 就 有 和 矩阵 Ya。( 对 a 求 
和 ) ， 另 方面 ， 由 9.44) 和 (9.46) 式 
看 出 ， 具 及 个 积分 变数 的 正规 乘积 ， 带 
有 一 个 因子 (- e)* ,因而 图 中 每 一 顶点 应 
有 一 个 因子 (- e). 

(2) 在 每 一 项 正规 乘积 内 ， 未 被 收 
缩 的 场 算 符 称 为 自由 算 符 。 自 由 算 符 用 图 


A. xD 


ER 


Fap 


图 9 一 1 ERRA 
FOP Ya Was) Aa Gu) :的 Fenman 图 


中 的 外 线 来 表示 , 具体 说 来 , 自由 的 电磁 场 算 符 4a(xt) 用 一 条 自 顶点 xx 延伸 向 无 限 远 (或 
者 自 无 限 远 延伸 到 项 点 ) 的 波 线 来 表示 ， 旋 量 场 算 符 中 (xn) 用 一 条 自 顶 点 xx 指向 无 限 远 
的 有 向 线段 来 表示 ,而 由 (xa) 则 用 来 自 无 限 远 ， 终 于 顶点 xx 的 有 向 线段 来 表示 。 这样, E 
JMUR81: 9 (z) Ya (xi) Aa (xa) :所 对 应 的 Feynman 图 便 是 图 9 一 1， 它 是 一 个 三 线 顶 角 
(一 阶 顶 角 ) ， 为 了 与 别 种 相互 作用 的 三 线 顶 角 相 区 别 ， 又 常 称 它 为 一 阶 光子 顶 角 。 


《3 ) 在 每 一 项 正规 乘积 里 所 包含 的 收 
缩 ( 即 传播 子 )， 用 一 条 连接 两 个 项 点 的 内 线 
来 表示 ,其 中 ,Aa (xx) Alm) 用 连接 顶点 x%、 


xm 的 波 线 来 表示 ( 见 图 9 一 20); b (x) Plm) 
用 始 于 xm 点 终于 xx 点 的 有 向 线段 表示 O 
图 9 一 25) 。 

根据 这 些 规则 ，《〈9.47) 式 右 边 积分 号 
下 的 正规 乘积 记 对 应 的 图 形 便 是 图 9 一 1， 
Tü (9.48) 式 右 边 积分 号 下 的 第 一 二 、 三 、 


Á G A OCO 
x ———  — in 


(a) 


ERE Pxm) 
PE A 


图 9 一 2 


五 ,七 , 八 项 正规 乘积 ， 其 Feynman 图 分 别 是 图 9 一 3 a,b,c,d, e, fi 
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A, G) Aotea 


Kap Krp As kan 


(a) ERRR: FOD yh yr Ga) Ar (x3) AG) ;的 Feynman 图 


PRE] Artx) 


Wex;) 


SF(X1 ~ Xa) 


eD z 


P(x) ETE] P(x2) 


《6 ) 正 规 保税 :本 (x1) Y YG 002) YA DAs EDA aD Ce ENS : FDY ENEE) Yrd (x2) AG) 
;的 Fe7nman 图 x 4v(x2) :的 Feynman 图 


SoD X,- X2? 


Rap -er SRR- x2) -er EFU 


` xs 


RE 
(d) EARR DY YY) dD A rs) :的 Feynman 图 
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-Tr (X1 x) Sx2— mh) 
TelysSEC x1 - rz)mSFCzz- xi) TrnSelr -xa Spl E 


EAEI 


CRETE 
SDE x) - x2) 


Ce) EN RE Fad YANTO yG) A, G) (正规 乘积 :W(x YC) yata 
x A, (x2) :的 Feynman 图 x An) 4, (x2) :的 Feynma 图 


图 9 一 5 (9.48) 式 右边 第 一 \ 二 ,三 ,五 .七 \ 八 项 正规 乘积 的 Feynman 图 


(9.48) 式 右边 第 四 、 六 两 项 正规 梭 积 分 别 与 第 三 、 五 两 项 正规 乘积 等 效 。 现 在 来 证 
明 第 四 项 与 第 三 项 的 等 效 性 。 根 据 (9.42 式 后 面 的 叙述 ， 我 们 有 : 


:由 (xDYi x Bx) Yd (a) Aa (r) A.G): 
= :DY Pe D Yuh Cei) AG) AG): 

ERON 22 We 

中 加 的 积分 变数 | Y = PC) Yv (P (x2) Yuh (x2) AG) A.G): 


DY xO Fx) Yah x2) Ax1) Ap (xa): 


= (x) Yuh (a) Tx) Yeo (aa) Au (21) A (x2) š 
由 此 可 见 ，〈9.48) 式 的 第 四 项 正规 乘积 的 确 与 其 第 三 项 正规 乘积 等 效 。 因 此 ， 第 四 项 
正规 弱 积 的 Feyaman 图 便 是 图 9 一 3c 。 请 读者 自己 证 明 (9.48) 式 右边 第 六 项 正规 乘 
积 与 其 第 五 项 正规 乘积 等 效 ， 它 的 Feynman 图 便 是 图 9 一 3d。 
为 了 卉 清 Feynman 图 的 物理 意义 ， 首 先 来 谈 谈 图 中 不 同 内 线 和 外 线 的 物理 意义 。 因 
为 我 们 是 在 i 图 景 中 工作 ， 场 算 符 有 精确 的 平面 波 展开 式 ， 因 而 利用 自由 场 的 已 知 结果 


可 得 ， 


MOROREN (9.57)a 
T = (x) + GD, (9.57)b 
AG) = A x) + AG. (9.57)c 
其 中 ， 
ZA = 
see) 22 Y Bormes”, (9.58)a 
ss 
Wow = z y 六 ve (9.58) 
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1 s — a 
PO = 一 一 了 局 站 -于 dro ets, (9.58)c 
vy zy E, 
2 
TO) = —1 me 9.58)d 
4o (a) VEE Er ts ae (9.58) 
AP (=L $ eh anete, (9.58)e 
VV Va 

n ; 

A (x)= DD ep sa et, (9.58) f 
¿ë MALAE U 


由 此 看 到 ， 场 算 符 的 正 频 率 部 分 的 作用 是 漂 灭 粒子 或 反 粒子 ， 而 负 频 率 部 分 是 产生 粒子 
或 反 粒子 。 所 以 我 们 又 把 正 频 率 部 分 称 为 场 算 符 的 漂 灭 部 分 ， 而 负 频 率 部 分 称 为 产生 部 
分 。 这 样 ， 在 Feynman 图 里 ， 来 自 无 限 远 并 终于 顶点 x 的 外 线 耻 (x) 便 代表 反应 过 程 之 前 
存在 旋 量 粒子 ， 或 反应 过 程 终了 产生 反 旋 量 粒子 ， 而 自 项 点 指向 无 限 远 的 外 线 平 (x) 代 
表 反 应 前 存在 反 旋 量 粒子 ， 或 反应 后 产生 旋 量 粒子 ， 同 样 地 ， 自 顶点 延伸 向 无 良 远 的 波 
线 如 (x) 代 表 反 应 前 存在 光子 或 反应 后 产生 光子 。Feynman 图 里 的 内 线 则 表示 虚 粒 子 的 
传播 过 程 。 例 如 ， 旋 量 粒子 传播 子 表示 施 量 粒子 或 反 粒 子 的 虚 传 播 过 程 。 正 如 第 五 章 所 
述 ， 这 些 虚 过 程 是 观察 不 到 的 ， 它 们 与 真空 物质 的 运动 有 关 。 

现在 ， 我 们 可 以 对 图 9 一 1 和 9 一 3 进行 适当 的 解释 了 。:S 和 矩阵 展 式 中 的 第 ”项 Sw 
对 粒子 相互 作用 过 程 的 贡献 称 为 所 论 过 程 的 4 阶 效应 ， 习 惯 上 又 常常 把 4 阶 效应 所 导致 
的 反应 过 程 称 为 n 阶 过 程 。 图 9 一 1 代表 一 阶 电磁 过 程 。 可 把 它 解释 为 正 、 负 电子 对 相 
互 碰 接 而 潭 灭 为 一 个 光子 。 或 一 个 光子 产生 正 、 负 电子 对 等 等 。 但 读者 可 以 自行 证 明 ， 
这 种 一 阶 电磁 过 程 是 不 能 实现 的 ， 因 为 这 些 过 程 不 能 同时 满足 能 量 守 伍 定律 和 动量 守恒 
定律 ， 以 致 相应 的 $ 矩阵 元 为 零 。 图 9 一 3 是 一 些 二 阶 电磁 过 程 。 但 图 9 一 3o 是 两 个 
一 阶 电磁 过 程 的 简单 组 合 ， 因 而 同样 是 一 个 在 客观 上 不 能 实现 的 过 程 。 图 9 一 35 可 解 
释 为 电子 一 电子 散射 《或 正 电子 - - 正 电子 散射 、 正 电子 一 电子 散射 等 等 ) 。 两 个 电子 
中 (x1) 和 由 (xs) 相 互 碰撞 ， 中 (x1) 自 顶点 x1 放 射 虚 光子 由 内 线 SuyDe《x1 ~ xa) RE, 
而 (xs) 在 顶点 x 处 吸收 了 这 个 虚 光 子 ， 反之 ， 由 (xs?) 也 放射 虚 光子 被 小 (xi) 吸收 。 两 
个 电子 之 间 的 电磁 力 就 是 通过 交换 虚 光 子 来 传递 的 。 传 递 虚 光 子 的 过 程 也 就 是 两 个 电子 
中 (x1) 和 中 (xs) 相 互 作用 的 过 程 ， 经 过 相互 作用 ， 它们 转化 为 具有 新 的 能 量 、 动量 和 极 
化 的 终 态 电子 ， 分 别 由 图 中 的 种 (x1) 各 (xs) 两 条 外 线 代表 .图 9 一 3 c 可 解释 为 Compton 
散射 或 电子 一 正 电子 对 潭 灭 为 两 个 光 于 ， 等 等 )， 即 光子 被 电子 散射 , WALT) 
在 x: 点 吸收 了 初 态 光 子 4v(x:)， 然 后 虚拟 地 传播 到 顶点 xi 并 放出 终 态 光子 Ala), E 
成 终 态 电 子 (xi)。 图 9 一 3d、e、f 分 别 是 电子 自 能 、 光 子 自 能 (又 称 真空 极 化 ) 以 
及 真空 涨 落 过 程 的 Feynman 图 。 详 细 情 况 将 在 下 一 小 节 讨论 。 应 当 说 明 ， 我 们 这 里 的 解 
释 是 不 完全 的 ， 其 中 的 旋 量 场 算 符 也 并 非 只 代表 电子 一 正 电子 场 ， 它 可 以 代表 任何 一 种 
带电 的 旋 量 粒子 一 反 粒 子 的 场 。 
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弄 清 了 Feynman 图 的 物理 意义 ， 也 就 同时 知道 相应 正规 乘积 对 那些 相互 作用 过 程 有 
贡献 ， 这 对 于 计算 S 甜 阵 无 是 必须 的 。 
(二 ) 5 矩阵 元 与 Feynman 图 的 对 应 关系 
在 这 一 小 节 里 将 计算 几 个 二 阶 电磁 过 程 的 5 矩阵 元 ， 并 建立 起 这 些 5 和 矩阵 元 与 Feyn- 
man 图 的 对 应 关系 。 
ee- 一 >e-e- 散 射 (MOller 散 射 ) 
反应 前 有 两 个 初 态 电子 ， 反 应 后 产生 两 个 终 态 电子 。 因此， 相互 作用 场 系统 的 初 态 
和 终 态 分 别 是 : 
cz qa 0)=1D， 
chaceal0)=1). 
Hp, p.s 和 q\sS: 分 别 是 两 个 初 态 电 子 的 动量 和 极 化 ， 而 p'、s, 和 q'、s: 分 别 是 两 个 终 态 
电子 的 动量 和 极 化 。 因 为 我 们 只 考虑 二 阶 近似 ， 故 过 程 的 $ 矩阵 元 为 
SKANSA. (9.59) 
S,H (9.48) 式 给 出 。 经 过 简单 推算 即 可 看 出 ，《〈9.48) 式 右边 积 分 号 下 的 第 二 项 正规 
乘积 恰 能 潭 灭 两 个 初 态 电子 并 产生 两 个 终 态 电子 ， 而 其 余 正 规 乘积 对 电子 一 电子 散射 过 
程 贡 献 为 零 。 第 二 项 正规 乘积 的 Feynman 图 便 是 图 9 一 3 2。 该 项 正规 乘积 及 其 图 表 示 
并 不 仅仅 描写 电子 一 电子 散射 。 事 实 上 ， 利 用 (9.57) 式 又 可 把 正规 乘积 
sx) Yuh (x) Fx) Y (ra) Aaa A (xs): 
展开 为 十 六 项 正规 乘积 之 和 ， 其 中 对 电子 一 电子 散射 过 程 有 非 零 贡献 的 正规 乘积 又 只 有 
如 下 的 一 项 ; 
EPO CD Yuh x) Px) Yh Cx) Aul) Ala): (9.60) 
我 们 首先 来 计算 此 项 正规 乘积 的 矩阵 元 ， 利 用 《9.58〉 式 得 
COY eqsyop'ss O x Fab Ce) x Yh Cra) Aa A Cx) :ct cds 0) 


xY Zana ea Ji 


= (0|cq'sy opa) 3 i fa Ch, Uks eih": LIS 22 
x [== 


x Aa A xa) = T O| ces; cs, 


xf (y Ta seniore +Y E ce 全 
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oumae xa) tegy, Cge] 0) 


ce. 
V Trin 


m w m ` 
x [V snap 四 Y Tewas et z) 


m rar ai. m e eT A 
+ Y= cha uses +y E rte ig] Yy 


x (VE onin oins +y F canugneiarsa) bieg, “a 10) 


e 
X Ah(x1) A,(x:). (9.61) 


此 式 右边 的 正规 乘积 :{…… 小 :可 以 表示 为 由 c,c* 组 成 的 十 六 项 正规 乘积 的 组 合 ， 其 中 ， 
有 十 二 项 正规 乘积 里 包含 有 相同 的 算 符 。 例 如 ， 


Icha Cps1 psi pss 3 
这 样 的 正规 乘积 其 矩阵 元 皆 为 零 ， 
(ol Og's, prsy Cprs’ Cpss ega pss: cp R 0) 
= ~ (O| ces, cp cps Cprss Opsi Cpsi Chs, Cqsal 0) = 0。 (9.62) 


这 里 曾 使 用 了 Fermi 场 正规 乘积 的 定义 (6.20) 和 反对 易 关 系 (6.8) 。 另 外 的 四 项 正规 
乘积 不 包含 相同 的 算 符 ， 它 们 的 矩阵 元 或 者 为 + 1 ， 或 者 为 ~- 1， 


(0 Legs’, co's cgs can Goss Cqsa: Chey Csa 10) 

=(0 | egs, Cha Cp Epis eps Cha cqss Cds C10) = + 1 (9.63)a 
同样 可 得 ， 

CO Lege, eps, :cpss cancha n: ch ci 10) = = 1, (9.68)b 

CO | egs, cps 1 Cits, cpsa Cs’ Cq: Che, Cdss lo) 

=-1, (9.63)c 

CO) cq'ss cp’s’ dss Coss ps cpsi: cps Cdss 10) 

=+1, (9.63)d 


因此 ， 在 《9.61) 式 右边 共有 四 个 非 零 项 。 在 每 一 个 非 零 项 里 ， 归 一 化 因子 、 旋 量 振幅 
等 等 是 依照 与 之 相关 的 算 符 “ 和 ct 在 正规 乘积 符号 : :下 的 排列 顺序 出 现 的 ， 因 而 利用 
(9.63) 式 可 把 (9.61) RREH: 


CO] eps, eps BO (x) Ya (x) PO EYA (x) :ct c, 10) 


psi “qs: 
x ÁG A (x) = —1 a mo. 
(nG) V z( Ey,EyEa,Ea 


x {ups Pr Yyugne -ip'x1+ip"x1 e- igx + iqa 
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+ uq, Yutiqs 2 Yuupsre idx tiq žie- ipx + ipeta 
s up's! Yutqssuq' st Yuupsie ip "x1+ig xie- ig txa tipa 
— sq/ss Yutupsi Up's! Yyuqs e = q'a + ipu e= ipx + iaza} 


x Au (x1) A(x). (9.64) 
现在 ， 把 (9.48) 右边 第 二 项 积分 代入 (9.59 , FAM (9.64) 式 得 


Si (01cqsscp'siSa Chey ctsl0) 
w i 


z) je Jee. 0.68 


此 式 右边 的 花 括 号 与 (9.64) 式 右边 的 花 括号 全 同 。 可 以 证 明 , 右边 第 一 、 二 项 积分 相互 
等 效 ， 第 三 、 四 项 积分 相互 等 效 ， 这 样 ， 就 可 将 它们 两 两 相 加 并 消去 (9.65) REAR 


分 号 前 的 因子 - 


SKLO legs, cps; Sach 0) 


pn “qa l 

“ a 

= et. P= CEED fatx farses {rss Yuupsrts;, Yunan 
vEpEu Ea 


xen ipx +ipxie-igexr+ igx 


— Uys’, Yupaypa, Yyuqsze -10x1 tipun e= ipaa + igran } 
x A.G) A (x,), (9.66) 


WÁ Ala) = Da (a, - xs) 之 表示 式 (7.97) 代入 上 式 并 完成 对 时 空 坐标 的 积 
分 ， 就 得 到 


Sna( Oeys, cps Sct Cisl 0) = A +B, (9.67) 
其 中 ， 
| dih(2n) DVH- p- 
TERE a] * fdk BO- p- D 

, z -idm 

X (209D Cq" =q + up Yu upas (Tor E) s Yutgan C9.68) a 
4 s 
B=-e: li m d'k 480 (q! — p—, 4600 p’ m 
“EEEE foreare- p-b) Gmb (p -qth) 
一 1 idu) 

x ugs! Yu upss [一 二 Gr Y) up's! Yugss (9.68)b 


如 前 所 述 ， 对 所 论 过 程 的 二 阶 近 似 S 矩阵 元 (9.67) 有 贡献 的 正规 乘积 是 (9.60) 
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式 的 正规 乘积 ， 该 项 正规 乘积 的 Feynman 图 便 是 图 9 — 3 6。 现在 就 来 建立 (9.67) 右 
边 的 A、B 两 项 与 图 9 一 3 5 的 对 应 关系 。 在 图 9 一 30 中 的 顶点 坐标 xi, x, 是 3 矩阵 元 
里 的 积分 变数 ， 在 完成 (9.66) 式 的 积分 之 后， 分别 得 到 (9.68)c 中 的 因子 (27)* 
xx8(@ (一 户 - 旬 和 (2r)45460 (9 -9+ 了 以 及 (9.68)5 中 的 因子 (2zx0)4540 (q — p-k) 
和 (27)8%(p’ -gt+k)， 因 此 ， 这 些 因子 应 属于 Feynman 图 的 顶点 。 结 合 第 (一 ) 小 节 
所 叙述 的 Feynman 图 规则 ， 不 难看 到 ， 在 9.68) a 所 对 应 的 Feynman 图 里 ， 与 两 个 顶点 
相关 的 因子 分 别 是 

- eYs(27)+8 0(p’ — p-k), 

—e¥Y,(2x)*d8%(g’ -q +k), 
而 在 〈9.68)2 所 对 应 的 Feyaman 图 里 ， 与 两 个 顶点 相关 的 因子 分 别 是 ， 

- eYa (204865 (q — p - B), 

—eY,(2n)‘d0(p’ -q +k). 
正规 乘积 〈9.60》 中 的 自由 算 符 ， 在 计算 矩阵 元 (/1S:|i 之 值 并 进行 积分 |dxi fdz 
后 ， 还 剩 下 归 一 化 因子 和 放量 振幅 


i 1 

VEZ mo yp VE en V wN Ey 
故 这 些 因子 就 与 Feynman 图 里 的 外 线 对 应 。 (9.60 REWIERTÁG (xs) 在 对 
B, ERRI, AAT Lf “ss TER asss, 国 此 ， 在 S 拭 阵 元 所 对 应 的 


Feynman H, 内 线 代表 动量 空间 的 传播 子 二 es， 并 表示 要 对 和 矩阵 元 进行 积分 一 二 y: 


x |a. HEDE, SHET (9.67) 与 Feynman 图 的 对 应 关系 可 以 直观 地 表示 如 下 ， 


A= Ja BE {eve b) a 


(z) VF ep 
@ ë 
, {- A ed a Zes 
© @ 
(9.69)a 
B= -hj =V Za {- enee a p- DD} LYT 
(21)* A d WW 
© ° © 
e a Pie 
© © 
Taani 
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Ca) SPEAN WA Ch) mE TBH ERNY 
图 9 一 4 


在 图 9 一 4 里 ， 旋 量 振幅 (外 线 ) 和 传播 子 〈 内 线 ) 均 分 别 用 相应 的 四 维 动量 来 标记 ， 
而 项 角 则 用 相应 的 Y 矩阵 来 标记 。 以 后 也 将 采用 这 种 简单 记 法 。 

最 后 要 谈 谈 在 MGller 散射 中 由 于 两 个 终 态 电子 的 全 同性 所 产生 的 效应 〈 两 个 初 态 
电子 也 具有 全 同性 ， 但 因 在 实验 上 入 射 粒子 的 动量 己 事 先 确定 ， 所 以 两 个 初 态 电子 是 可 
以 区 分 的 ) ， 这 一 效应 就 是 使 得 散射 过 程 的 二 阶 S 矩阵 元 包括 两 项 ， 直 接 散射 项 A ME 
换 散 射 项 B。 把 9.69) a 与 (9.69)b 比 较 可 知 ， 只 要 在 A 的 表示 式 (9.69)a 里 把 两 个 终 
态 电子 的 放量 振幅 、 相 应 的 动量 、 极 化 和 归 一 化 因子 一 起 交换 ， 并 改变 全 式 的 符号 ， 就 
得 到 B 的 表示 式 〈9.69)5。 符 号 的 改变 是 由 Fermi 统计 规律 决定 的 。 与 此 相应 ， 与 5 矩 
阵 元 对 应 的 Feynman 图 也 有 两 个 ， 即 图 9 — 4a, b, REAR a 里 把 两 个 终 态 电 子 的 动 
量 、 极 化 一 起 交换 ， 就 得 到 图 5 . 

e+e -一 一 6*e- 散 射 《Bhabha 散射 》; 

反应 前 存在 一 个 初 态 电子 和 一 个 初 态 正 电 子 ， 反 应 后 ， 产 生 一 个 终 态 电 子 和 一 个 终 
态 正 电子 。 相 互 作用 场 系统 的 初 态 和 终 态 分 别 是 


cha dis 10)=l1D, (这 里 c+ 、c 是 电子 产生 、 源 
和 灭 算 符 ，d*、d 是 正 电子 产生 、 
ops, dysl O =I). ” 潭 灭 算 符 ) 
过 程 的 S 矩阵 元 为 
SKANSA). (9.70) 


对 这 一 过 程 有 贡献 的 正规 乘积 仍然 是 〈9.48) 式 右边 积分 号 下 的 第 二 项 。 如 前 所 述 ， 这 
一 项 正规 乘积 又 可 展开 为 十 六 项 正规 乘积 ， 其 中 对 e"e -散射 有 贡献 的 是 以 下 四 项 ， 


POEP EPO Yh (x) he) Alaa): 

PO EWP (w) BOR) Tx) hey) A (xa) : 

EPO D Yh (e) 9 (z) YO Cx) hx) A (x): 

DY Cx) O CDO x AEDA): 
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这 四 项 正规 乘积 中 的 第 一 、 二 两 项 等 效 ， 第 三 、 四 两 项 等 效 ， 因 此 ， 只 须 计算 其 中 的 两 项 
(例如 第 一 、 四 两 项 ) 并 将 (9.40) 式 右边 第 二 项 积分 号 前 的 因 于 十 消去 ， 

ASAD = Fle |a arn: FO Yd EFO EDO xs) 
XAKDA): + FO VO E NPO EDO Cx) he Aa) N 
= eè [atx |a GETO YW EFO CDY D A Ayla): 
HPO EDO EPO Cx) Yh x) AD Aa) li), 

或 者 将 上 式 写 为， 

Sn2(lflSsi) = A +B (9.71) 
其 中 ， 

A= oè |a J oe Yd Re oval 
x (x) A (xa), (9.72)a 
B = e* fdt x, Ja lB CVVO EFO DAO D JD 

x hx) A (xs), (9.72)b 

以 上 两 式 右边 积分 号 下 的 两 项 正规 乘积 的 Fernman 图 分 别 是 图 9 — 5 a, b, 


要 po P 


w Jo 
COERRRF O Dyk O (x1) DERRRT O G) Ye (-? (x1) 
XW Yd GD): A ED A x2) XPO any O G): ÁG) Aa 
的 Feynman 图 的 Feynman 图 


图 9 一 5 
大 体重 复 自 〈9.61) RA (9.69 式 的 推算 和 讨论 就 得 到 〈9.71) 式 右边 的 两 项 分 别 与 
图 9 一 5a、b 的 对 应 关系 如 下 
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== =a tV ne {ersl2mB Cpr- p- h) JY -fum 
© ° @ @ 
-iò m — m 
x [Si J-i y. ga { -eO -qt hle, 
© © © 
(9.73)a 
B= a |z kV gus, Í- YQ) (p +q -D Jt pr 
@ © @ [2] 
x (=a) Y= A Tan { = eVa) DO (p +q- "ler 
@ @ 
APA 


Ca aB z AG nt Cb) 矩阵 元 8 的 图 对 应 
图 9 一 6 

由 此 可 见 ，e*e- 一 >e*e- 散 射 过 程 是 通过 两 和 类 型 的 反应 来 实现 的 ， 甜 阵 元 A 及 其 

对 应 的 Feynman 图 9 一 6 a 所 描写 的 反应 是 散射 型 反应 ， 称 为 e*e- 一 >e*e- 过 程 的 散射 
道 ， 在 这 种 反应 过 程 里 ， 初 态 电子 (p, s:) 和 初 态 正 电子 (q, s.) 相互 交换 虚 HF, 而 
后 转变 为 终 态 电 子 (P, si) 和 终 态 正 电 子 (q', s;) ， 矩阵 元 B 及 其 对 应 的 Feynman 图 
9 一 68 所 描写 的 反应 是 潭 灭 型 反应 ， 称 为 e*e -一 >e*e -过程 的 潭 灭 道 ， 在 这 种 反应 过 
程 里 ， 初 态 电子 (p, s:) 和 初 态 正 电 子 〈q, s:) 虚拟 地 漂 灭 为 光子 〈k, 和 ) ， 然 后 这 个 
虚 光子 又 转化 为 终 态 电 子 (p’，s1》 和 终 态 正 电 子 (q, ss) 。 因 为 在 《9.73)a 式 里 的 光 


TERTE, RE, 
ta= (p= p)t= tg, (9.74)a 
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WE 9.73)8 式 里 ， 光 子 传播 子 一 工 


s= - (p+q)* = = (p +q), (9.74)b 
故 散射 道 又 简称 “t 道 ”， 漂 灭 道 又 简称 “s 道 ”。 可 以 证 明 〈 作 为 练习 ) ， 从 适当 的 
参考 系 里 看 来 ， 在 t 道 的 反应 过 程 里 ， 虚 光子 传递 动量 ， 因 而 两 个 初 态 粒子 在 相互 磁 挤 
时 彼此 之 间 有 电磁 力作 用 ， 而 在 道 的 反应 里 ， 虚 光子 携带 能 量 ， 因 而 两 个 初 态 粒子 碰 
擅 的 结果 是 发 生物 质 和 能 量 的 虚 转 化 。 
eY 一 >eY 散 射 (Comptonfik Bi) 
反应 前 存在 初 态 电子 (p, s) 和 初 态 光 子 (k, 和 X)， 反 应 后 产生 终 态 电子 (p',s') 和 终 态 
光子 (k', 和 7。 相互 作用 场 的 初 态 和 终 态 分 别 为 ; 
ch aglo) =1D， EASA 
che akal O =I. 
在 (9.48) 式 里 对 此 过 程 有 贡献 的 正规 乘积 是 第 三 \ 四 项 。 但 如 同 我 们 在 第 (一 ) 小 节 已 
证 明 的 ， 这 两 项 正规 乘积 等 效 ， 因 而 可 以 只 考虑 其 中 一 项 ， 例 如 第 三 项 ， 并 将 〈9.48) 


右边 第 三 项 积分 号 前 的 因子 二 消去 ， 


Sn22(Hls:D = 
= et |a |a Ci ea Yt VT AG60.4G):|D., 
(9.75) 
IkotqiB tb ER LN y f820-F2SONIEUORSU2Z RI, Jü RA IFINI Compton 
射 过 程 有 贡献 ， 
SOC Ya Ts) AO x) Af (x23): (9.76)a 


:TOY EDY xs) AKP (x1) AP (x2): (9.76)b 
此 两 项 正规 乘积 的 Feynman 图 分 别 是 图 9 一 7a、b, 用 这 两 项 正规 乘积 去 代替 (9.75) 


Fe 
rd 


EDK x2) 


m 
po M 


Ca) ERED (0.70a 的 Feynman 图 Cb) EARR (9.70)b 的 Feynmsn 图 
图 9 一 7 


式 右边 积分 号 下 的 正规 乘积 ， 并 采用 类 似 于 MVZller 散 射 里 使 用 过 的 方法 ， 不 难得 到 S 扼 
阵 元 与 Feynman 图 9 一 7 的 如 下 对 应 关系 ; 


SKANS = A+B, (9.77) 
el Ale, -eYu(21) d9 r-k 
A pr $ Ey ua ek Y=: AA eYul2r) BO lq- p-k) } 
® ° @ 
-1 £u mu. AE ; 
= eY (21)Ò Hlp +k- q) 一 -一 ape 一 一 一 二 一 e, 
x sss) í eY,(2x p? q: y E, "PM 
@ @ @ © 
(9.78)a 


B = gad igba CA is Se p)} 


vai VV 
@ © @ 


* meneo- q 站 去 AAN Ta A 


k 
© 


Ca) MERANER Cb) 矩阵 元 B 的 图 对 应 
图 9 一 8 
矩阵 元 A 及 其 对 应 的 图 形 9 一 8 a 表示 初 态 电子 (p, s) 在 顶点 Yv 吸 收 了 初 态 光 子 k, A), 
然后 虚拟 地 传播 到 顶点 Yu 并 放出 终 态 光子 〈k ,和 ')， 与 此 同时 ， 虚 电子 转化 为 真实 的 终 
DEF (p',s') ， 和 矩阵 元 B 及 其 对 应 的 图 形 9 一 8 5 表示 初 态 电子 〈p, s) 首先 在 顶点 Y、 
放出 终 态 光子 〈k'“, 和 X/)， 接 着 虚拟 地 传播 到 顶点 Yh， 并 在 该 顶点 吸收 初 态 光 子 〈k, 入 )， 
转化 为 真实 的 终 态 电子 (P, s) 
容易 看 出 ，S 和 矩阵 元 (9.77) 具有 如 下 的 对 称 性 ， 即 在 《9.77) 式 里 做 代 换 
h-hh’ emer 
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则 A 与 B 互 换 ， 而 Syi 不 变 。 这 种 对 称 性 称 为 交叉 对 称 性 。 在 (9.77) 式 右边 的 第 二 项 B 
就 称 为 交叉 项 。 


(三 ) QED Feynman 规 则 


在 上 一 小 节 里 讨论 了 三 个 电磁 相互 作用 的 实例 ， 在 粒子 的 四 维 动量 空间 里 建立 了 S 
矩阵 元 与 Feynman 图 的 对 应 关系 。 现 在 ， 可 以 从 上 一 小 节 的 结果 归纳 出 QED 里 的 Feyna- 
mani], Bp QED E Feynman 图 的 各 个 部 分 与 S 和 矩阵 元 各 因子 之 间 的 一 一 对 应 规 WI 

( 表 [9.1]) 。 根据 这 些 规则 ， 就 可 以 按照 一 个 反应 过 程 的 Feynman 图 直接 写 出 该 过 程 
的 5 矩阵 元 。 


RON QED Feynmani M 


5 矩阵 元 里 的 因子 Feynman 图 里 的 组 成 部 分 


nsnannwanganranananan 


Y us 
VV E 


. 自 顶 点 指向 无 限 远 的 旋 量 粒子 线 代表 终 态 旋 量 粒 
e 


自 TANMERENRREETARENERE 


J 
~ 
| z 
j 


自 无 限 远 指向 顶点 的 反 旋 量 粒子 线 代表 终 态 反 族 
量 粒子 


初 态 光 子 线 ， 自 无 限 远 延伸 到 顶点 ， 箭 头 仅 表 示 
光子 动量 进入 顶点 


— ha 
yv v jk] 
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K 终 态 光子 线 ， 自 顶点 延伸 到 无 限 远 ， 箭 头 


1 1 u 
-二 
VF ` 仅 表 示 光 于 动量 高 开 顶 点 


一 及 光子 顶 角 ， 著 箭头 指向 顶点 时 动量 取 
负 号 ， 则 箭头 离开 顶点 时 动量 取 正 号 ， 反 
之 亦 然 。 对 反 粒 子 ， 这 规则 恰 相 反 ， 


{-eYuc2n) racp -pA))} 


i 三 这 旋 量 粒子 传播 子 ， 箭 头 与 旋 量 粒子 传播 方 
= |“ ns [re | : 向 相同 ， 而 与 反 族 量 粒子 传播 方向 相反 。 
动量 q 在 两 个 顶点 处 取 相 反 符号 。 


光子 传播 于 。 箭 头 方向 仅仅 表示 动量 人 在 
两 个 顶点 处 取 相 反 符 号 。 


在 表 [9.1] 中 只 列 出 带电 旋 量 粒子 与 光子 相互 作用 的 Feynman 规 则 (关于 带电 标 量 
粒子 与 光子 相互 作用 的 规则 ， 可 参阅 CLAUDE ITZYKSON 和 JEAN-BERNARD 
ZUBER(1980) «Quantum Field Theory», McGraw-Hill, p.285% 6 一 2) ， 这 些 规 
则 还 不 完全 ， 下 而 还 要 补充 。 但 我 们 可 由 此 得 到 在 动量 空间 写 出 S 矩阵 元 的 步骤 如 下 ， 

1) 首先 确定 要 研究 过 程 的 那 一 阶 近似 。 例 如 要 研究 # 阶 近似 ， 则 在 Sn 的 表示 式 中 
找到 对 所 论 过 程 有 贡献 的 所 有 正规 乘积 ， 并 将 彼此 等 效 的 正规 乘积 加 起 来 ， 得 到 一 项 或 
几 项 互 不 等 效 的 正规 乘积 。 

2) 把 所 有 不 等 效 的 正规 乘积 均 展开 为 许多 项 正规 乘积 之 和 ， 其 中 每 一 项 都 是 场 算 
符 的 正 、 负 频率 部 分 的 乘积 。 再 从 这 些 由 正 、 负 频率 部 分 组 成 的 正规 乘积 里 找 出 对 所 论 过 
程 有 贡献 的 乘积 ， 并 按 其 等 效 性 加 以 合并 《在 这 样 做 以 后 ， 一 般 都 能 把 S 短 阵 展 式 中 的 
因子 一 消 去 ) 。 作 出 最 后 所 得 到 的 正规 乘积 的 Feynman 图 ， 对 于 终 态 粕 子 是 全 同 粒 子 


的 散射 过 程 ， 应 将 各 个 Feynman 图 的 终 态 粒子 线 相互 交 泡 ， 作 出 相应 的 交换 散 入 图 ， 这 
样 ， 就 得 到 能 够 导致 所 论 物 理 过 程 的 全 部 * 阶 ) Feynman 图 。 

3) 按照 表 [9.1] 的 对 应 规则 ， 沿 着 与 议 革 粒子 线 方向 相反 的 先后 顺序 写 出 与 每 
个 图 形 对 应 的 各 项 5S 矩阵 元 ， 

4 》 每 一 项 矩阵 元 里 的 旋 量 粒子 外 线 动 若 浴 其 在 该 项 矩阵 元 里 出 现 的 先后 顺序 构成 
菜 一 排列 ， 凡 旋 量 粒子 外 线 动量 的 排列 相差 偶数 次 对 换 的 矩阵 元 均 具有 相同 的 符号 ， 而 
任意 两 项 矩阵 元 若 其 旋 量 粒子 外 线 动 量 的 排列 相差 奇数 次 对 换 ， 二 者 便 具 有 相反 的 符 
号 。 这 样 就 确定 了 各 项 矩阵 元 的 相对 符号 《对 于 微 扰 论 的 计算 来 说 ， 只 需要 确定 上 述 各 


264 


项 矩阵 元 的 相对 符号 ) 。 
下 面 我 们 举 几 个 实例 来 说 明 上 述 Feyaman 规 则 的 应 用 ， 并 通过 这 些 简单 应 用 进一步 
完备 QED Feynman 规 则 。 
e+e 一 > h -散射 过 程 〈 二 阶 近似 ) ， 
初 态 有 正 、 负 电子 :1D = a dpal) 
HORE, ñu, IP= cgro divvo:10)。 
有 贡献 的 正规 乘积 是 〈9.48) REAHE-H. JESSIE, MARK 
部 分 组 成 的 正规 乘积 ， 其 中 只 有 如 下 丙 项 对 e*e -一 >h*u -有 贡献 : 
OC Yup (x Cx Yh Cx) AG) AVG): 
POD Yab Cx) Tx) Yh Cx) Al) AG): 
此 两 项 正规 乘积 等 效 ， 故 (9.48) 式 右边 积分 号 前 的 因子 二 被 消去 。 作出 上 述 任 一 项 ， 
例如 第 二 项 正规 乘积 的 Feynman 图 ， 并 将 它 转 到 动量 空间 。 


po 
+ 


xz 


转 到 动量 空间 
ARETA x2) > 
x 
e 
g”. FA 
(Co) O) 
图 9 一 9 
按 图 中 所 标 顺序 写 出 矩阵 元 ; 
SASA) 
1 fp_ 1 y x, Ó, Dlo tat 1 
x aaj: eVi ui {= eY 2285 "(gi +q; =k) al 
@ © D 
x (=h im) ) i - eYk(2x0)45460 (h—- p, PE 
@ ° @ @ 
` (9.79) 
完成 对 内 线 动 量 R, EE 
cpr (22) mima “yw P idu 
Same (Er Ee EnEn) BO(pi+ps -qi qt) — 
x uq, os Yv Vg, o, Upa sa Yhupisie (9.80) 
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其 中 ，m。, mu 分别 是 电子 质量 和 上 轻 子 质 量 。s 的 定义 便 是 (9.74)8 式 : 
s= - (pı +p2)*= - (gi+g2)*= - kt (9.81) 


因此 e*e 一 >h*'h 过 程 是 经 由 s 道 反 应 实现 的 . 

电子 自 能 财 迁 〈 二 阶 ) : 

当 只 考虑 5 矩阵 的 零 阶 效应 时 ， 一 个 自由 电子 将 是 稳定 的 。 但 当 考 虑 二 阶 效 应 时 ， 
按照 正统 的 解释 ， 电 子 并 非 是 真正 自由 的 ， 它 处 于 不 断 的 自作 用 之 中 。 即 不 断 地 放出 虚 
光子 和 吸收 它 所 放出 的 虚 光 子 ， 相 应 地 ， 电 子 的 状态 也 将 不 断 发 生变 化 。 在 9.48) 式 
里 对 这 一 过 程 有 贡献 的 正规 乘积 是 第 五 、 六 两 项 。 因 为 这 两 项 正规 乘积 等 效 ， 故 只 考虑 


第 五 项 ， 并 消去 9.48》 右边 的 因子 二， 


SKANSA = ea |a, :Br Yd) Br) Yh) 
x Aul) A Lx) li) 
š esa Jaa lB ed YC) Á AC): 
其 中 li) = 03,10), 
IP = celo). 


上 式 积分 号 下 的 正规 乘积 所 对 应 的 Feynman 
图 便 是 图 9 一 3 d .现在 把 该 图 转 到 动量 空间 
《 见 图 9 —10) ， 并 标明 写 矩 阵 元 的 顺序 ， 

由 此 即 得 ; 


SKS) 
KA CE: UA 
go e 图 9 一 10 电子 自 能 图 
1 m I (pb -q- soc WS 
x fafan iV Za -etendo a-o} 
@@ © © © 
u: 1 =o: 
x Í - eY Qy ask- D] =Y gee [=a], (9.82) 
@ @ @ 
完成 对 g 的 积分 ， 并 注意 Es, = E。( 能 量 守 便 》 ， 适 当 整 理 后 得 
Sr- pD Op - pups E (p)upss (9.83) 


这 里 (p) £ — 4 x138 R 00 BU, 
266 


2. -1 -i 
DO ga i ti (9.84) 


电子 自 能 路 迁 是 导致 量子 场 论 里 的 发 散 困难 的 重要 来 源 之 一 。 解 决 这 种 发 散 困难 需要 用 
到 重 整 化 方法 ( 见 第 十 一 章 》.。 

真空 极 化 : 

(9.48) 式 右边 第 七 项 正规 乘积 及 其 对 应 的 Feynman 图 9 一 3 e 表明 ， 一 个 光子 
可 以 虚拟 地 转化 为 电子 一 正 电子 偶 ， 后 者 重 又 潭 灭 为 原来 的 光 了 于。 由 于 光子 存在 上 述 的 
虚 转 化 ， 原 来 不 带电 的 电子 一 正 电子 场 真空 产生 了 所 谓 的 “真空 极 化 电荷 ”。 因 此 ， 光 
子 的 上 述 虚 转化 过 程 就 称 为 真空 极 化 。 〈9.48) 式 右 边 的 第 七 项 正规 乘积 可 分 解 为 两 项 
由 场 算 符 产生 、 潭 灭 部 分 组 成 的 正规 乘积 ， 由 于 这 两 项 正规 乘积 等 效 ， 因 而 有 : 

SKIS 


= efai Jaen: (eO Yb OC) Y, 中 x) AE" (x1) ASP xs):i) (9.85) 


其 中 ， 
li)=al10) 
AA = 1 或 2 
IH = agn l0) 
(9.85) 中 的 正规 乘积 ， 其 收缩 部 分 可 作 如 下 变化 ， 


Tx) Yay x Px) Ys) = a(x YE pola i) (x) YY po (a) 
ERN — — 
中 = ~ YR pali) Pala) YP bola) Palaa) 
= ~ YR Sepa (x1 ~ xx) YY Sepa (x: = x1) 
= 一 TrCYnSe(xi - xa) YSp(xs 一 Xi)]。 (9.86) 


现在 我 们 把 图 9 — 3 e 转 到 动量 空间 ， 并 在 图 中 标 
ATARAR, 即 得 OU 


Sp 


yr ayle? pfe “= ZT K 


© © siid 
x { — e(2z)*8%O (k -p+q)} 


p a 
@ $n. 
x í -e(2x)‘d (pk- p +q) 
{ z x ai ota 
@ @ 图 9 一 11 真空 极 化 图 


(9.87) 
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完成 上 式 右边 对 q 的 积分 并 稍 加 整理 得 


Sie’ z g ene -Ah)ek l (A) eR (9.88) 


其 中 IInv 是 真空 极 化 张 量 的 分 量 ， 它 是 一 个 平方 发 散 的 积分 : 


Tuh) = fapte (vu (9.89) 


1 1 
iram ri] 
处 理 这 个 积分 要 借助 于 重 整 化 方法 。 

通过 这 个 例子 ， 我 们 看 到 ， 还 需要 对 Feynman 规 则 作 如 表 [9.2] 的 补充 。 


$ [9.2] QED Feynman 规 则 (£) 


矩阵 元 里 的 因子 Feynman 图 的 组 成 部 分 
=a Ja |a ; 由 两 条 旋 量 粒子 内 线 构成 的 闭合 
(arr ay m, kakama 
i PEMEAK. 
一 人 a i , LO 
rf. Yep- im 
E E 7 
Ty Y+q — im J ) 
Í -emde +a- p) )| “astasqa 
BB, Yus Y. 
[> eende -ka } 已 包 人 在 全 
网 的 因 于 里 


E 闭合 圈 里 的 顶 角 具 有 两 条 内 线 ， 内 线 动量 之 符号 按 其 稍 头 方向 统一 确定 (不 分 正 、 反 粒 
+) ， 同 一 条 内 线 之 动 贡 在 两 个 顶点 处 反 号 


表 (9.1) 和 [9.2] 的 规则 对 S 矩阵 征 扰 展开 式 的 任何 一 阶 近似 均 适 用 。 

KERE: 

在 自由 场 的 量子 理论 里 ， 量 子 场 真 空 态 (基态 ) 不 但 是 没有 物理 粒子 的 态 ， 而 且 其 
中 也 没有 任何 相互 作用 和 相互 转化 ;但 是 ， 从 相互 作用 的 观点 看 来 ， 即 使 在 真空 态 下 ， 
量子 场 仍 处 于 不 断 的 相互 作用 和 相互 转化 之 中 。 身 于 这 种 转化 是 从 没有 任何 物理 粒子 的 
态 转化 为 没有 任何 物理 粒子 的 态 ， 所 以 在 实验 上 观察 不 到 。 例 如 一 个 虚 光 子 转化 为 虚 的 
电子 一 正 电 子 偶 ， 而 后 者 又 漂 灭 为 一 个 虚 光 子 。 在 S 和 矩阵 的 微 扰 展 式 里 自动 地 包含 着 对 
这 种 虚 转 化 过 程 的 各 阶 贡 献 。 在 二 阶 近似 下 ， 对 这 一 过 程 有 贡献 的 正规 乘积 是 (9.48) 
式 右边 最 后 一 项 ， 
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Sn2e(fS:ii)=(0lS:10) 


n 一 
= S fatx ass oh de dD) ds) h(x):10) 
NEPI 


ee 
Ejes fate FAREREI AEDA: 


(9.90) 
此 项 正规 乘积 对 应 的 Feynman 图 便 是 图 9 一 ORA 
3f. 现 将 它 转 到 动量 空间 ， 并 标明 写 矩阵 元 
的 先后 顺序 ， 由 此 得 : 
S/82(0|S,l0) w ; 


We ETEY sN 
(2n)* (23)* (22), 


= 工 
21 


© © 
a Jeto farofa { -e200(g-p-A)} 图 9 i 
-oe © © — 


a) } {-eenbogprr-a)} = 


© 
` (9.91) 
完成 对 A 的 积分 并 消去 Bu 又 可 将 上 式 简化 为 ， 
sie? 1 a, 1 ok 
. Sra Eseo ct faofa ‘gTr (a mir =) Gi 
(9.92) 


此 式 右边 的 积分 是 发 散 的 ， 而 且 由 于 因子 8( 0 ) 已 使 5 失去 意义 . 这 种 真空 涨 落 效 应 
对 实际 物理 过 程 的 各 阶 近似 都 有 贡献 ， 但 读者 可 自行 证 明 (参见 DAVID LURIE Par- 
ticles and Fields》pp。234 一 236.) ， 这 种 贡献 只 是 对 S 矩阵 元 乘 止 一 个 纯 虚 的 相位 因 
子 ， 故 可 以 不 必 考 虑 。 


《四 ) 中 性 磺 标 介子 与 核子 的 强 相互 作用 


Feynman 规 则 的 具体 内 容 将 因 相互 作用 的 不 同 而 有 不 同 。 这 主要 是 顶 角 对 应 的 矩阵 
元 因子 不 相同 。 但 同一 种 粒子 的 外 线 和 内 线 〈 传 播 子 ) 在 不 同 的 相互 作用 里 是 一 致 的 。 
它们 对 应 的 矩阵 元 因子 也 是 一 致 的 。 采 用 类 似 C—) . CZ). (Z=) 的 讨论 可 以 得 到 
中 狂 屡 标 介子 与 核子 相互 作用 的 Feynman 规 则 如 下 表 。 


269 


# (9.3) HERRN TSK TAS fE Feynmang Bi 


5 和 矩阵 元 里 的 因子 Feynman 图 的 组 成 部 分 


初 态 居 标 介子 线 ， 自 无 限 远 连 至 顶点 的 起 


Lt. 1 
VVV2ox 线 。 箭 头 表示 动量 进入 顶点 。 
i N" x RSRRATA, BUUUESR3EX RES 
VPV Tow N 虚线 ， 篆 头 表示 动量 离开 顶点 
\ 
\ 
` 
[-sv.esyte(r- p-e > 介子 、 核 子 顶 角 。 若 箭头 指向 顶点 时 动量 
取 负 号 ， 则 箭头 离开 顶点 时 取 正 号 ， 反 之 
5 k 亦 可 。 对 反 粒 子 ， 这 规则 相反 。 
£ fas ¿a 2 (r) E 核子 传播 子 ， 其 意义 见 表 [9 一 1] 的 旅 量 
(27) Yq- iM. G 粒子 传播 子 一 栏 。 不 同 点 是 ， 这 m 的 M 


代表 核子 质量 。 


介 守 传播 子 。 动量 4 在 两 个 顶点 处 取 相 反 符 


子 反 核子 外 线 与 表 [9 一 1] 的 族 量 粒子 线 相同 ( 仅 须 把 由 代 以 MX) .出 两 条 核子 线 构成 
的 闭合 图 ， 以 及 闭合 图 里 包含 的 顶 角 ,其 规则 见 炎 9.23 。 仅 须 以 Ys 代 普 Wi。 写 出 短 阵 
BASER (9.1 后 面 的 叙述 。 


习 Bi 
( 1) 引入 相互 作用 图 景 的 必要 性 何在 ? 
(2) 将 如 下 的 T 乘 积 进行 Wick 分 解 ，" 
Tei Cx ) axa) ba (xs) (ea) 
TONA +Y) POP YL HYDD). 


RH, balza) (a= 1，2 ，3 ,4 ) 是 一 些 Bose 场 算 符 ， 市 (x) 是 Fermi 场 算 符 . 
(3) RRA, ETA h ERARIS i 图景?- 若 不 能 ， 说 明 困 难 何在 ? 
(4) 以 下 二 图 对 M 和 ller 散 射 的 四 阶 效 应 有 贡献 。 试 写 出 与 这 两 个 图 对 应 的 5 矩阵 元 ， 
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图 3 一 15 图 9 一 14 
(5) 证 明 一 阶 电磁 过 程 所 对 应 的 S 矩 阵 元 为 零 。 


(6) 证 明 ， 存 在 这 样 一 个 参考 系 ， 在 此 参考 系 里 看 来 ， 图 9 一 6 f JE R ET 传递 动 
量 来 实现 的 ， 而 图 9 一 6 2 的 反应 是 通过 虚 光 子 传递 能 量 来 实现 的 。 
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第 十 章 “ 微 扰 论 的 应 用 


在 这 一 章 里 我 们 要 计算 一 些 物理 过 程 的 最 低 阶 微 护 近 似 ， 通 过 这 些 计算 来 说 明 怎样 
把 量子 场 论 的 理论 结果 与 实验 事实 进行 初步 比较 。 从 第 二 章 到 第 七 章 ， 曾 根据 量子 场 论 
的 第 一 ,二 ,三 点 基本 假设 揭示 了 量子 场 的 波 、 粒 二 重 性 ; 在 第 八 章 里 又 从 第 四 点 基本 假设 
出 发 , 借助 于 适当 的 对 称 性 讨论 了 量子 场 的 相互 作用 , 给 出 了 相互 作用 场 系统 的 Lagrange 
函数 密度 和 Hamilton 函数 密度 ， 第 九 章 则 通过 微 扰 计 算 求 得 相互 作用 场 方程 的 微 扰 近 
似 解 ， 并 将 S 矩阵 微 扰 展开 式 中 的 每 一 项 按照 Wick 定理 进行 分 解 。 在 此 基础 上 ， 通 过 
若干 实例 归纳 出 一 套 直 接 由 Feynman 图 写 出 S 条 阵 元 的 规则 ， 即 Feynman 规 则 。 但 在 实 
验 上 ， 无 法 测定 一 个 过 程 的 S 矩阵 元 〈 即 跃迁 几率 幅 ) ， 而 只 能 测定 它 的 几率 截面、 
寿命 ), ,应 当 指出 ， 第 八 , 九 两 章 的 讨论 比较 偏重 于 量子 场 的 波动 性 方面 ， 但 是 ， 在 量子 
场 相互 作用 过 程 里 ， 场 的 粒子 性 一 面 表现 比较 突出 。 这 时 ， 从 实验 上 能 够 观察 到 的 是 初 
态 粒子 的 消失 和 终 态 粒子 的 产生 ， 因 此 ， 为 了 将 理论 结果 与 实验 事实 进行 比较 ， 就 需要 
把 讨论 的 侧重 点 转向 量子 场 的 粒子 性 方面 。 读 者 在 学 习 这 一 章 时 应 注意 场 量 子 与 经 典 粒 
子 的 质 的 区 别 ， 同 时 也 应 注意 场 量子 与 量子 力学 里 的 微观 粒子 的 区 别 ， 而 不 要 发 生 不 应 


有 的 混淆。 


81 散射 截面 与 衰变 奉命 


为 了 给 出 截面 与 寿命 的 定义 ， 我 们 分 三 个 小 节 来 进行 讨论 。 
(一 ) 单位 时 间 的 跃迁 几率 

假定 某 一 反应 过 程 ， 其 初 态 |i) 有 ni 个 粒子 ， 终 态 |f) 有 ny 个 粒子 。 
Ait Art + An, —> Bit Bitt Bs, (10.1) 
这 个 过 程 的 S 矩阵 元 是 Sw= (71S1i )。 根 据 〈9.30) 式 ， 可 把 S 矩阵 一 般 地 写 为 ， 
S= 1+iíR ` (10.2) 
因此 ， 除 了 从 |i ) 到 |i ) 的 跃迁 〈 即 不 跃迁 ) 以 外 ， 一 个 过 程 的 S 矩阵 元 可 重 写 为 
Ra=(flR|i), (10.3) 


通 观 上 一 章 的 实例 ， 不 难看 到 ， 在 S 矩阵 元 的 表示 式 里 完成 对 内 线 动量 的 积分 并 整理 之 
后 ， 尽 wm 的 一 般 形 式 如 下 ， 
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1 a Ps. š M ; 
Rn = parr TNN, (2z0 4884 Èr- BS) n (10.4) 


其 中 ps、p, 分 别 是 个 别 初 态 粒 子 四 维 动量 和 个 别 终 态 粒子 四 维 动量 ， N. AN, 分 别 是 
Feynman 图 里 初 态 粒子 线 和 终 态 粒子 线 所 对 应 的 归 一 化 因 于 ， 对 Bose 子 ， 


N,= Von, Ny=V 2o, , (10.5)a 
对 Fermi 子 ， 
Ne =V Es, N= És, G0.5)5 
ms m, 


Mn 是 一 个 Lorentz 不 变 的 矩阵 元 ， 它 即 是 S 矩阵 元 里 的 动力 学 因子 ， 相 互 作 用 过 程 的 动 
力学 内 容 就 包含 在 这 个 因子 里 C2) 89) Fp) 是 相互 作用 过 程 的 能 量 、 动 


景 守住 因 子 。 自 初 态 上 经 由 过 程 〈10.1》 跃迁 到 终 态 | 轧 的 跃迁 几 素材 便 是 Ry 的 模 平 
H: 
=R t= (20) Pp- Zp Ca td O Fp- Dp) 


1 £ j 
X agri; pmm $ (10.6) 
i 


HRAAHKA O) Op - 加 pe) 只 有 一 个 是 能 量 、 动 量 守恒 因子 ， 多 出 的 另 一 


个 因子 ， 由 于 能 量 、 动 量 守 恒 的 要 求 ， 可 将 它 写 为 ， 
Oa) (有 六 Ep) = (21) O0) = (2r)58(0)(2r)3522(0) (10.7) 


其 中 ， 时 间 部 分 (2r)5( 0 ) 就 是 一 段 无 限 长 的 时 间 间 隔 ; 


mt ¿Gm 
P a -Pog = lim Sa dt= lim T. ` (10.8) 
-2/2 -1/2 r> 


(21)8(0) = lim Í 
i 
2-2, 


把 (10,8》 代入 (10.6) 得 


W= L a Dp) 27) (0 Dat Faz HN rp 


sa 
[Mn lim T (10.9) 


此 式 定义 的 到 显然 不 是 一 个 有 意义 的 几率 ， 因为 其 中 包含 两 个 无 限 :大 因子 im 了 和 


552(0)， 所 以 于 成 为 无 穷 大 。 事 实 上 ， C0.9) 式 的 奢 是 所 研究 的 物理 过 程 (10.1) 在 
无 限 长 的 时 间 间 隔 了 内 连续 进行 无 限 多 次 的 总 的 唉 迁 妃 率 。 如 上 一 章 所 述 ， 这 样 一 个 没 
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有 物理 意义 的 结果 ， 是 由 于 我 们 采用 平面 波 近似 所 导致 的 。 但 是 在 实验 上 ， 任 何 一 个 粒 
子 反应 过 程 总 是 在 一 段 极 短 时 间 内 完成 的 〈 见 第 九 章 $2》 ， 而 且 人 们 只 能 在 一 段 有 限时 
闻 内 来 观察 粒子 反应 过 程 ， 现 如 在 单位 时 间 内 来 观察 ， 这 样 就 可 将 《10。9) 式 中 的 最 后 
一 个 因子 消去 ， 由 此 得 到 单位 时 间 的 丑 迁 几率 WV per 为 了 把 (2r)a8c?( 0) 也 消去 ， 我 
们 按照 “9.23) 到 《9.24) 式 的 氢 述 ， 把 -asx 仍然 换 成 | …dsx， 相应 地 ， 把 (25)* 


xè Opr SpO)RUY dS, pe (22) VO(0ORUAV, F3ARRR483 W per 的 如 下 
表示 式 : 


Woper= (20) t (Fp - Ero yar A Hiv (10.10) 


(二 ) 对 终 态 粒子 动量 求 和 、 误 变 寿命 

《10.10》 式 是 单位 时 间 从 初 态 |i) 跃迁 到 终 态 11) 的 几率 。 初 态 粒子 的 能 量 、 动 量 
可 以 用 实验 装置 来 控制 ， 因 而 初 态 粒子 是 完全 确定 了 的 ， 但 终 态 粒子 将 以 不 同 的 几率 
环 per 处 于 具有 不 同 能 量 、 动 量 值 之 状态 。 因 此 ， 要 确定 We 之 值 ， 就 必须 从 实验 上 精 
确 测定 终 态 粒子 的 能 量 和 动量 ， 然 而 , 实验 上 无 法 探测 具有 精确 动量 的 粒子 , 而 只 能 探测 
动量 在 某 一 间隔 p' 一 p+dp’ 内 的 粒子 ,为 了 从 理论 上 反映 这 一 情况 , 我 们 首先 在 (10.10) 
右 端 对 终 态 粒子 的 一 切 可 能 的 动量 求 和 ， 


8O p- Fp) 


ASS 一 Mr (10.11) 


Whper= (2x) * nN: Ta N 


H 65304, 333 J ARN 因此 ，(10.11) 式 


PI Py Pip2…pay -ler 
成 为 
sa) pid’ pid" ph; 


sec, - Bpo 
“一 Mait. (10.12) 
此 式 定义 的 Vper 是 单位 时 间 内 从 给 定 的 初 态 | i ) 跃 迁 到 一 切 可 能 的 终 态 的 总 几率 。 由 于 
上 式 右 边 还 包含 有 一 个 没有 测量 意义 的 归 一 化 体积 因子 -二 =， 故 友 per 还 不 是 一 个 可 
以 用 实验 测定 的 物理 量 。 为 了 使 理论 结果 与 实验 事实 能 够 最 终 进 行 比较 ， 就 需要 定义 粒 
子 反 应 过 程 的 截面 和 寿命 。 在 这 一 小 节 里 ， 我 们 首先 来 定义 粒子 的 误 变 寿命 。 在 (10.1) 
式 里 令 m 二 1 ， 就 得 到 如 下 的 衰变 过 程 ， 
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A>B, +B, ++ B,, (10.13) 


在 这 种 情形 下 ，(10.12) 式 有 边 的 因 于 -二 -一 1， Wor 成 为 一 个 可 以 用 实验 测定 


的 物理 量 。 它 便 是 粒子 4 在 单位 时 间 内 通过 衰变 方式 (10.13) 发 生 衰变 的 几率 〔 或 者 
说 ， 是 场 系统 从 有 一 个 粒子 4 的 初 态 跃迁 到 所 有 可 能 的 终 态 |f) 的 几率 。 Hl, PIN 
“ 误 变 方式 ”是 指 同 一 种 粒子 可 以 训 变 成 不 同 数目 、 不 同 种 类 的 另 一 些 粒子 ， 我 们 称 它 
具有 不 同 的 “衰变 方式 ”。 例 如 -介子 具有 如 下 的 一 些 训 变 方式 : 


hh->e-+Vo+ GERAAM 98.6%) 


et+Yt vty (~1.4%) 
>e-+Y+7Y 
>e + e+ e" 


s ( 训 变 率 在 10-" 以 下 ， 几 乎 不 可 能 ) 
>e" +Y 


其 中 ， 第 一 种 衰变 方式 满足 两 种 轻 子 数 守 恒 的 要 求 ， 其 衰变 几率 最 大 ， 为 98.6%。 
衰变 几率 [Vper 的 倒数 便 是 粒子 4 的 平均 寿命 ， 记 为 + 


8e Sp, - pa) 


ps <, Ee Funi We , 
Wo (00) TN GO fatos dry l. 
u 


(10.14) 


式 中 ，p4 是 初 态 粒子 4 的 四 维 动量 。 
(三 ) 散射 过 程 的 截面 
入 射 粒 子 相对 流 强 F 


在 讨论 散射 截面 以 前 ， 首 先 要 型 清 入 射 粒子 相对 流 强 的 含义 ， 我 们 主要 讨论 两 个 初 
态 粒 子 碰撞 ， 生 成 两 个 终 态 粒子 的 过 程 ， 即 二 体 二 体 散 射 过 程 ， 


A+A —>B, +B, (10.15) 
在 实验 上 ， 通 常 采取 的 办 法 是 ，@D 让 4: 类 粒子 处 于 静止 (在 实验 室 参考 系 里 ) ， 而 用 经 
过 高 能 加 速 器 加 速 的 4, 类 粒子 束 去 磁 挤 4, 类 粒子 。 这 时 ，A, 类 粒子 称 为 入 射 粒子 ，A， 


类 粒子 称 为 对 粒子，@ 利 用 对 挤 机 将 两 类 初 态 粒 子 加 速 ， 使 两 束 粒子 反 向 运行 ， 发 生 对 
接 ( 注 13 在 这 两 种 情形 下 ， 入 射 粒子 相对 流 强 下 的 定义 均 是 ， 


F=Ph. (10.16) 


CE1 详 见 《物理 学 词典 X 粒子 物理 学 分 届 ，pp.52 一 54. 科 学 出 版 社 ，1982 年 。 
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这 里 ， 人 是 入 射 粒 子 束 中 的 粒子 密度 ，v 是 两 类 初 态 粒子 的 相对 速度 , 在 实验 室 参考 系 里 ， 
A4, 类 粒子 静止 ，v 就 是 4 类 粒子 的 入 射 速度 ， 因 此 ， 斑 是 单位 时 间 穿 过 与 入 射 方 向 垂直 
的 单位 模 截 面积 的 入 射 粒子 数 。 初 看 起 来 ， 这 一 定义 是 带 经 典 意味 。 因 此 有 必要 说 明 ， 
它 与 场 量 子 的 二 象 性 并 不 抵触 。 

首先 ， 假 定 初 态 粒子 都 是 旋 量 粒子 。 由 于 初 态 粒子 具有 确定 的 动量 ， 所 以 与 之 相关 
的 量子 场 是 单 色 平面 波 。 让 我 们 来 计算 初 态 粒 子 束 的 相对 束 流 密度 ， 它 是 守恒 流 密度 算 
符 jn(x) 的 本 征 值 ， 设 其 中 一 类 初 态 粒子 四 维 动量 为 。 另 一 类 粒子 四 维 动量 为 9。 这 
时 ， 场 系统 的 初 态 是 : 


0 loy=1D (10.17) 


守恒 流 密度 算 符 Ju(x) 与 ps: 粒 子 有 关 的 部 分 是 


PET = 
JG) = r. E, Chai paipa Yu ps1? 


与 qs: 粒 子 有 关 的 部 分 是 


Rozi E, — nt anta Yh Migs 
在 以 上 二 式 里 ， 只 写 出 Ja(x) 的 表示 式 中 具有 非 零 贡献 的 项 ， 又 由 于 已 自动 满足 正规 顺 
序 ， 故 正规 乘积 符号 : : 也 省 去 。 整 个 系统 的 算 符 Jh(x) 是 ]? 与 1 的 代数 和 。 我 们 分 别 
考虑 Jh(x) 的 时 间 分 量 和 空间 分 量 。 在 两 束 粒子 发 生 碰 摘 的 区 域 ， 粒 子 密度 是 二 者 之 
和 ， 因 此 有 


Ti Osi eh c, 十 -下 


ps“ pn Ups, Y sips E. Ca atq Y ttig) (10.18) 


‘qs2° qs2 qsa Y 4 Uqa; 


两 束 粒子 的 相对 流 密度 矢量 ， 是 商 束 粒子 各 自 的 流 密度 矢量 之 差 ， 因 此 又 有 


Ioi E, chsi Ce! ps) Y ups — E, — “q Cantan Yq) (10.19) 


容易 证 明 ,在 态 (10.17) 之 下 ，J,(x) 的 期 望 值 是 


A 
GD =i (10.20) 
因此 ， 在 初 态 门下， 总 的 粒子 密度 是 二 ， 同 样 可 得 ，J(x) 的 期 望 值 为 


GOOD -oti 


K (10.21) 


因此 ， 流 密度 矢量 之 值 是 
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IGH C) = 


S SRE. | 10.22 
Fç A |. £ ) 


+ 
V 
按照 《10.20) ， 上 式 中 的 卢 便 可 解释 为 入 射 粒 子 束 中 的 粒 于 密度 . 为 了 漠 清 (10.22》 


有 边 第 二 个 因子 的 意义 ， 我 们 使 用 熟知 的 关系 式 ， 
p=p*- pi=-m:=- p¿(1- ui) 
这 里 us 是 ps ,粒子 的 速度 。 由 上 式 可 得 


=Ppl alel 

E TEE A (10.23) 
同样 可 得 ， 

v= lal = a Ç (10.24) 


FEE- 是 两 类 初 态 粒子 的 相对 速度 大 小 。 因 而 (10.22 式 便 是 (10.16) 式 ， 
> E 


由 此 可 见 ，《〈10.16) RELH FPERRA EDAS FHAR. 
对 于 光子 ， 由 于 没有 粒子 数 守 人 恒定 律 ， 故 不 存在 守 便 流 密度 算 符 Jn。 但 是 因为 我 们 
已 对 电磁 场 引入 归 一 化 体积 广 ， 所 以 当初 态 粒子 是 两 个 光子 〈 或 一 个 入 射 光 子 和 一 个 破 


. 粒子 ) 时 ,入射 粒 子 束 中 的 粒子 密度 便 是 5 一直， 另 方面 ， 对 于 光子 ， 凶 一色 一 尼 = 0， 
故 有 


。= 上 = 1，( 这 里 ，* 是 电磁 流传 播 束 素 ， 亦 即 量子 电磁 场 之 传播 速率 ) 


这 样 ， 对 于 光子 ， 《10.16) 式 仍然 可 以 从 场 论 的 概念 去 理解 。 
现在 ， 可 以 把 (10.22) REHIA F: 


(10.25)a 


在 动量 中 心 系 里 9= - p， 因 而 
和 
men E 
在 实验 室 参 考 系 里 ，q= 0， 又 有 


) (10.25)b 


=1lPl j ` a: 
f= 志明 Í (10.25)c 
倘若 初 态 粒子 是 两 个 光子 ， 则 类 似 地 有 ， 

panak = 二 | 在 任意 参考 系 (10.26)a 


y! or, 
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r=-Kl 4l), 在 动量 中 心 系 (10.26)8 
z V Ok, 


k | 在 实验 室 参 考 系 (10.26)c 


r= r Ok, 


对 于 初 态 粒子 是 一 个 光子 和 一 个 旋 量 粒子 的 情形 ， 同 样 有 : 


+E T|. 在 全 间 多 考 系 (10.27)a 
F= =Z Co + E, )， ”在 动量 中 心 系 (10.27)b 
F=1ikl, 在 实验 室 参考 系 (10.27)¢ 

V Ok 
(ex=|k|=k), 


trga 
散射 截面 " 是 单位 时 间 内 ， 单 位 流 强 下 ， 经 由 散射 反应 自 初 态 |i) EESE Fk 


取 各 种 可 能 值 的 终 态 的 总 几率 。 由 (10.12) 式 得 


W. Fi i 
一 -一 Per 一 4 = s= = 
A F (27) FV™-i IN; Cn) 


se = >> 
x fa” pi Aerst dp, UN — Mat. (10.28) 


二 
Qa) FYN; Ni |a 84291 
—O(pi t pr- Pi pa) Myl 
x NING, nl, (10.29) 


MAER HARRER AAF T, 故 在 5 的 表示 式 里 不 再 含有 归 一 化 体积 矿 ， 


这 样 ，o 就 是 一 个 可 由 实验 测定 的 物理 量 。 现 在 来 证 明 , RE o 是 一 个 Lorentz 不 变量 。 
首先 Mr 是 一 个 Lorentz 不 变 的 矩阵 元 ， 这 一 点 从 第 九 章 的 实例 里 就 可 以 明显 地 看 出 来 。 
其 次 ， 为 了 说 明 对 终 态 粒子 三 维 动量 的 积分 也 具有 不 变性 ， 我 们 假定 初 态 和 终 态 分 别 具 
有 两 个 旋 量 粒子 


ID= ch, eis10)， pss、qss 粒 子 的 质量 分 别 为 mi、ms 


ID Sope chal, P si, si fB R3R3y B|29ma, m. 


这 时 (10.29) 式 成 为 
2 1 mmmsme Jes, dsg’ 
A EE A FPA 
(21) EE, 


5- E, 
xPP +q =ps q)IM/ , (10.30) 


其 中 ， 


jee Mi =2fa*q'| daam, SB h- Ey) 


=2]arq' faga M3 (S(q;- Ew) + (q + Ee’)}0(g;) 
=a |a Mud gs: - E3⁄)9(q;) 


=2|d‘g’ M,d (g ++ miO), (0.31) 


M.=5%O(p' +q - p- 9)IMyd* 是 一 个 Lorentz 不 变 的 被 积 函数 ， 在 上 式 的 推导 里 曾 使 用 


了 (5.142) s, +N.= | FM (Lorentza ， 并 重复 上 式 的 推 证 可 得 


d'p’ fdsg M. fi APAY 
Su. zfasp N.5(p'1+ m1)0(p;), (10.32) 


以 上 的 证 明 虽 然 是 对 初 态 粒子 和 终 态 粒子 都 是 旋 量 粒子 的 情况 进行 的 ， 但 不 难 推广 到 任 
意 的 情况 。 因 此 ， 在 〈10.29) 式 里 ， 尚 待考 察 的 因子 是 (FF Ni Ni). RM A 


初 、 终 态 粒 子 均 为 旋 量 粒子 的 情形 为 例 。 这 时 ， 由 〈10.30) 式 ， 公 需 证 明 |--- -4| 


x EpEo 是 一 个 Lorentz 不 变量 . | 县 -g | 电 在任 音 参考 Wegt 


系 里 ， 初 态 粒子 的 相对 速度 大 小 。 假 定 在 任意 的 运动 参考 | /Ps 
系 里 ， 两 个 初 态 粒 子 的 动量 p.9 有 一 夹 角 9 ( 见 图 10 一 1)。 ! 
两 粒子 相对 速度 EA 
< OE = 
v= AA (10.33) 
P /E, 
位 于 pq 二 矢量 所 在 的 平面 内 ， 倘 若 给 速度 * 加 上 一 个 与 此 图 10 一 1 
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平面 垂直 的 虚 部 iv,， 并 不 会 改变 初 态 粒子 相对 流 强 的 大 小 。 因 此 ， 可 以 把 (10.33) 式 
扩充 为 下 式 ， 


q (10.34) 


二 
v 5 reka wala 


Ë 002 x, WERSIRE, Rir F—V[h CE), ma 


» 
ERMETU S: 


Pp 9 rid x 9 E Pp x 9 
pV E, z ti( ET Et Ei € FAA )] 


(10.35) 


所 此 ， 可 将 《10.30) 有 边 的 因子 EsE。 |-E-- -及 -| 用 如 下 的 因子 来 代替 ， 


Re 二 -二 | =. x= 


= VPE} +E- zp qE;,E, -dplqlsin6): 


= Vp) 2p qB Bet EZER- Qolla? -lel E- l ES+ E3E13 


-Voa - pa. (10.36)a 
所 以 在 现在 的 情况 下 ， (10.29 式 的 因子 (FVN3 Ni:)-: 是 ， 


EVN GN} = -一 -aa i, (10.36)6 
V (p+) - p'q* 
对 于 初 粒 态 子 是 两 个 光子 ， 以 及 一 个 光子 和 一 个 质量 为 m 的 旋 量 粒子 的 情形 ， 用 类 
似 的 方法 分 别 得 到 ; 


(FVN# N3) = son on, | i tjj 
or, 


i ç 
=—— 10.37 
4V(h sh.) = kiki a $ ; 
# 
FVN} N4) = Z ky m 
CGVND NOU = ToB, | 二 =] m = Kasa 
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Eit, RME G0.29) 式 的 情况 下 证 明了 散射 截面 是 一 个 Lorentz 不 变量 。 应 当 指 出 ， 
这 一 结果 是 普遍 正确 的 。 基 本 粒子 反应 过 程 的 截面 与 参考 系 无 关 ， 这 不 但 与 实验 事实 符 
合 ， 而 且 与 我 们 的 物理 直觉 一 致 。 因 若 不 然 ， 就 会 存在 这 样 的 参考 系 ， 在 那里 观察 ， 某 
些 本 来 存在 的 反应 过 程 是 不 会 发 生 的 。 


82 ”对 粒子 的 极 化 求 和 与 求 平均 


在 这 一 节 以 前 ， 我 们 曾 假定 初 态 粒子 利 终 态 粒子 都 有 确定 的 极 化 。 但 在 实验 上 ， 入 
射 粒子 束 一 般 是 非 极 化 束 〈 关 于 极 化 的 概念 ， 见 附录 二 ) ， 而 且 一 般 并 不 去 区 分 终 态 粒 
子 的 极 化 。 在 这 种 情形 下 ， 为 了 把 理论 结果 与 实验 事实 比较 ， 就 需要 在 截面 和 寿命 的 表 
示 式 里 对 初 态 粒子 的 极 化 求 平均 ， 并 对 终 态 粒子 极 化 求 和 。 经 过 此 种 过 算得 到 的 c 和 
称 为 无 极 化 截面 和 无 极 化 寿命 ， 记 为 ce 和 ee。 

旋 量 粒子 

首先 来 看 怎样 对 旋 量 粒子 的 自 旋 求 和 与 求 平均 。 所 亩 求 和 就 是 把 粒子 的 自 旋 态 按 其 
自 旋 指标 可 能 取 的 一 切 值 加 起 来 ， 所 谓 求 平均 就 是 把 求 和 的 结果 用 自 旋 态 的 可 能 数目 去 
BR. fE o fl x 的 表示 式 里 与 旋 量 粒子 自 旋 态 有 关 的 因子 包含 在 IMys|: 内 。 这 些 因子 通常 
具有 以 下 形式 ， 


[uw tups|* » lu, s tup, sgl? 
[9 tupaas|2, [vpstvp’s’ | 


其 中 ，t 是 4 x 4 矩阵 ， 它 是 Y 矩 阵 的 某 一 组 合 。 现 在 把 lup's'tups|? 拿 来 对 终 态 粒 子 自 
旋 指 标 *“ 求 和 并 对 初 态 粒子 自 旋 指 标 s 求 平均 ; 


J Sa. U... 
FÈ D fupe tup? 
2 1 1 


L£ 2 S 
= Dipsyat*r, C urupas )tups 
25 s =1 


aama | 


(1,20D a Ç 


YP + im 
ik am 


s| 


Ups 


1 
4s M» 
Te 


sje s|= 
M» 


` 
a T 
zh 
R 
F: 
z: 
a 
$ 
i: 
yR 
+ 
F 
z 
z 
= 


= dp 
ta 


[j 


"I 
s |= 


T t+ Y° p'+im t(Y pt im I 
r fas etim etin), 《10.39) 


281 


利用 公式 (1.197) a, bM (1.201) ob 同样 可 得 : 
2, 2, lupi s tups; | 
=Trfy e (Bitim (Pr im), (10.40) 
LLS P ntun 


a 
r [yas (Pain Yatim] (10,41) 
2im 2im 


šle 
器 
s 
5>‘ 
=< 
< 
= 
gS 


Fa a! drit p’ im. a: 
Te). G.) 


光子 
凡 有 始 态 或 终 态 光子 的 电磁 过 程 ， 总 可 以 把 其 中 一 个 光子 的 极 化 矢量 从 S 矩阵 元 里 
提出 来 ， 并 将 S 矩阵 元 写 为 ，[ 注 17 


Ri Mi = Lpek e (10.43) 


这 里 ，h 是 某 一 光子 的 极 化 矢量 之 分 量 ，Ln 是 5 矩阵 元 里 的 其 余部 分 ， 与 此 相应 ， 在 
9 的 表示 式 里 要 进行 如 下 的 求 和 


2 2 
Les = 2 Lt efa Lu el 
2 
"ha X ek. ek. (10.44) 
=1 


利用 电磁 相互 作用 的 规范 不 变性 极 易 完成 上 式 右边 的 求 和 。 如 第 七 章 所 述 ， (7.57) sÇ 
与 (7.54) 式 、〈7.55) 式 等 效 ， 因 而 量子 电磁 场 理 论 和 电磁 相互 作用 理论 的 规范 对 称 
性 ， 既 可 以 相对 于 〈7.54) 、 (7.55) 而 言 ， 也 可 以 相对 于 (7.5 而 言 ， 两 种 做 法 是 
等 效 的 。 现 在 ， 把 (7.5 式 转 到 动量 空间 。 因 为 


Daal) = 0, 
kus ss sapu 付 里 叶 展 式 : 


Bha(x) = FË 一 二 -一 et aae a), (10.45) a 


CE1) 对 光子 极 化 求 和 还 有 别 的 方法 ， 我 们 这 里 采用 DAVID LURIE 的 方法 ， 这 一 方法 较 之 别 的 方法 更 为 明确 
简单 。 见 DAVID LURIE «Particles and Fields》 一 书 ，pp.253 一 256。 
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此 式 与 4h(x) 的 展 式 7.6)o 相 比 ， 只 是 把 后 者 的 ci RRETHE, Hie 
不 难看 出 ， 《7.57) 式 在 动量 空间 具有 以 下 形式 


ek > ek +n, ` (10.45) b 


因此 散射 截面 o (—| Luek, 上) 的 规范 不 变性 ， 导 至 

Lakh= 0, (10.46)a 
和 

了 ER 0。 (10.46)b 


另 方面 ， 利 用 (1.284)b 式 可 将 (10.44) RIH 


2 4 
之 | Lren = LL Ç eh ek - eksexs — ekseks) 


RPR” 名 np 十 人 pp 
(ken)? ken 


按照 (10.46) 式 ， 上 式 右 边 第 二 三 两 项 乘积 均 为 零 ， 所 以 


= Lý L (Bo 


) 


2 
之 Iset = LtL,. (10.47) 


我 们 看 到 ， 此 式 右 边 的 结果 是 将 左边 的 | ea WAEREA, 并 取消 求 和 号 忆 而 
得 到 的 ， 当 对 光子 的 极 化 求 平均 时 ， 上 式 两 边 还 要 插入 数值 因子 二 ， 这 可 以 作为 一 个 规 
则 。 利 用 这 一 规则 可 以 十 分 简易 地 完成 |Mye|* 中 对 光子 极 化 的 所 有 求 和 与 求 平均 。 


以 上 对 粒子 极 化 求 和 与 平均 的 工作 给 出 了 主要 的 方法 ， 尚 待 完成 的 是 计算 (10.39) 
一 (10.42) 式 中 的 阵 迹 。 我 们 将 结合 具体 实例 来 盖 明 计算 阵 迹 的 方法 。 i 


83 Compton 散 射 


在 实验 室 参 考 系 里 ， 初 态 电子 〈 靶 粒 子 ) 处 于 静止 状态 ， 而 初 态 光 子 是 入 射 粒子 。 
因此 ， 我 们 将 在 实验 室 参 考 系 里 来 讨论 这 一 过 程 。Compton 散 射 的 最 低 价 微 扰 效 应 便 是 
二 阶 效应 ， 所 以 这 里 直接 运用 第 九 章 $5 第 (二) 小 节 的 结果 ， 相 应 的 散射 振幅 由 (9.77》 
和 (9.78) 给 出 。 完 成 对 9 的 积分 后 ， 我 们 有 


Sr=- (ma )%(2x)48c p +k p- 
“=: TI )* (2x) (p 十 R - p-k) 


1 


4 v 
T a ia) es eh 


x { enr ups nl 
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+e up's’ Yu — r) — y metn} y (10.48) 

将 上 式 右 边 花 括号 内 第 一 项 的 求 和 指标 上 、v 对 换 得 到 

: 
Sn- I IEE dp +R- p-k)Mris (10.49) 
其 中 ， 
My = ups’ elata et upss (10.50)a 
Ee TY" (p+hk)+im Y° (p - k” ) + im. 
ta = iez(Yv Cp te mt Y). (10.50)b 
在 实验 室 参 考 系 里 ， 初 态 电 子 相对 静止 ; 

p= 0, E,=m, 〈《m 是 电子 质量 ) (10.51) 


因此 ， 由 (10.29) RA (10.38) 式 得 到 


„i m [d d'p pr 

-a l Er = PUSO +k -= p- kM — G0.52) 
我 们 不 去 区 分 初 态 粒子 和 终 态 粒子 的 极 化 ， 按 照 上 一 节 的 讨论 ， 这 时 应 当 计算 无 极 化 截 
Hiosa 


1 m fdk dtp' scotti = 
Gn) 4 J KJ Ey è tR -p pi shame 


|= 1 _m (d'k d'p pw 
= r ader Bo T 


xit fyti ç (p'en. VEEM), TEN ptim}, (10.53) 


为 了 计算 此 式 右边 的 阵 迹 ， 首 先 对 ty 进行 可 能 的 简化 。 为 此 ， 我 们 回 到 (10.50)a 式 。 
HARAR, tuH Fup ANA: 


CY. (p+ R) + im3)Yuups = (Y* P + im)Yutps + Y*RYutps 


= Yu (2Yu Pu — Y* P + im)ups + Y*RYutps 


= (2pu+Y*RYu)ups, (10.54)a 
这 里 曾 使 用 了 《1.143)a 式 ， 并 应 注意 ， 在 同一 项 里 出 现 三 个 相同 的 Lorentz 指 标 并 不 家 
示 求 和 。 用 类 似 的 方法 可 得 , 
CY (p-k) +im]Yuups = (2pa - Y*R” Yu)ups , (10.54)b 


此 外 ， 利 用 质 这 关系 p* = -mMk =k t= 0 可 将 〈10.50)8 式 的 分 母 作 如 下 简化 : 
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(p-h')t+m'= -2p+k” (10.55)a 


(p+k)? +m? =2p°k (10.55)b 
按 (10.54) RA (10.55) 式 便 可 把 tw 简化 为 : 
= iex(Y Put Y*RYu y 2 Yek Yy, 2 
ta = iex(yYv a AEN ) (10.56) 


其 次 ， 可 将 00.59 式 右边 的 Y, 消 去 。 在 推导 《10.47) 式 时 已 经 看 到 ， BL aoltat 


散射 过 程 的 无 极 化 截面 c.。 没 有 贡献 ， 因 此 ， 对 ac.* 有 实际 影响 的 极 化 矢量 是 代表 横 光 子 
的 矢量 ek! 和 ek: 以 及 ek'!1 和 ek/:， 这 些 极 化 矢量 在 特定 的 参考 系 里 只 有 空间 分 量 而 无 
时 间 分 量 [ 见 (1.263)$])。 与 此 相应 ， 在 (10.53) 式 里 对 v、h 两 对 指标 的 求 和 事实 上 
只 需 从 1 加 到 3，v、h=4 的 那些 求 和 项 只 具有 形式 的 意义 。 另 方面 ，Mys [从 而 


十 高 局 IMyd 习 是 一 个 Lorentz 不 变量 。 所 以 我 们 可 以 在 特定 参考 系 里 来 计算 《10.53) 
RESA 


式 右 边 的 阵 迹 ， 然 后 再 把 计算 结果 转 到 实验 室 参 考 系 。 由 《〈10.56) 式 易 得 


` 一 ek’ 
ana Yt NE) y), j,1=1,2,3 


YthY = ie TT 


既然 在 特定 参考 系 里 ，v、K = 4 的 项 对 所 要 计算 的 阵 连 不 做 责 献 :可 可 以 把 上 式 
扩充 为 : 


pt ek y+ Yu). (10.57) 


mativa eC pk 四 


现在 ， 把 〈10.56》 和 (10.57) 代入 (10.53) 式 右边 的 求 迹 符号 下 ， 便 得 到 


à 4 Y*p' + im Y p+ im 
L Te {yatia Ces tiny Cp) 


1 
16m? (p-k)? 


=t. Tr {put Yay") Y Cy p’ +imY2put Yehu) Cy p+im)} 


A 


et L 


an e ` .p'+i - Y h . i! 
TI Trí pitay k) YY p'+im)Ya(2p,—-Y*R'Y)(Y p+tim)} 


B 


ES yoy°h’ .p'+i e e pti 
1 Iommi PARY Trío, Yk) YY p'+Him)Yy(2putyekYu)ly ptim)} 


c 
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| y. s: ji -ys apti 
qes TETTE pya T e vret b’ +im)Yul2pv- Yth’ Yy) (y* p+ im) } 


D  G0.58) 


因为 上 Vv 都 是 求 和 指标 ， 故 若 在 4 中 将 k R-k EBAD, BHH k 3RJR-R', h' 
换 成 -A 便 得 到 C 。 这样 ， 就 只 需要 计算 4 和 刀 。 在 4 中 共 包含 十 六 项 阵 迹 ， 按 照 附 录 一 
里 的 公式 《1) ， 其 中 有 八 项 是 奇数 个 Y 矩阵 乘积 的 迹 ， 因 而 这 八 项 均 为 零 。 另 外 还 有 
八 项 是 偶数 个 Y 矩阵 乘积 的 迹 ， 计 算 如 下 ， 


a 


1 
A, = — a Te huy Y° P’ Y2 Puy" p) 
+k)? ——.o.ÑyAI 
+ 1605 (ps8) 2Yy*p’C 见 (1.74)c] 
¿90 8piTry: py. p= PLP, 
dT MP G 
4p'*p[ 见 附录 一 公式 ( 2)) 
m 
se L Š Yk 
A: om Cp ys t Q Pay. Y° P'YvY*RYuY* p) 
-2r. p. 
e 1 
= Lt C- 4Trly. pysky. py. 
A TIT Da r(Y+p'Y-*hY- py p)) 
4p'*k PPOR (1.74)b) 
E E L 
4 (p+h)* 
g 1 m? 


.= Tr(2 paysimy,2 pim) = et- 
ih Z L kaa kak asas 


4 16m?(p-k)? (p+): 
64m*[ 见 (1.71)56， 并 注意 对 v 求 和 ] 
=% 
uT Tp pi LI 2 PaYsimyvy+ hyYnim) 
et 1 $1 
=—————- 2m'Tr(y yv = 
人 TEL am NOY o = - $ pk’ 
16p*k CHERY Y = 4) 
e 
=== *hY Y° p Yy . 
a TRS pja EOY YY" p' YvZ puY* p) 
-2Y°p’ 
= ATr(ye hy pye py p)] = 2R 
4 10n (ph) < Mv A (ph 


4p’*k p: 
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et 


A= Tr hy p YYYY" p) 
4 16m*(p-k) 
4y'kyep' Yek 
e“ 4 
= 一 一 一 一 -一 个 r(Y*RY。 访 "Yo 
a Tomp kj EYP Yh: p) 
4p''kp'k+4p'kp’ +k [ 见 附录 一 公式 (7) ] 
et piek 
2 m'p+h k 
He; et k p? P 
Ar T 了 TE OY Yvimyv2 pim) 
=t 
EEC tp l 
z- e 1 ks, 
2 pk’ 
e 1 P " 
A= T Tomi (p kpi L Ca Y*kysimy y hynim) = 0。 
YekY.=Rz= 0 
把 以 上 结果 相 加 就 得 到 4 
4=4i+4s+， . 
Bep qst piek y et p'ekyo m 
CPR) 2 (pk)! 2mt pek © Tpk 
1 
二 
ET (10.59) 


HERAA k BR- RARD: 
et pep es pok et pk oom 
D= Ry 2 k) tam pehr + RY 


al 10.60. 
te PK (10.60) 


MR, TEBRFAHAREEZM, OCRA UE 3RA Y 矩阵 乘积 的 积 ， 其 值 为 
零 ， 另 有 八 项 是 偶数 个 Y 矩阵 乘积 的 迹 ， 计 算 如 下 ; 


es 1 I 
Pa A esa: sss, , .p') 站 
B, PT r (2puY Y * p’ Y2 pY * p) 


Wy h 
TPY PY py p = -EEE 


e 
4 4 PRR)’ 


RE 
16m*(p°hk) (p-k) 


p*Try*py*p’ 
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gg 


` 

" 

|s 
aja 


Tr(2puYvY* P’ Yuy tk’ Y ye p) 
2Y,Y*p'Y*pY*k'Y Y° p 


1 
l6mt(p+k)(p+R') 


= l- ATrCyek ypy p yt p)] 
y A 


4 16m?°(p-k)(p-k" 
4p"hk’ pp-4p’ "hk pr+4p°k’ p'ep 
_ e p'ep et pik 


2m? pek 4 (p+h)(p+k7)' 


m: 


< bt S SEEEN Pe 
B,- 一 Tr(2puyvimyu2 pvim) = = 二 DKY’ 


4 16m? CPR) kR ) 一 
4m*TrI, = 16m4 


Sua BT SQ i Mti 
+” mky CANN K Yin) 


—2miyvY* pYy*k'Yy= - 8m? pek” 


a ES 
2 pk” 
六 shyvy* Pp’ Yu2py 
= 0 RD RD UEYN D Yu2 pwYp) 


2YnY°hy* pyY*p’ YnY* p= -AY p’ Ye PY°kYp 


et A P S ph 
2mt p-k! 4 (Pkk) 


n 
T a 2 chv yep ay eh yy 
TY 
Ra Pš RÀ YuYaYsYe Yuya Y Y* P 

— 


一 2YpYvYa[ 见 附录 一 ，(95 式 ) 


sgi. < 
= 二 2 D GÜ-CcO;CéT$FTORa Piki Y8YyvYa YYY" p) 
S 


4 l6m*'(p+k)(p+k') 
48aa[ 附 录 一 ， 《95) RI 
8k/ 月 et (p'|p) (h +h) 
吉本 和 
1 CLUP = imt NR 
4p’'°p 


4 


i 了 ë 
rea lem CBR) CY YvimYn2 pvim) 


— 2mtYyuY*RY*pYu = - 8m? pek 


Ba= 2% 1 U U C Tr(yuY*hyaimyuy*h' yvim) 
) hiai a 


4 16m? (p-k) (p-k 


— m?ka4ðua = - 4M? ky 


et kek 


4 (Pk) (pek) 
把 以 上 八 项 相 加 即 得 到 BB: 


B=BitBitmtBs= 2E 2P + 


p'ep 


4 (p+h)(p+k') 2m? 


b*k 


et 及 et pik z k'ek 


aë 


1 


2m? pik 4 (pk)(pk’) 4 PRR) 2 pek 


Ha m p et (p''p) (h sh) et __ p'ek 
4 (psh)Xpsh') 2mt (Pek)Cp'k') 4 (ph) (phk’) 
-1 
2 pk (10.61) 
把 上 式 中 的 换 成 -h'，k' 换 成 -h 就 得 到 C， 
et p'ep, et p'ep _ et tek 


C= pp 


4 (ph)(ph) 2m? p-k’ 2m? p-k 


e kk e 1 e mt 


4 (p°k)(p°hk’) 


= 一 十 
4 (pk)(pk’) 2 pek? 4 (p+sh)(p+h') 


+e (pep) Kek) | et piek’ es 


£ 


mE (ppR) A (pADPR 2 pek 


(10.62) 


把 (10.59) 、 (10.60) 、 (10.61) , (10.62) RRA (10.589) ,并 利用 关系 式 ， 


p' +k’ = prk, 
Pb'ek= pek’, 
p'ep= prk- pik’ - m, 
k-k! = ptk- p'k', 
MRABRD k, pek, p'ep, kik’, RAP): 


1 Ytp’ +im Ytp+im 
T: t$ t, 
3 {yatia rl am ) tw( i )} 


C 
( 
( 
( 


10.63)a 
10.63)b 
10.63)c 
10.63)d 


e [o m yr Cm 


ET 


=: uma pek pk 
pk pk’ p'k prk’ )+( p + )) 


(10.64) 
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(10.63) 式 可 直接 从 能 量 、 动 量 守 便 定 律 


b'+k' = 证 十 局 (10.65) 
MARR: 
pipia = me G0.66)a 
brt=kt= 0。 (10.66)b 
导出 来 。 


在 实验 室 参考 系 里 ， 我 们 有 : 
prk=imilk|= - m|k|, 
pk = - mik’), 

因此 ， (10,64) 式 成 为 


A +p YP + im Y*p+im 
Tr 


a a m o oMa: m_m lkl Ik’} 
ak WEP HR EP E J. Goa. 


把 (10.67) RA (10.53) 得 
a? 1 fdk dsp’ 


-a sh dip geoip hi po 
aa i ET S (th= p=) 


m m m m k k'i 
- )?+2( -— + + ` 
Try ~ Te OEP T D — Gop 


xf 


式 中 ， 
à 
An 
是 精细 结构 常数 ， 它 便 是 第 作 章 $2 所 提 到 的 电磁 相互 作用 耦合 强度 
为 了 在 (10.68) 式 中 完成 对 终 态 粒子 动量 的 积分 ， x 
RME 写 为 
d° =|k’lralk’lsin0dodw =|k'|2d|k?|dQ, (10.69) 


这 相当 于 在 粒子 的 三 维 动量 空间 选取 球 极 坐标 ， 而 极 
轴 便 与 初 态 光子 的 动量 k 一 致 。 在 (10.69) 式 里 对 |k“| 
的 积分 又 可 转变 为 对 终 态 粒子 总 能 量 E, =|k“1+ Ep 
的 积分 ; 


a= 


= 1/137 


, 
dlk’| = .Lan (10.70) 图 10 一 2 动量 空间 球 鱼 标 ， 
CEELEN 7 
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把 10.68》 式 里 的 8 函数 写成 空间 、 时 间 两 部 分 的 乘积 ; 
DOC th p= k) =D9(p +k” - p- )8 (Ey +|k'| ~ m- Ik), 
风 对 已 /的 积分 ， 就 是 要 按 能 量 守 便 定律 
E;;+|k*| =m+IkI i © (10.719a 


消去 8 函数 的 时 间 部 分 %(Ezr 十 kk 小 - m1kl)。 在 《10.68》 式 里 对 p 的 积分 只 需 按 动 
其 守 便 定律 


pr =k-k G0.7)5 
消去 3 函数 的 空间 部 分 3 (P' +K -- 内。 因此 ， 在 《10.68). 式 里 的 积分 |aEydsp/ 
便 代 之 以 能 量 动量 守 便 定律 (10.71) ， 
= Q lkl dik'l 
i E aa- dE; 


m È: IK Jk’), 
x [Cr ep tr ep * Geer e) 


(10.72) 


为 了 求 出 上 式 的 导数 -lk l ， 首 先 要 从 守恒 定律 10.71) 出 发 导出 以 下 诸 关 8, 
将 T EETA 


Ej, =|k|* +k]? - 2lkllk’leosO +m, (10.73)a 
再 将 《10.71)a 式 平方 又 得 
El, =m* + |k|* +|k#|? + 2m|k! - 2m|k”| - 2}kl}k’|;, G0.73)b 
以 上 二 式 结合 就 得 到 如 下 的 Compton 条 件 ; 
z mi. 
Webs m+|k| (1 — cos0) ° (10.74)a 
或 
m É. P ` 
wopr 1. (10.74)6 


现在 ， 利 用 (10.73)a 和 Eys=|k 沾 +EEs/ 可 得 
d|k”| _ Ey 


dE, T Epik- luces" Sa 
再 利用 〈10.71)a 和 〈10.74)o， 就 可 把 (10.75) 式 化 为 下 式 ， 
Akt E lk (10.76) 


dE; m Jk’ 
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把 (10.74)5 和 (10.76) RA (10.72) , eo 
LL 


— sin10), (10.77) 


sa = = feee 


2m? |k|* N 


ou 是 在 单位 时 间 内 ， 单 位 入 射流 强 下 ， 入 射 光 子 被 散射 〈 无 论 散 射 到 任何 方向 ) 的 总 几 

率 ， 亦 即 是 当 不 考虑 初 态 和 终 态 粒子 极 化 时 , Compton 散 射 过 程 的 总 截面 .把 (10.77) R 

两 边 对 Q 求 导 ， 就 得 到 散射 过 程 的 微分 截面 
—do, oar k'y odkl, 

dQ 2m? |k? Ik] w 


它 是 单位 时 间 内 ， 单 位 入 射流 强 下 ， 入 射 光 子 被 散射 到 (0. p) 方向 的 单位 立体 角 内 的 
几率 。 C10.78) 称 为 Klein-Nishina 公 式 。 

下 面 我 们 来 看 Cempton 散 射 过 程 的 非 相对 论 极限 。 由 条 件 《10.74)a 看 到 , 当 入 射 光 
子 能 量 lk|<< 电 子 静 质 量 m 时 ， 


| sin20), (10.78) 


ik’i=æjkl, 
因而 《10.78》 式 成 为 ， 
Se — = (1 +eost0), G0.79)a 


相应 地 ，〈10.77) 式 成 为 ， 


sa teos0ysin0d0dy = 88 ga: (10.79)6 
(10.79) 式 是 J.J。Thomson 在 1933 年 从 经 典 理论 得 到 的 ， 称 为 Thomson 公式 ， 与 此 相 
应 ，Compton 散 射 的 非 相对 论 极限 就 称 为 Thomson 散射 。 前 者 属 量子 散射 效应 ， 而 后 者 
是 经 典 效应 ， 仅 当 

Ikl~m 
时 ， 才 需要 考虑 量子 效应 。 

由 于 
z: 


-3 (10.80) 


mi 


(ro=2.8 x107 EKER B FHE) ， 故 射 截面 具有 面积 的 量 纲 。 


84 正 、 负 电子 偶 的 双 光 子 淹没 


如 果 我 们 只 考虑 纯粹 的 QED 效应 ， 那 么 ，e*e- 碰撞 可 能 产生 以 下 儿 种 反应 (主要 
的 ) ， 
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ete—>e*te-, 


e+e- 一 >2Y， 
e+e- 一 一 > 上 + 一 。 
第 一 、 三 两 种 反应 的 S 矩阵 元 已 在 上 一 章 给 出 。 在 下 一 节 里 将 要 计算 第 三 种 反应 的 截面 ， 
在 这 一 节 里 ， 我 们 来 计算 第 二 种 反应 过 程 的 截面 ， 并 算出 正 电 子 通 过 物质 时 的 潭 没 率 。 
由 于 终 态 是 两 个 全 同 粒子 (光子 )， 故 这 一 过 程 在 二 阶 近似 下 的 Feynman 图 有 两 个 : 
直接 散射 图 10 一 30 与 交换 散射 图 10 一 35。 使 用 第 九 章 所 述 的 Feynman 规则 ， 就 可 按 图 
10 一 3 写 出 过 程 的 S 矩阵 元 : 


tegan 


Y 


Y 


《9 (po) “ 
(a) 
图 10 一 5 e'e--~2Y 过 程 的 二 阶 图 形 
R= -(2m041 C p+g- h - bP)Myo (10.81) 
V: ` 4E,E k'ik] tr 
其 中 ， 
a 1 1 

Mn =e maf, Nn Yu + Yu YD- hr) -im Yun 

x elr ene (10.82) 


ERE, (P, si), (G s) 分 别 是 电子 、 正 电子 的 动量 和 极 化 ，《k’， 和 ’)、 k”, 
M) 分 别 是 两 个 终 态 光子 的 动量 和 极 化 。 由 《10.29〉 和 (10.25)a 可 得 任意 参考 系 里 的 


截面 为 ， 
1 m? d'k’ dth” 
š“ ¿= 3 dk” gw 有 2 
SEED | “aiz ak 2k (p+q-k' - k”) Myd, 
E, E, sE. 


(10.83) 
使 用 上 一 节 的 方法 可 得 〈 请 读者 自己 去 做 ) : 
m? dtk’ d°” au: 


| ha 
` (27) q k'i Ik] 
PT Bl 
K d E, FE, 


P (p+q-k'- h”) 


Oua 
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和 > q w dèk’ dèk" 
xí > > IM. }= - K f KI k 


AN a (21)? EEo| f- = 
a 
ñ 4 ek wn g<: as 
x8°0(p+q-h/ - k”) k A g AAST t. 
i 
一 (+ ==). (10.84) 


(10.84) RAAR k 的 积分 只 需 按 动量 守恒 定律 p+q=k’ +k* 消 去 8 函数 的 空 
间 部 分 SO (p+9- kk”) 即 告 完成 。 为 了 完成 对 k’ 的 积分 ， 较 方便 的 办 法 是 先 把 
(10.8 式 转 到 质心 参考 系 Oje’, e" 来 说 ， 质心 系 亦 即 是 动量 中 心 系 ， 见 图 10 一 
) 。 在 质心 系 里 ， 
q=-p, (10.85)a 


按照 动量 守恒 定律 gE 

p+q=k’ +k”, Z 
同时 应 有 

k" = —k’, (10.85)6 Fo 
由 《〈10.85)o 可 得 

Ej =p +m*=]- pl? 


+m =E}, ， 
Ñ 图 10 一 4 ”在 质心 参考 系 里 e*e- ~2Y 反应 的 空间 动量 图 。 
p 6 是 p 与 k" 之 夹 角 ORQIK ZEM) o z-0kq' 
E= Ey (10.86)a KZRA ORPI ZEM) . 
又 由 (10.85)b 直 接 得 到 
Ik”| =k], (10.86)b 


将 (10.860) 式 与 能 量 守 便 定律 

Ept Ea= lk’ |+ k”1 
相 结合 就 导致 如 下 的 等 式 ; 

kk”|= k”|= E= Ey, (10.87) 
由 此 ， 令 Ey=Ik’|+|k”|=2lk’|， 就 得 到 ， 

t= kdikrldQ = kl: 2K ey 
dak’ = |k'|tdik'|dQ =k’ | dE, dE dQ z dEydQ, (10.88) f 

这 里 ， 把 p 方 向 作为 动量 空间 球 坐 标的 极 轴 方 向 。 此 外 ， 利 用 〈10.87) 式 不 难 推出 以 下 
两 个 等 式 ; 


p'k’ = - E,(E, - lplcosb)， (10.89)a 
p-k" = - E,(E,+|plcos9), (10.89)b 


现在 ， 把 (10.85), (10:87), (10.88) 和 (10.89) 一 起 代入 〈10.84) 式 ， 并 完成 对 
Ej 的 积分 〔 按 能 量 守恒 定律 消去 8 函数 的 时 间 部 分 S (E,+ Ea- Ik'| -ik Wa NIR 
理 后 《10.84) 式 就 成 为 


spt ua 2E3+2m’ __ 2m* - 1], (10.90 
人 [i pss (Eż - |p|tcost0)* J iii 
应 用 积分 公式 
f- dx 1 Wett, wlx|<e (10.91)a 
c? - x? 2c c-x 
dx x tbr 
PE AE. ge R bd .91)5 
fz bx) goror Bix) SEE) pa G. s (09 


不 难 完成 〈10.90) 式 右边 的 积分 。 由 此 得 到 质心 系 里 的 无 极 化 截面 为 “ 


=ar mt [B2-2+3-B4inl+B- 
oa i A E D : (10.92) 
其 中 ， 
p=, i (10.93) 


这 里 需要 注意 的 是 ， 由 于 中 从 零 变 到 2r， 故 9 的 积分 范围 只 应 为 0< 0 <$ 在 8 s5 


B z ñB, PS42536 0933] R A05), RRN, JN 
种 状态 属于 反应 过 程 的 同一 个 终 态 。 如 果 像 通常 那 祥 取 O 的 变化 范围 为 Sor, WJ 
在 事实 上 把 每 个 终 态 计 入 两 次 ， 终 态 数目 增加 一 倍 ，oue 之 值 也 随 之 增加 一 B. 对 积分 
范围 的 这 种 特殊 限制 显然 是 由 两 个 原因 造成 的 ， 其 一 是 我 们 选取 质心 参考 系 ， 其 二 是 终 
态 粒子 是 全 同 粒子 。 

ERORE, Het, e 的 碰撞 能 量 很 大 时 〈 极 端 相 对 论 情形 )。 出 射 光子 的 动量 方 


图 10 一 5 的 变化 范围 ， 在 9<<- 范围 内 的 每 一 个 4 信 ， 者 在 8> 二 范 轩 内容 一 对 应 信 
-9， 由 于 中 从 堆 变 到 2r， 故 这 两 个 8 值 对 应 同一 终 态 。 


向 具有 明显 的 指向 性 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 把 《10.90》 式 对 介 求 导 ， 由 此 得 到 质心 # 里 
的 微分 截面 
do。 mm? [ 2E3+2m? 2m* -1), (10.94) 


dd — 4Ejp| \ Es- lolrcosd (E3 ~ p|zcoss0y* 
在 极端 相对 论 情形 下 ， 
E;>m 
故 上 式 简 化 为 
dOs ~ m? FEF 
da "Ep Es-iplcosT (10:09. 


此 式 右边 当 cos6 = 1 时 取 极 大 值 ， 而 当 cos0 = 0 时 取 极 小 值 。 换言之， 终 态 光子 主要 地 
向 前 〈 相 对 于 初 态 电 子 动量 方向 而 
言 》 和 向 后 发 射 〈 图 10 一 6) 。 

反之 ， 当 e+*、e- 碰 撞 能 量 很 低 时 
《 即 非 相对 论 情形 ) ， 出 射 光 子 的 动 
量 将 以 均等 的 几率 指向 所 有 方向 。 事 
实 上 ， 因 为 

pi>0 E,=m. 


图 10 一 6 出 射 光 子 的 相对 数目 * 用 带 有 箭头 的 实 线 表示 各 
个 方向 上 出 射 光子 相对 数 日 ， 此 图 仅 为 示意 图 . 
故 有 


n PE 4 
Ly erir aeia am n -- 1] (10.96) 
此 式 表明 ， 微 分 截面 与 终 态 光子 的 出 射 方向 无 关 。 

为 了 计算 正 电 子 的 漂 没 率 ， 我 们 把 截面 表示 式 转 到 实验 室 参考 系 。 这 时 正 电 子 为 入 
射 粒子 ， 电 子 为 靶 粒 子 。 可 以 在 (10.84) 式 里 令 p = 0，E, = m， 并 完成 对 终 态 光子 动量 
的 积分 ， 但 方便 的 办 法 是 借助 于 适当 的 Lorentz 不 变量 把 (10.92) 式 里 的 B 用 实验 室 参 考 
系 里 的 量 来 表示 。 设 电子 、 正 电子 在 质心 系 里 分 别 具 有 四 维 动量 p、9， 而 在 实验 室 参 考 
系 里 分 别 具 有 四 维 动量 P、Q， 则 显然 应 有 


P.Q=pb.q， 
因为 

P.Q=P.Q- EpEa= - mEa, (P= 0,E,= m) 

prq=p°q- EsEa= -|pl* - E; = - 2|p|* - m*, 
所 以 


p? = Tena = m), (10.97)a 
E;=|p|* +m* = 去 CnEo+m9， (10.97)8 
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T= 如， (实验 室 参考 系 里 的 量 ) (10.98) 
Mj (10.97) 式 成 为 

pt- Zr- 1), (10.99)a 

E;= =+ 1). (10.996) 


把 (10.99) RA (10.93) 即 得 


B=(L=1 (10.100) 


利用 这 一 关系 式 把 (10.92 式 里 的 日 换 成 《前 者 是 质心 系 里 的 电子 速率 ， 而 后 者 是 
实验 室 系 里 正 电子 的 能 量 与 质量 之 比 ) ， 就 得 到 实验 室 参考 系 里 的 截面 表示 式 
< s 1 Tr?+4r+1 EFTE [+3 
danari ph [EPt ira yp J. (10.101) 
此 式 表明 ， 在 实验 室 参 考 系 里 ， 总 截面 与 入射 正 电 子 的 能 量 有 关 。 下 面 讨论 两 种 特殊 情 
形 ， 非 相对 论 博 形 与 极端 相对 论 情形 ， 
非 相对 论 情 形 
这 时 ，Eawm，T-~1， 为 方便 起 见 ， 用 正 电 子 的 入 射 速率 "来 表示 Ts 
an Eo = Eq rn s = 1 ç: 
"Vi 
E3 


HO, (10.101) 式 成 为 


arè 


fia m eE u> 0 (10.102) 


在 导出 此 式 时 ， 曾 使 用 了 如 下 等 式 ; 

ln(1+x) =x， 当 x->0. 
(10.102) 式 的 ou 与 入 射 正 电子 的 速率 成 反比 ， 当 v > 0 时 ， ou>, 这 就 没有 物 
理 意义 但是， 每 单位 时 间 从 有 一 个 电子 和 一 个 正 电子 的 初 态 路 迁 到 有 两 个 光子 的 终 态 
的 跃迁 几 率 ， 即 正 电 子 的 潭 没 率 厂 ": 则 是 有 限 的 ， 

W... = Fo,,= PUO = par, (10.103) 
W ouh BJ3k E J IE B FP fi, 


r*=W;4 = — (10.104) 
paro : 
假定 4833 DRRR rb ti T 8k, NEMRES EK. 4 是 葛 物 质 的 摩尔 质 
量 ，Z 是 原子 序数 ， p 是 靶 物 质 密度 ， 则 


%=- ° Nz, 
4 
考虑 到 ro=2.8x107 EK, N =6.03 x 10”"/ 摩 尔 就 得 到 


Ee E E R 
T= Wari Zp 15x10- Zp GR. 


上 式 中 的 p 和 A 不 再 有 量 纲 ， 它 们 只 代表 地 物质 密度 和 摩尔 质量 之 数值 (在 CGS 单 位 制 
里 ) 。 在 c = 1 的 单位 制 里 有 


e sx 


NOR 
因此 ， 


=l x1- 
=z" Žo ( 秒 ) 。 (10.105) 


极端 相对 论 情形 
这 时 Eo 光 m,T 光 1 ， 所 以 《10.101) 式 成 为 


o= ari fmen- 1), 


yd /, 
uM = 1 条 上 式 右 端 得 


cari_l lm fi (2E0) 
| 
zá 1 JlQlm (2E: 
sari li a ES), 
因此 ， 
>) Z : 
W per = PUO = — P 4.5x10° P. W). (10.106) 

Eo 
m 

Eom 1 A 10-。( 秒 ) (10.107) 


T RE) 4.5 Zp 
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BAE > 1 ， 所 以 在 极端 相对 论 情形 下 的 ARNEE F ft z tk 见 
n(2Ea/m) 


(10.105) 式 ] 大 得 多 。 换 言 之， 低速 正 电子 比 起 高 速 正 电 子 ， 其 通 没 率 要 大 得 多 ， 而 平 
均 寿 命 则 短 得 多 。 在 实验 上 ， 高 速 正 电子 穿 过 物质 时 ， SEERAREI 然后 才 易 与 
质 物 中 的 电子 淹没 为 光子 .。 

我 们 上 面 对 丈 we 和 上 的 推算 只 具有 近似 的 意义 ， 因为 在 推算 时 时 将 下 物质 中 的 电子 
看 成 自由 电子 (平面波 ) ， 而 且 未 曾 计 入 e*e-->3r 和 e*e->r 等 反应 。 在 原子 核 库 仓 场 
里 ， 最 后 一 种 反应 也 是 能 够 发 生 的 。 
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如 上 一 节 所 述 e* e>2Y 的 反应 截面 随 着 碰撞 能 量 的 增 大 而 减 小 ， 仅 当 能 量 很 低 时 
( 非 相对 论 情形 ) ， 这 一 反应 过 程 才 容易 发 生 ， 与 此 相反 ， etec>utu 反应 仅 当 质 心 
系 总 能 量 很 高 时 〈 一 般 应 在 1GeV 以 上 ) 才能 观测 得 到 。 这 一 过 程 的 S 矩阵 元 由 (9.80) 
式 给 出 ， 相 应 的 Feynman 图 便 是 图 9 一 9 中 的 右 图 ， 因 此 ， 


My = uqt ot Yuq o, pa sz Yutipiso (10.108) 


RE, BH (9.80) 式 中 的 uv 消去 并 将 该 式 中 的 因子 e*/s 从 My 中 提出 ， 由 《10.30》 
式 得 (在 任意 参考 系 ) ， 


1 mimi e‘ | dq, digqgs. 
T r) EnEn | 时 sU Ea Ea 
” E, 
x èO +q; - Pi - p. )|MAdl2 (10.109) 
对 于 e*e-~ht+h- 反 应 ， 在 质心 参考 系 里 来 进行 计算 是 方便 的 。 这 时 ， 
qi+qz=pi+pz= 0, (10.110)a 
即 
qi= -qis P= -Pis (10.110)b 
因此 ， 
Es, = Eo = Ew ， (10.111)a 
E», = Ep, = Es, (10.111)8 
又 因 
Ev, + Ea, = Ep, +E,,, (10.112)a 


所 以 
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Ev = Ep. (10.112)6 


把 (10.110)b, (10.111) 和 《10.112)6 代 入 (10.109) ; 


-a +o pa- POMA 
1 


(10.113) 
选择 初 态 粒子 e- 的 动量 〈p,) 方向 作为 动量 空间 球 坐 标的 极 轴 方 向 ， 则 
dsg1=|qilsdlq,lsinbdbde 
= LdEssin0dode, P 
(10.114)a e- p $ + 
RM, E,= Eq + Eo, = 2Bo 3 s P: r 
由 此 又 得 到 ， + 
diail Eo — E, _ SP ua P 
dE, 2ja;l TH] » 图 10 一 7 在 质心 系 里 e*e-~hth- 反 应 的 空间 动量 
图 ， 以 :为 球 坐标 的 极 轴 方 向 ，6 是 q1 与 pl 
(10.114)b 的 夫 角 。 


把 〈10,114)0 代 入 〈10.114)o 得 
dag1 = HailEsdE indgdo, 
在 (10.113) 式 里 完成 对 q; 和 Ey 的 积分 ， 消去 能 量 、 动 量 守 但 的 8 函数 dO (9 十 9 
- pı- ba), W (10.113) 式 成 为 
L mima es [sindedolMd:, G10.115) 


o= 
(2x)? E} alpi 


为 了 计算 无 极 化 截面 cu。 首先 来 计 REIM: 
i 有 和 
+ 2 Mal? = 2 iugo; Yvesos lT 之 [esas yaupinlt, 


CAIA Sis 


按照 (10.40) RA (10.4) RA 


2 . ;, 
i 2 Maè = LTrfv v, tim y 
4 oro, 4 2imp 


Ye pa im Ye put imi) 


x Tr {yoys 
{ra 2im, 2im, 
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= 1 yegi tima ,Yq ima ) 
= 工 TrfY, — Y| tima YY"ga 一 imp ` 
4 ft Zimy Zimy 
x Tr Y° P: 一 im, Y° Pi: Tim, 
(x. 2im, 2im, } 
=d l oTr {wera +imn)Yu(Y°q; 一 ima] 
4 16mimè 


x Tr {vl pa = im) Yay- pi + im] 


s= 
2mimë 


+2m3mi] 


现在 把 上 式 右 边 的 所 有 标 积 用 

s =- (pi+p:)*= (qi+qs): 
和 

t=-(pi-qi)t= - (p. - qt) 
KER: 


Pipi = IC+ pa) pi- pl) = - Btms, 
qisq;= -了 + 
9 村 [- (P -qi)t + pita] Ñ+@-ml-mb), 


Pagi = 


sl 


C- (pi-qt+ pl +q) = Jemi- mb) 


2= 


这 里 ，u 的 定义 是 ， ua= - (bi - 91)*= - (pi -91)*。 由 于 
s+t+u=2(mi+mü). 
所 以 〈10.117)d 又 可 改写 为 下 式 ， 


0 


此 外 ， 从 能 量 、 动 量 守 便 定律 
Pit+ps=q1t+qs, 


Í. *qip Í eqi + pisq pargi- ml pi pr- migi "gs 


(10.116) 


CL (9.81) 式 ] 


[参见 (9.74)a) 


(10.117)a 


(10.117)6 


(10.117)c 


(10.117)d 


(10.117)e 
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和 质 这 关系 


pi= pi= - mi, qi*=g4:= - mË, 

容易 导出 如 下 等 式 : 
Pargi = Patis (10.117)f 
prai = pais 0.1179 


把 (10.117)a\b ce 人 9 诸 式 代入 〈10.116》 就 得 到 


+>, Mal? = 四 (C+ t- m3- mD 
Xe 
+@-m1- mD: +25(m1+ mb], G10.118) 
因此 
nt it ush. - mi- m3)? 
Oss Zea Eip s aaaedecG+t mi- må) 


+(t— mê- mi)? +2s(m¿ + mi)), (10.119)a 
此 式 右边 对 中 的 积分 是 直接 了 当 的 。 为 了 完成 对 6 的 积分 我们 利用 t 的 定义 
(10.117)a 前 面 的 公式 ] ， 把 dcos8 换 成 dt: 


deos0=— 1 dt, 10.119)b 
zipli] Sr 


把 (10.119)b 代 入 (10.119)a， 并 利用 等 式 


Ej = Q - sm), (10.120) 


就 可 把 (10.119) a 改写 为 下 式 : 


人 -m mA)s 
a ro dt((s+ t — m3- mi) 


+ (t— m- mi)? + 2s(m¿ + m2)1., (10.121) 
e+er>hth- 是 高 能 反应 ， 例 如 ， 假 定 初 态 粒子 的 质心 系 总 能 量 为 
E,=2E,=1GeV, 


[ 见 


则 因 在 质心 系 里 ，s= i= 10"(MeV): CTA s 的 定义 以 及 《10。.110)、(10.111) KH 


出 这 一 结果 ] ， 故 有 : 
smis11x10*(MeV):, (10.122)a 
sẹmi (m0,.511MeV), (10.122)b 
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另 方面 ， 从 + 的 定义 可 得 t 的 积分 限 如 下 ， 


tF=t-*= 0, (10.123)a 
t 上 =tle-z= —s, (10.123)b 
综合 (10.122) 、 (10.123) ， 我 们 可 将 (10.121) 简化 为 
=— et hiid 
Oua -— |. (s+ 2st+2t?)dt, 
即 
4na? e? 
R a Sa .12 
ou i € ss (10.124) 


此 式 表明 ， 在 质心 系 里 ， e+e-~hth- 的 无 极 化 
截面 与 初 态 电子 的 总 能 景 Es 有 一 个 简单 的 平方 反 
比 关系 。 然 而 在 实验 上 除了 大 量 e+e-->h*h- 反 
应 之 外 ， 还 存在 e*e- 矿 ht- 反应 。 这 里 ， 耿 
是 有 质量 的 中 性 矢量 介子 ， 它 与 光子 具有 相同 的 
量子 数 。 例 如 矿 可 以 是 一 个 由 粒子 。 这 一 反应 过 
程 的 图 形 如 图 10 一 8 。 这 是 一 个 四 阶 过 程 的 图 
形 。 由 于 这 一 图 形 的 贡献 , 使 得 在 e*e->h*h- 反 
应 的 背景 曲线 CBD (10.124) 式 的 os。 一 曲线 ) 
上 出 现 许多 共振 峰 。 因 此 ， 应 当 把 图 9 一 9 和 图 
10 一 8 的 贡献 合 起 来 考虑 [六 12， 由 此 得 到 ， 
- es, ray j (10.125) 
其 中 ，& RohttA3R4r5 3603 3ESR, MEREMTHKE. (10.125) 式 很 好 
地 解释 了 实验 曲线 的 共振 峰 ， 每 当 e+、e- 总 能 量 的 平方 s 与 菜 一 中 性 矢量 介子 的 质量 平 
方 接近 时 ， ou~ s 曲线 就 出 现 一 共振 峰 。 由 此 就 可 推 斯 有 一 个 中 性 矢量 介子 存在 。 
例如 ，1974 年 就 发 现 了 中 族 介子 的 如 下 共振 峰 ， 

J/} (M =3097 +2MeV) 

W (M =3685+3MeV) 


图 10 一 8 ¿*,e>V-=nt.n" 09Feynmani8 


Ona 


86 ”电子 的 Coulomb 散 射 


在 83、84、85 里 讨论 了 三 个 QED 的 最 低 阶 效应 的 例子 。 这 些 例子 都 属于 量子 场 与 
量 了 场 的 相互 作用 。 在 QED 里 还 有 一 类 特殊 的 相互 作用 ， 需要 用 稍微 不 同 的 方法 去 处 


[ 注 1] 详 见 各 国 兴 ，《 量 子 场 论 导论 》，pp。 158 一 160、pp.145 一 146， 科 学 出 版 杜 ，1980 年 ， 进一步 的 参考 
ENEA: 《基本 粒子 译文 集 》， 第 一 集 ，PP.107 一 149， 科 技 文献 出 版 社 重庆 分 社 ，1978。 
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理 。 这 类 问题 统称 为 外 场 问题 。 例 如 当 入 射 粒子 是 某 种 带电 的 场 量子 〈 点 状 粒子 ) ， 而 
靶 粒 子 (散射 中 心 ) 是 一 个 重 原子 核 时 ， 由 于 后 者 是 许多 质子 、 中 子 〈 旋 量 场 的 场 量 子 ) 
的 复合 体 ， 因 而 联 属于 它 的 场 也 不 是 某 种 基本 场 ， 而 是 一 个 复合 场 。 在 此 种 情形 下 ， 倘 
若 像 前 面 三 节 那 样 ， 仍 然 将 靶 粒 子 视 为 量子 场 的 激发 态 ， 则 不 仅 会 使 数学 处 理 变 得 十 分 
困难 ， 而 且 在 事实 上 不 会 得 到 预期 的 理论 结果 。 一 种 简单 而 可 靠 的 方法 是 ， 把 上 述 的 散 
射 过 程 视 为 入 射 带电 粒子 被 一 个 外 电磁 场 散 射 〈 这 个 外 电磁 场 是 由 重 原 子 核 产 生 的 ， 当 
原子 核 处 于 静止 状态 时 ， 外 场 是 Coulomb 场 ) ， 这 个 外 电磁 场 是 事先 确定 了 的 ， 它 是 一 
个 有 源 场 ， 它 的 四 维 势 48“%(*) 不 满足 自由 场 方程 〈1.250) 。 而 且 在 散射 过 程 中 ， 外 
场 除 了 与 入 射 粒子 发 生 能 量 、 动 量 的 交换 以 外 ， 它 自身 并 不 发 生 任何 变化 。 这 是 因为 ， 
外 场 作为 对 靶 粒 子 的 一 种 近似 ， 它 是 量子 场 在 强度 趋 于 无 限 大 时 的 极限 (当场 量子 的 数 
目 很 大 时 ，Bose 场 趋向 经 典 极限 ) .。 

本 节 主 要 讨论 电子 在 Coulomb 场 中 的 散射 ， 分 述 如 下 : 

电子 在 外 电 磋 场 中 的 散射 ， 财 迁 几率 幅 

在 〈9.43) 式 里 把 量子 电磁 场 的 势 4h(x) 换 成 外 场 的 势 48":(x)， 就 得 到 这 种 情形 
下 的 相互 作用 Hamilton 密 度 


EF) = - ie: h(x) Yuh (a) i ARH) (10.126) 
散射 过 程 的 初 态 和 终 态 均 分 别 有 一 个 电子 ， 
1D=c 10), 
I) = ct sl 0). 
我 们 来 计算 这 一 过 程 的 最 低 阶 《一 阶 》 近 似 S 和 矩阵 元 ， 
ASID = (Olopo f- e fd Gq: ACO] 0), 
(10.127) 


此 式 右 边 的 正规 乘积 对 应 的 Feynman 图 便 是 图 Fo 
10 一 9， 图 中 的 X 代 表 外 电磁 场 。 AOO 


其 波 矢 〈k) 空 间 的 付 里 时分 量 AC 有 表示 为 如 
下 的 积分 ， -er DX (x) 
om 1 ap Ae” iza 
AHO = arferai ess, 
(10.128)a Fiz 
其 中 ， 


图 10 一 9 EARR: OC Yup, At 
AG) = | AG) eneedtx。 (10.128)6 PATERE 


的 Feynman 图 

EE, HFA x ) 不 满足 线性 齐 次 方程 (1.250), 因而 上 式 中 的 有 & 不 再 受到 质 亮 关系 
名 = 0 之 限制 ，《10.127) 式 的 一 阶 S 矩阵 元 也 不 再 为 P. iE (9.58)d, (9.58)a 和 
(10.128)a 代 入 〈10.127) ， 就 得 到 ， 
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GIS, p = -去 人 == J ups yuups |a AP DOC - p-k). (10.129) 
上 式 右边 的 dOP- p-k) 乃 是 包括 初 、 未 态 电 子 和 外 场 在 内 的 整个 系统 的 能 量 、 动 
量 守恒 因子 ， 因 此 ， 在 这 种 散射 过 程 里 ， 经 典 场 的 频率 ox 和 波 矢量 k 分 别 具 有 粒子 能 量 
和 动量 的 意义 。 但 是 ， 散 射 过 程 自 始 至 终 均 未 出 现 可 观测 的 光子 〈 实 光子 ) ， 按 照 量子 
场 论 的 概念 ， 唯 一 可 能 的 和 解释 是 ， 在 这 种 相互 作用 过 程 里 ， 作 为 散射 体 的 外 电磁 场 表 现 
为 无 数 虚 光子 组 成 的 系 集 ， 每 个 虚 光 子 的 四 维 动量 便 是 k= (k，iox) ， 而 且 正 如 前 面 已 
指出 的 ， 矢 量 k 不 满足 质 帝 关系 ， 即 色拉 0 。 外 场 与 入 射电 子 的 能 量 、 动量 交换 便 是 通 
过 交换 虚 光 子 来 实现 的 。 
完成 (10.129 式 右 边 对 k 的 积分 ， 就 得 到 散射 过 程 的 唉 迁 几率 幅 ; 


ASAD = -Z( -) up sr Yuups ACP’ ~ p). (10.130) 


EE; 


我 们 看 到 ， 上 式 右边 没有 散射 过 程 的 能 量 、 动 量 

守恒 因子 (2z) 892 (7 - p). Mit, HALF A 

的 能 量 、 动 量 并 不 等 于 初 态 电子 的 能 量 、 动 量 。 

这 一 点 ， 从 上 述 关于 外 场 的 讨论 里 已 得 到 完满 的 

解释 。 X -ebpAP(p' =p) 
与 《10.130) 式 对 应 的 Feynman 图 是 图 10 一 

10。 由 于 外 场 没 有 实 光子 ， 因 而 A (p - p) 

不 代表 外 线 ， 应 当 把 它 归 入 到 顶点 因子 里 去 。 这 家 $ 

样 ,还 需要 对 QED Feynman 规 则 作 如 下 的 补充 : 图 10 一 10 SM (10.130 对 应 的 
图 10 一 10 的 顶 角 一 > 5 矩阵 元 里 的 因子， Feynman 图 

~ eY Ait (p! - p). 
PPR Coulomb18 i, WO REI 


这 时 ， 在 〈10.127) 式 里 应 以 Ye-4Y4(x) 代 替 YhA4fe:(x) 。 并 且 按照 (10.128)a R, 
外 场 四 维 势 的 时 间 分 量 为 


AS (x) = iA x) = kA eee, 


因 Coulomb 场 与 时 间 无 关 ， 故 A 各 :(h) 可 分 离 为 时 、 空 两 部 分 之 乘积 ( 往 1)， 


LEE) = 2 494(k)5(eo)， 


[ 注 1] Couiomb 场 只 有 时 间 分 量 AZt(x)= At (x) = a ra A w e°", RAER 


AC) = dtx Aoo emess = dsx Apto ei 


x fetotat = 27A (k)ò (ko). 


将 此 式 代入 上 式 即 得 


Asia) = kex (0.131) 
RÆ, (10.12) 式 成 为 ; 
C0lcp'sSict10) = ie FCE y Jups yan 


a A 二 a Ck) eee) 


anp 


7 E, pe pa A drenare) 
/ 


x(| dels" -Bp)t ) 
= -ie(2x)5 (Ep - Ep) 一 Agt(p’ —p')upe Yauips, — (0.132) 
EV 
由 此 可 见 ， 当 外 场 是 Coulomb 场 时 ， 散 射 过 程 满足 能 量 守 人 恒定 律 ， 
Ey = Ep, (10.133)a 
但 仍 不 满足 动量 守恒 定律 : 
P-p=k¥0, (10.133)b 


矩阵 元 (10.132) 对 应 的 Feynman 图 x TRAI Cp’- pa IKE -ED 
是 图 10 一 11。 由 图 可 见 ， 在 现在 的 情 
形 下 ， 需 要 对 QED Feynman 规则 作 F 


如 下 补充 ， 图 10 一 11 SE (10.132) 对 的 应 Feyoman 图 
图 10 一 11 的 顶 角 > S 矩阵 元 里 的 
因子 ， 


- ey, AF (P - p) (22)ò (Ep - Ep). 
MTM E RI, HA EH W A fieh EJL pere 


Wo = T 


= e218 (Ey - Ep) > | APt(p' - p)N? lpsr Y upal*, 
Evi 


其 次 再 将 上 式 对 所 有 pP' 求 和 : 


N E spr 
Z- gyfer 
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并 除 以 玉 = L (RESSO , RANRHRT O: 


ws k= grt (p’ — 7 a 10.134. 
= Bi) Er- EDAP -plis vasle (10.134 


利用 公式 (1.71)d， 不 难 求 得 : 


Liz, 22 1qrfy YP’ tim Y*p+im 
ER eh tiy Yatim 


- z (mt +p "p+ E), 


因此 ， 无 极 化 截面 为 


et 
=— d pd (Ep - ED A% (p - pl: (m? +p p+ EB) 
a =a zar] p’d(Ep’- E,)| ATCP - p)|*(m* +p ep 


(10.435) 
选择 入 射电 子 动量 方向 为 球 坐 标的 极 轴 方向 〈 见 


É 
图 10 一 12) ， 则 可 将 d*p' 写 为 = 
G P 


d*p' = pitaj” laQ 


=p dp dBEordQ 
dEp 图 10 一 12 DESMDRER, 
=|p'|EpdEp'dQ. 极 四 方向 为 p 方 向 


把 上 式 代入 (10.135) 并 完成 对 Ep' 的 积分 得 


Ga = 


ss s] horo -p)|? (m? +p’ p+ E5) (10.136) 


ATHEA - p)， 我 们 假定 Coulomb 场 是 被 原子 序数 为 Z 的 原子 核 产生 的 。 把 经 典 


的 标 势 


-Ze 
4n]x| k 


代入 (10.131) 式 的 道 变换 式 
AP (K) = [ds < A(X) -itos, z 


AT) = 


并 将 d*x 转 换 为 |x|*sinBdBdqpdjx| ( 见 图 10 一 
13) ， 进 行 简单 的 积分 运算 即 得 
-Ze _ -Z 


Ak) = w EEr (10.137) mois 
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因 Ip 沾 =lpl， 故 


Amy = 一 -Ze . (10.138) 
dlpl*sins 9. 


把 (10.138) RA (10.136) ， 并 注意 Pp’*p=|p|*cos98， 就 得 到 
Zret 
= oT feg 
上 式 两 边 对 人 Q 求 导 ， 就 得 到 散射 过 程 的 微分 截面 


da 1 Z:e* in2.0 
= 二 -一 一 (1- vazsin: 一 ) (10.140) 
dQ 167? 4jplzozsin48. r 

2 


E3 - Ipltsit+- 
a, pp TI (10.139) 


m a 
4|p}*sin*— 
Ip! 2 


其 中 ，v = -车 是 入 射电 子 的 速率 。 在 非 相对 论 近似 下 ，v*-> 0，Es->m， 我 们 有 


(10.141) 


此 式 就 是 著名 的 卢 泪 福 散射 公式 . 它 可 以 用 经 典 方法 精确 地 得 到 [和 注 13, 但 上 述 计算 表明 ， 
卢 瑟 福 公 式 只 是 量子 场 论 一 阶 微 扰 效 应 的 一 个 非 相 对 论 近似 。 


$7 中 微 子 、 电 子弹 性 散射 


中 微 子 与 电子 的 相互 作用 是 弱 作用 《〈 详 见 第 八 章 ，83)。 以 (8.78) 式 和 (8.79)o 式 
的 散射 过 程 为 例 ， 按 照 W - S 理论 ， 前 者 既 有 中 性 流 的 贡献 ， 也 有 带电 流 的 贡献 ， 而 后 
者 则 是 纯粹 的 中 性 流 反应 。 相 应 于 这 两 种 散射 过 程 的 最 低 阶 〈 二 阶 》 Feynman 图 分 别 是 
图 10 一 14 和 10 一 15。 

在 实验 上 ，e-v 弹 性 散射 是 用 高 能 中 微 子 去 帮 击 静止 的 电子 地， 因此 ， 我 们 就 在 实 
验 室 参考 系 里 来 计算 反应 截面 。 当 入 射 中 微 子 的 能 量 E。= |q| 很 大 时 ,必须 严格 按照 W - 
S 理论 来 进行 计算 . 但 是 ， 在 


lq<Mw. Mz (10.142) 
的 极限 情形 下 ， 图 10 一 14 和 10 一 15 分 别 成 为 图 10 一 16 和 图 10 一 17。 


[5 注 1] 用 经 典 方法 推导 卢 瑟 福 公 式 的 详细 讨论 可 参阅 ， 例 如 ， 梅 镇 天 ，《 原 于 核 物理 学 》，pp,16 一 18， 科 学 出 
版 社 ，1966 年 修订 第 二 版 . 
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(a) 交换 带电 中 间 Bose 子 的 反应 〈 带 电流 反应 7 (b) 交换 中 性 中 间 Bose 于 的 反应 《中 性 流 反应 》 


图 10 一 14 在 W 一 S 理 论 里 ，V,e 一 Ve -的 二 阶 Feynman 图 。 户 、q 是 初 态 粒子 四 维 动量 ， 
p. 为 终 态 粒 于 四 维 动量 * 


ve A A 


a 4 d q 
r 
, ” 4 4 
e © x e- 
图 10 一 15 在 W 一 S 理论 里 We 一 ve 图 10 一 16 ÆR (10.14 的 极限 情形 下 ` 


的 二 阶 Feynman 图 (中 性 流 
反应 ) 。p、q 为 初 态 粒 子 的 
LEETE ” Pç 
子 四 维 动量 ， q a’ 


ISe ME 


就 是 说 ， 通 过 交换 中 间 Bose 子 的 相互 作用 ， 在 条 
件 (10.142) 之 下 过 渡 到 直接 相互 作用 〈 详 见 第 


八 章 ，§3) 。 相 应 地 ， 在 W 一 S 理论 里 由 局 域 规 P y 

范 对 称 性 给 出 的 相互 作用 Lagrange 函 数 密度 分 别 e e- 

过 渡 到 矿 一 4 理论 里 的 〈8.73) 式 和 (8.81) 式 。 。 图 10 一 17 ERP (10.142) 的 极限 情形 下 
对 于 Yue- 二 yoe-， 我 们 有 MERER 


r= =Ë. na tyo) fma EESE 


+ =Ë. n+ Yoyw] (Eerten t end) yy), (10.143) 


此 式 右边 第 一 项 是 带电 流 耦 合 项 〔 它 便 是 〈8.73) 式 右 迪 第 三 项 ) ， 而 右边 第 二 项 是 中 
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ERAAN (参见 (8.81) 式 ] ， 其 中 的 cr、c4 由 (8.82) REX., 为 了 把 G0.143) 
式 右 边 的 两 项 加 起 来 ， 需 要 对 第 一 项 进行 所 谓 Fierz 变 换 〈 关 于 Fierz 变换 ， 详 见 1. C, 
TAYLOR《K《Gauge Theories of Weak Interactions}, Cambridge University Press 1976, 
pp.60 一 61)， 使 之 成 为 


ER x" CESSES [marry V 


这 样 ， 〈10.143) 式 就 可 写 为 : 


= 


= fa, NOHY bv, ) [Fera @y+8os,], (10.144) 


这 里 ， 
Iy=1+cy, 9,=1+ca (10.145) 


我 们 首先 来 计算 Yse->V。e- 的 散射 截面 。 从 图 10--16 看 出 ， 在 条 件 (10,142) 的 极限 
WEF, REHE S 矩阵 的 一 阶 效应 ， 注 意 到 (10.144) 是 非 导数 类 合 ,z= -Zr M 
相应 的 S 矩阵 元 是 〈 用 r，r“ 分 别 代 表 初 、 终 态 中 微 子 的 极 化 》， 


HISD = (oleyedee [= i fasa: CD:}ds cpl 0) 


0) 
(6.6) Pý 


23 do tuqay a 1 ; 
Gejala dys (or Mat 7 人 ms w 


mw 1 šJ < y 1 1/m, 
iq’ex Ea E PPC T y Ze cpsu 
Ep Cp sip's’e x Grts V E, aia 


VV 
xex } :di cgl 0). 


完成 上 式 右边 对 x 的 积分 ， 并 注意 


Olep srda’s’: dar da, ch srcps: dg, oisl0) = - 1, 


即 得 ; 
dlsi) = Va v p-9) 
X Varya (1+ Ys) Va'z tp’s’ y (Ip + 94Ys) upss (10.146) 
因此 ， 
Mn= UgYa (L+ Ye) var ups Ya (Iv +9 4Ys) pse (10.147) 
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这 里 已 将 G3 从 My 里 提出 。 按 照 (10.29) 式 ， 并 考虑 到 ， 对 中 微 子 ，Ns= N = 1, ， 对 电 
,Ne= yE, N =E, ü 验 室 参考 系 里 万 =| 卫 一 -| 二 = 鞋 , 就 
+, N. 2 了 TE 及 在 实 


E, E IV YV 
得 到 反应 截面 5: 


G1 m [dP daorscotor+o -po (10.148) 
"Gr | PDO +gq 一直- 人 Mr。 


为 了 求 得 无 极 化 截面 o 需要 计算 TMl, ; 


1 2 2 _ 
LSI Mal = S pev 0+ yvr 
4 Ant 


£. 
x Dlup's’Yya (Ir +9 Ye) ups]? 
rA 


(10.42), 
(10.39). 
Faan | 
a; Y°q Y° J 
=17 [ i= XA yty) XL 

+ YO qq HYO zg 


x Tr [gr -sayy E Eey (g+ g v) TPE) (10,149) 
2im, 2im, 


利用 附录 一 公式 〈1)、(10)、(11) 和 (1.71)5、(1.71)d 以 及 如 下 诸 等 式 ， 


Bhavp (Òm dve- Suvda + nr) 一 0， 

(dpadvp— Dpvdagt dngdav) (Bndyr ~ bnvbir+ prahv) =2(da dgr + bip5ar)， 
(Bhad vp— Suvdan + dupdav) Buy = — 2dap, 

ehavpduv= 0, 

(1+Y¥6)*=2(1+Y6).。 

(gr +94Ys) (Iy ~ 94Ys) = 9#- gås 


容易 得 到 
T SIM. ir (07+90 (0-9) oo 
e, malqllq' | 
+(9y-92*(p+*q) (p +q’) + milgi- 92) wan), 
因此 ， 无 极 化 截面 为 


过 
mr | te -0 


x((ge+92)*(p+q')(p'*q) + (Ir - 9) * (p*q) (p” +q) 


+mi lgi- g2) (q-q”)3. 


完成 此 式 右 边 对 p' 的 积分 ， 消 去 8 人 (p'+q'-p 
- 9， 为 了 完成 对 9' 的 积分 ， 在 动量 空间 选取 球 坐 
标 〈 见 图 10 一 18》 ， 使 得 


dq =|q’]?singd0dqpdlq’| 
= lgj A91 
la'l dE, adQdEy。 
这 里 ， Es= Es' 十 |q/| ， 将 上 式 代入 (10.150) , 
完成 对 Ey 的 积分 ,消去 3 (E,, +|q'!- Ep- lq) 就 有 
NE CS 1 fao du 


(10.150) 


Pe 
图 10 一 18 动量 空间 的 球 坐标 ， 以 初 态 中 


微 了 于 动量 方向 为 极 轴 方 向 。 


CEAI 2222721) 


2 (m* Ehl Epy] 


十 (gz 一 94) (prq) (p'*q')+mi (gh - 


在 实验 室 参考 系 里 ， 
p= 0, E,=m, 


dE; 


g2 (gre)]. G0.15D 


(10.152) 


因而 ， 使 用 类 似 于 推导 〈10.73)o 和 (10.74)a 的 方法 ， 可 由 能 量 守恒 定律 


me 十 |q| = Ep +|q’| (10.153)a 
和 动量 守恒 定律 

qap +q (10.153)b 
导出 以 下 两 个 关系 式 : 

E,= V Iq +|q']: = jalg cost ms +a] (10.154)a 

|= eR Er (10.154)6 
将 此 二 式 结合 又 有 

-gl -2 (10.155) 
另 方面 ， 由 能 量 、 动 量 守恒 定律 

P'+q'= p+q 
和 质 帝 关系 

p''=pt= -m 

gq *=g=0 
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b'*q' = p.q = - mq, 
p” *q= peg’ = - mdg’), (10.156) 
g” *q= pq- prq’ = -mqlt mda’). 

再 把 (10.152), (10.155) 和 (10.156) 代入 (10.151) ; 


Bf 
= 一 dC, 3 引 9 小 
Š 2 F f LOr +94)? 
+m.(g#— DIV l+ (gp - 94) *|q|*|q”]|? - me(g$— g2)!qllq”|*3 


(10.157) 


只 要 把 (10.154)5 代入 此 式 ， 并 完成 对 Q 的 积分 就 得 到 实验 室 参考 系 里 的 无 极 化 截面 ， 
此 式 两 边 对 中 微分 ， 又 可 得 到 相应 的 微分 截面 。 

但 是 ， 当 入 射 中 微 子 的 能 量 1q|~ms 时 ， 《10.157) 给 出 的 截面 值 很 小 ， 以 致 在 实 
验 上 观测 不 到 。 为 了 使 理论 结果 能 与 实验 测量 值 进行 比较 ， 我 们 必须 再 次 限制 中 微 子 能 
量 为 1q| 之 mo， 与 〈10.142) 式 结合 ， 就 得 到 理论 上 限定 的 中 微 子 能 量 范围 入 12; 


Mw, M;>lql>m,.. (10.158) 
现在 ， 完 成 〈10.157) RAARO 的 积分 ， 
Ç me*|ql* 
faoi f sinta f ag Cmet|ql(1— cos) J 


“x = -cos0 
yem A TS 


-2xmalq "° u = zamah, (10.159)a 

同样 可 得 
eol = =maqt, C10.159)6 
faai = = Rami lq”. (10.159)c 


注意 ， 虽 然 我 们 有 条 件 〈10.158) ， 但 在 进行 上 述 积分 时 ， 却 不 能 把 10.154) b 式 分 母 
中 的 me 忽略 掉 《为 什么 ? ) . 将 (10.159) RA (10.157) ， 并 略 去 正比 于 mi 的 项 
C 《10.157) 右边 第 二 、 四 项 ]， 就 得 到 


sa = EEn c eop- 9): + (9r+90 (10.160)a 


[ 注 1] 实验 上 已 测 得 Mw =- 81GeV，M7z -9S1GeV， 而 me = 0.511x10-3GeV， 因 而 ， 例 如 当 |ql 的 数量 级 是 
1GeV 时 ，(10.158) 式 就 到 满足 《 详 见 p224 广 注 的 引文 》。 
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os= 一 Gd Casinton+t LG - 2sinzbw) 23. (10.160)6 
=. 


对 于 纯粹 的 中 性 流 反 应 ， 例 如 vse-> vee-， 全 部 计算 均 与 前 述 相同 ， 唯 一 要 修改 之 
处 是 ， 自 (10.144) 起 要 用 cr、c4 分 别 代替 gr、94， 因 此 


au = _Gimdql [Cop-cD:+ 工 (cr+co05， (10.16Da 
4x 3 
或 
ou = Emdal Casin‘ow+ +a -2sinzbw) 23, G0.16)5 
m 


最 后 ， 我 们 来 估计 ao。 的 数量 级 。 由 于 (10.160) 和 (10.16) 右边 方 括号 内 的 
量 ， 其 值 近 于 0O(1)， 
[一 0O(1)， 
故 仅 就 数量 级 而 言 ， 


irs „Srima, (10.162) 


H (8.83) 式 可 得 


1.032. 0-1. 1 

Gis( aa x10 Ge 
而 

1GeV = 103MeV = 1.6 x 107° 4#, 
故 

PR Ny À 

cG my Gr TEY ea 
因为 h= c= 1， 所 以 

尔格 -: = 1.05 x 10-:? 秒 (10.164) 

#=3x10 0 MK, (10.165) 


由 此 得 
，_[1.03\273x105\ jo- _ 1 ya 
ao Cio ) *10" gyrA" 


将 此 结果 代入 《10.162) ， 并 取 m。= 0.51x10-*GeV，4r=12.6， 就 得 到 


Gimdql (1.03)°(3.2)°(051) x 10-ss 
4 8.8) G 6 人 


ou 一 
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= -42 lal 厘米 : 0.166) 
xuma =2.1x 10 “a ER G ) 


由 这 结果 可 见 ，a。 之 值 是 很 小 的 ， 仅 当 入 射 中 微 子 的 能 量 |ql 不 小 于 1GeV 时 ，cu。 之 数量 
级 才 不 致 比 10-** 厘 米 * 更 小 。 上 述 计算 结果 与 实测 值 基本 符合 ， 例 如 C 注 1 实验 上 测 得 
Wve- v e RA i 


š -+ lal 2 
Osa = (1.6+0.4) x 10 Tey ER. 


88 介子 和 K 介 子 的 轻 子 型 衰变 ， 分 支 比 


上 节 讨论 的 ve 弹性 散射 属于 高 能 弱 作 用 的 范围 。 本 节 要 讨论 的 x 误 变 和 天 衰变 以 及 
下 一 节 要 讨论 的 上 介子 衰变 则 属于 低能 弱 作用 的 范围 。 x 介子 和 天 介子 都 是 强 子 。 我 们 
要 讨论 的 衰变 过 程 是 ， 


Tht+ vp TH 十 yp 
m*—>et+ v, aeeti, 
Kt>p* + vp K-pn Fy 
K*>et+ v, K->e"+ $, 


这 些 训 变 过 程 都 是 半 轻 子 弱 过 程 ， 在 这 样 的 弱 作用 过 程 里 同时 伴 有 强 作 用 的 成 份 。 例 
如 ， 按 照 Fermi 弱 作用 理论 ， 一 个 x* 介 子 衰变 成 一 个 正 电 子 和 一 个 中 微 子 的 过 程 可 以 
E: ”介子 首先 通过 强 作用 转变 为 一 个 虚 质 子 和 一 个 虚 反 中 子 (图 10 一 19) ， 然 后 ， 虚 
质子 与 虚 反 中 子 再 通过 弱 作 用 产生 正 电子 和 中 微 

+. 我 们 看 到 ， 在 这 个 问题 里 有 以 下 两 点 值得 tE ve 
意 ， 第 一 ， 初 态 粒子 是 Bose 子 ， 而 不 是 Fermi +; 

第 二 ， 初 态 粒子 与 终 态 粒子 之 间 的 相互 作用 不 是 点 

作用 《 即 不 是 定 域 作用 ) 。 因 此 ， 不 能 把 第 八 章 的 

V- A 理论 一 成 不 变 地 搬 过 来 用 。 但是， 仍然 可 以 

38k FV - 4 理论 来 构造 >>ve、K ve 等 过 程 的 
唯 象 相互 作用 ， 即 假定 .2z 仍 取 矿 - 4 流 一 流 糊 合 的 

W. U 


Nt->et+ ye 
为 例 ， 终 态 轻 子 的 弱 流 便 是 如 下 的 矿 - 4 流 : ` 图 10 一 18 “x 人 -re +Ye 过 程 的 一 种 可 能 图 
ii 形 。 上 面 的 顶点 是 习作 用 ， 下 
PY C+ Ye) pes (10.167) 面 的 顶点 是 强 作用 。 


WEAF V- A4 流 ”， 唯 一 可 能 的 形式 是 ; 


[ 注 1】 W «Quarks and Leptonsy , PLENUM, 1980, p.237。 
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fz @,$+ go), (10.168) 
其 中 ，f: 为 待定 参数 。 (10.168) 的 极 矢 部 分 对 x*>e*v。 没 有 贡献 ， 因而 按照 了- AFE 
论 ， 我 们 有 


Zr=i 


Ge FENY) pbb E3F36%D8 (10.169) 
vz 


BR, 2:85 3384. BERENA EHA B hyLagrangek 3 BE 
Z= - ke(Y:0+ m) be- Polva) hv- Out - ma 中 + r (10.170) 


代入 Legendre 变 换 
L= ht (10.171) 
并 注意 
= 二 Y (LH Ys) Yos (10.172)a 
x* =$, (10.172)b 
即 可 得 到 
= ,++ r+ Wy, 
其 中 ， 
We= PUV VEM) bos (10.173)a 
= PIY Y Vv (10.173)b 
a= anty eyot mid h, (10.173)c 
pr= -2r。 (10.173)d 
正 因为 我 们 有 (10.173)d 的 简单 关系 ， 所 以 在 《10.169) 式 里 曾 引 入 虚数 i 以 保证 多 rz 的 
EXE. 


(10.169) 3808383688 n ev A, KTA SEEN: 
HISA = Oeps, des, {= i f atx:wz:} aglo) 
pfd ty Wagh: Jalo) 


G 
= C0 Jeprs, dys {- E 
利用 平面 波 展 式 (1.220)5、(6.6)a 和 (5.43)a 可 将 上 式 转 到 动量 空间 ， 


IS) = rl py ODDO- 


/Ok 
x up's, Yek Ye) va's (10.174) 
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由 此 就 有 能 量 、 动 量 守恒 定律 
k= p'+q' (10.175) 
借助 于 (10.175)、(1.144)a 以 及 (1.226)a 的 厄 米 共 轰 式 又 可 把 (10.179 式 简 化 为 


1 je w 39 x 
QIS = i Olp’ +g’ -PMs — (1.176) 


其 中 ， 


My = = femra (1— Ya)uqst e (10.177) 


按照 公式 (10.1) ， 可 以 写 出 x+* 介 子 误 变 为 正 电 子 e* 和 中 微 子 v。 的 衰变 几率 .我 
们 现在 ， 把 这 个 衰变 几率 简 记 为 ， 


=—1 me [ d*q' N: 
Qr)? e Er PDOP +a - DIMA (10.178) 
相应 地 ， 
: 
W. = aoaaa TE 
(nr Ee ap DOl +q D 2 Mal (10.179) 
其 中 ， 


2 
È, IM t: -EE fimi Š EZA (l - Ys)vg's;l? 
Tis; sot, 


-L 2 Y° p y.q’ — im, 
fam :Tr fa- Ys)Y. 2 和 T UY = e} 
=- Gifim trel. = CHfam preg 
A zi TCC. p’) (Yeg) iei p'°q 
= me emi- 
PPQ) ma — mê), (10.180) 
在 x* 介 于 的 自身 参考 系 里 ， 
k= 0， ok= mm 区 
Eak 
使 用 我 们 已 经 熟悉 的 办 法 〈 见 图 10 一 20)， 把 ds 访 < 5 
写 为 


d*p = pzjzdlp'ldQ ky 


q 
1 
=I gp Ed, (10.18Da mo-n 在 x* 介 于 自身 参 演 系 里 过 到 于 
Fm am, üo atras 
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其 中 ， 

Es= Ew +lp'l= Wip“ 正 十 ms 十 lp 小 (10.181)b 
将 (10.180) Æ (10.181) RA (10.179) ， 完 成 对 q' MEHRA, MEO 十 9 
-外 ， 并 完成 对 的 积分 ， 就 得 到 


W. = — Ef mi Cmi- mp. (10.182) 
Bt mà 
这 就 是 在 x* 介 子 自身 参考 系 里 的 衰变 几率 。 我 们 看 到 ， 它 只 与 z+ 介子 质量 和 电子 质量 


有 关 。 因 此 ， 对 于 
m*—h#*t+ vo 


只 要 把 (10.182 中 的 me 换 成 mu， 就 得 到 相应 的 无 极 化 误 变 几率 ; 


W. =—Ghfi mi Cmi- mb) (10.183) 
8r mè 
读者 可 以 大 致 重复 本 节 的 讨论 来 证 明 : (10.182) 和 (10.183) 分 别 对 r- 介子 的 下 述 


衰变 过 程 : 

me +Ñ, m" +Y, 
也 同样 成 立 ， 而 且 对 于 KK 介子 的 衰变 过 程 ， 只 要 把 m: 换 成 mx 即 可 。 因此 ， 就 有 以 下 的 
衰变 几率 之 比 ， 即 分 支 比 ， 记 为 BR; 


ev y_ Wryev) _ mi(mi- m3)? 
BR( Eee ) WBS) må (nå — må)? (10:180 
K>ev W (Kev) ___m¿(mįġ- mi) * 
ROSSE ys = z . 
B Cem?) WR) mi mm) (10.185) 
ME, Mim,sz273m,, m=965m fllm,z207m ARA (10.184) #ü (10.185), WM 
到 BR 之 值 为 
BR (. — )- 1.29x10-4 (10.186) 
K->ev =. 
BR (Kopy ) 一 2.52x10 (10.187) 


而 实验 结果 是 ， 注 17 


BR (Caa = (1.267 + 0.023) x 1074, (10.188) 
LY 

BR(-K—ev )~2.42x10-° (10.189) 
Kyhv 


理论 值 与 实测 值 之 间 的 偏离 都 在 10-" 以 下 ， 这 说 明 ， 唯 象 相互 作用 (10。.169) 是 正确 的 。 
CE1) MRN BERKER, EERGH, (ERFHME) , pp.366—368, MFMM, 1981F. 
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§9 凡 - 介 子 衰变 ， 弱 耦合 常数 CF 


上 介子 的 训 变 过 程 上 -~->e-yevp 是 纯 轻 子 弱 过 程 ， 而 且 h 介 子 的 寿命 已 精确 测定 ， 
TŒ2.2x 10-* 秒 [ 注 1] 
本 节 将 证 明 ， 
Cimi 
1921 ° 
Hh, ma 是 上 介子 的 质量 。 据 此 ， 就 能 够 确定 弱 耦 合 常数 Gp ， 这 一 过 程 的 2 便 是 
(8.73) 式 右边 第 一 项 : 


t= 


rz= 全 Cd +Y I Ep AY). (10.190) 


因为 x 是非 导数 克 合 ， 几 1= - 2z， 所 以 最 低 阶 〈 一 阶 ) 近似 S 矩阵 元 为 ， 
IS: = -中 dl:erlp = [aC 2;e9 1. (10.191) 


设 初 、 终 态 粒子 的 四 维 动量 和 极 化 分 别 是 : 9 
u (p.s), 
e (q.r), 
Ve G". t”, 
Va 人 


则 
GISI = @lesdeeceyS sc 10) 图 10 一 21 在 1 一 4 理论 里 ，h- 介 子 误 变 图 
z ifa‘ oleredevon {SE RE naty) 
2 


XR wO + ye) We Iiep 10) 


-次 pr Cama meat- -外 -的 
>Ë, 


X ug (1+ Y6) Vergy (1+ Ys) psy (10.192) 


〔 注 1] t 的 精确 值 为 r=2,197134x10-5 秒 .可见 任意 一 个 基本 粒子 雪 。 
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按照 公式 《10.14) ， 平 均 寿命 之 倒数 为 : 


a G} 
(22) 2 


T = 


mme | AA aahrde tp -gr -A 


e en 一 
dtr) Ukr Ya (1 十 Ys) ups |* G0.193) 


因为 实验 上 不 测量 初 、 终 态 粒子 的 极 化 ， 所 以 上 式 右边 已 对 粒子 极 化 求 和 、 求 平均 。 利 
用 (10.39) 、 (10.40) 可 得 


+Ë 
xz 2 


1 š 
7% 


ný [uq Ya Q+ Ya) Vergs aye YA (+ Ye)ups|* 
s ri” 


=+ {rt yo) van (LEi Eie) y, G+yYO Ter 


xTr fx. AHY Yay LE N +Y) (YI weti}, 


2i T 


将 此 式 中 的 Y* 消 去 并 按 (1+Ys)* = 2(1+Ys) 进 行 化 简 就 得 到 ， 


1 š $ r v 2 
Ber 2! uq Ya (14 Ye) Vrye eqe YA (L+ Ys) up 


1 
SSI 1 .q' oh?— a’ ok” 
Smam iik] TrCYaY。9 YY YsYaY*q”YyY*h”J 


x TrCYaY tk VYP- YsYaY* k” YY 的] 


a.7Dd, | 
| 8wa-dox ~、 


1 
“= == s = 
memylk ||k”| 


把 此 式 代 入 (10.193) 得 


-二 dik d'k" 
(27)° Ep? Eo J] kl 


p*hk"q’*hk’, (10.194) 


<= -ÒO (p-q' -k — h”)p'h”q' ek’ 
(10.195) 


上 式 右 边 的 积分 是 一 个 Lorentz 不 变量 . 为 了 便于 计算 ， 我 们 首先 在 两 个 中 微 子 ws 和 Yo 的 
动量 中 心 系 里 来 完成 对 k 和 k“ 的 积分 。 这 时 ， 由 动量 守重 定律 
pag +k +k” (10.196) 
以 及 
k= - k (10.197) 
同时 应 有 : 
320 


pe (10.198) 


Ieo|=1k?', — Il= q. (10.199) 


由 于 有 关系 式 (10.197) ， 故 对 k 和 k” 的 积分 并 不 独立 ， 应 在 积分 号 前 乘 以 数值 因子 二 


以 避免 计算 结果 的 重复 性 : 
mis 人 Aje CR -DO (p-q' -k' - k") pek"q' eh’, 
m 


(10.200) 
以 p 方 向 为 极 轴 方 向 选择 极 坐标 〈 见 图 10- 22) ， 使 得 
dsp’ = kasinbdbdedlk/|， 
ERR MIK HR WEDO- -k - A)， 则 〈10.200) 式 成 为 


x = r zj au sinðdðdgp-k"q' k’, (10.201) 
> z 


为 了 完成 对 角度 6 、q 的 积分 ， 方 便 的 做 法 是 ， 在 vu 和 Y。 的 动量 中 心 系 里 选择 空间 坐标 
架 ， 使 得 Ox, 轴 与 p 方 向 〈 初 态 粒子 上 的 动量 方向 ) 正 向 平行 ( 见 图 10 一 23)， 于 是 就 有 
pi1=91= p:=q:=0, (10.202)a 
ps=gs=|pl=|q’|. (10.202)b 
注意 到 ，As =|k'|cos0, WA (10.202) 式 得 到 


图 10 一 22 图 10 一 23 


bh"q’ ek’ = — |p|*|k'|*cost0+ pagikiki + (p. — qs) pskilk’ |cos0, 
将 此 式 代 入 《10.201) ， 完 成 对 角度 9 、 四 的 积分 ， 并 利用 显然 的 等 式 


tk’ = Ew): (10.203)a 
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和 


kik, = -ko G0.203)b 
来 化 简 积分 结果 ， 这 样 做 以 后 ，《10.201) 式 成 为 下 式 ， 
oe A L as 
{dtp}. (10.209 


要 在 vs、Ye 的 动量 中 心 系 里 来 完成 对 Y 的 积分 是 很 不 方便 的 ， 但 只 要 把 (10.204) 
式 转 到 -介子 自身 参考 系 里 去 ， 进 行 这 一 积分 就 很 容易 。 十 分 凑巧 ， 由 于 狭义 相对 论 的 
钟 慢 效应 ， 基 本 粒子 的 寿命 与 参考 系 有 关 ， 为 了 有 一 个 统一 的 标准 ， 人 们 总 是 将 实测 值 
和 理论 公式 转换 到 粒子 的 自身 参考 系 里 去 。 因 此 ， 我 们 正好 应 当 把 (10.204) REBUT 
介子 的 自身 参考 系 。 为 了 实现 这 一 转换 ， 需 要 借助 于 〈10.202) 把 (10.20) 的 被 积 式 
扩充 为 Lorentz 不 变 式 。 首 先 ， 由 〈10.202)8 式 可 得 
~ (Es- Eo):Clpl*+3p.94]= (Pags + p.qO[- (Ep™ Ear)’ 
+2[ps(ps- Qs) + p. (p. -qs)ICga (ps -93) +q. (p. 91)), 
(10.205) 
其 次 ， 由 G0.202)af#l (10.202) b RRA UF KER: 
- (Ep - Eg)? = (p-q!)*, 
Pags t pagi = p'a’, 
Ps (p. =q) + pilpa 70) = p'.(p-q'), 
as (p. -qs) tgi lpa -04 =q lpg) 
据 此 就 有 
~ (Es~ Eo')*[lpl*+3p.94)= prg’ (p-q')* 
+2p*(p-q’)g’*(p-g’). (10.206) 
或 者 
一 (CEp- 巨 os[jp| 十 3 户 494= -3p+q' (mat +m¿) - 4(p*q”)* 
-2må mi. (10.207) 
在 kL- 介 子 的 自身 参考 系 里 ， 
p= 0, Ep= m 


另 方面 ， Bm me 故 可 将 (10.207) RERAMA, HAERE = 


l|, FÆ G0.207) 式 成 为 
~ (E,- Ev)? Opl? +3p.q.3 = Sm 站 9 一 4 有 ilq 
相应 地 ，《〈10.204) RRA 
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—a = 1 1 Gilde S amig- amg] 
+a | emil -amt } 


-ci Sieh 
=- faoa H amila - ama't? } 


= Si falari { əmalq'lt -me } (10.208) 
在 h- 介 子 自 身 参考 系 里 ， 能 量 守 便 定 律 和 动量 守 全 定律 的 形式 分 别 是， 
ma=l|q'|+|k”|+Ik”| (10.209)a 
和 
0 =q +k +k, (10.209)6 
因此 


1q94=lk +k”i<ik'i+Ik”|, 
此 式 与 《10.209)a 结 合 就 得 到 |q’| 的 变化 范围 是 


0 < I< 


Gimi 
1927? 


x = 


(10.210) 


386 =2.2x10-°#10A Est, HAMAR (10.164) 和 (10.165) ， 即 可 确定 耦合 常数 
Gr: 


Cr=1.43x10-4? 尔 格 。 厘 米 :。 (10.211) 


1 y n 
因为 1 尔格 = 一 05x10-77 a o R O G> JU K Fr DR. RKA 
(10.164) 和 (10.165) ， 可 以 把 Cp 用 质子 质量 Ms 来 表示 ; 

Gp=1.03x10-° Mç, (10.212) 


这 里 ， 我 们 已 通过 微 扰 论 的 计算 证 明了 (8.83 R. 


3 ” 题 


(1) 到 第 九 章 为 止 ， 通 过 微 扰 计算 得 出 了 相互 作用 过 程 的 8 矩阵 元 。 S 和 矩阵 元 不 是 可 以 观测 的 
物理 量 。 在 第 十 章 里 曾 通过 旦 些 主要 步骤 得 到 能 与 实验 事实 比较 的 理论 结果 ? 
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(2) 验证 (10.20) RAM (10.21) R. 
L (3) 验证 (10.40) 一 (10.42) Re 
(4) 计算 以 下 阵 迹 
a) TrCYsYaY *qYiaY*k'JTr[Y YaY* FYYY* PJs 
b) Tr[Y.I+ Y) YY P+ Y ) Y°qJ 
xTr(y*1 + Ye)gaY*q 1+ Ys) Yi, 
其 中 ， lm gm Pu Qua kum RA 3838383833. 
(5) 验证 (10.173)d 式 。 


(6) 直接 用 (8.81) 式 的 .rz 计算 散射 过 程 (8.798 的 无 极 化 截面 ， 并 得 出 (10.161)a 式 之 
结果 。 
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第 十 一 章 ”QED 重 整 化 初步 


引言 


在 第 九 一 十 章 里 ,我 们 计算 了 e-e-~e-e- 散 射 、eY~eY 散 射 等 电磁 相互 作用 过 程 的 
最 低 阶 微 扰 近似 。 如 第 九 章 所 述 ， 在 QED 里 最 低 阶 近似 的 计算 结果 与 实验 事实 符合 得 
很 好 ， 这 是 由 于 电磁 相互 作用 耦合 常数 。 很 小 。 但 随 着 实验 技术 的 发 展 ， 要 求 理论 计算 
值 越 来 越 精确 ， 人 们 必须 计算 高 阶 微 扰 矩 k, k, 
阵 元 ， 以 便 把 理论 结果 与 实验 数据 作 进 一 
步 的 比较 。 

但 当 计算 高 阶 近 似 时 却 遇 到 了 发 散 困 
W. 例如 ，eY~eY 散射 的 四 阶 过 程 的 
Feynman 图 之 一 是 图 11 一 1 ， 按 照 第 九 章 
所 述 Feynman 规 则 ， 此 图 对 应 的 S 矩阵 元 
是 〈 这 里 没有 计 入 交叉 项 的 贡献 ) ， 图 11 一 1 


ASID = r) aspas ae Pa 1 


VP vj at 


1 
(27)* 


x = aina- eyn) Dp — n-eo BE 


x{- eYn(2r)4564 (q — rroj- npa a] 


x{- eymd op -q -0 hR) =] 


xÍ- eva (22) dp - ptk) JE YZ 


es rai ka? 
1.1) 


完成 上 式 中 对 六 、 户 、9 的 积分 消去 前 三 个 b 函数 ， 这 时 ， 第 四 个 8 BARADO p+ 
1 一 ps 一) 并 有 p' 二 p 和 4 二 pk。 利 用 动量 空间 电子 传播 函数 的 定义 《6.94)65 即 可 
把 (11.1) 式 写 为 下 式 ， 
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1 1 /m_- 
SD= CD l 
B VV vad K< Er, 


x (— eY) Ss(p)[ - e* E (p)ISe (p) (- eYo) = 


eka, ÒO itki- Pr = la) (11.2) 


mae z K: 


将 此 式 与 图 11 一 1 对照， 我们 现在 可 将 Feynman 规 则 稍 作 形式 上 的 简化 ， 旋 量 粒子 外 线 
和 光子 外 线 仍 使 用 表 [9.1] 的 规则 ， 但 旋 量 粒子 传播 子 和 带电 旋 量 粒子 自 能 部 分 的 规则 
改变 如 下 ， 


旋 量 粒子 传播 子 5 矩阵 元 里 的 因子 旋 量 粒子 自 能 部 分 5 矩阵 元 里 的 因子 


P 
—s = i —> -ez 


此 外 ， 一 阶 光 子 项 角 在 S 矩 元 里 就 对 应 一 个 Y 
矩阵 与 电子 电荷 的 箭 积 的 负 值 ， 整 个 Feynman 
图 在 $ 矩阵 元 里 还 对 应 一 个 全 过 程 的 能 量 、 动 
ATERT 2O p- Dp) 


032 (P)HB (9.84) 式 定义 ， 它 是 -- 个 对 数 
性 发 散 积分 。 这样，〈11.2)》 式 的 矩阵 元 就 没 
有 意义 。 我 们 再 来 看 第 二 个 例子 ， 当 不 考虑 
交换 散射 图 时 ，e-e- > e-e- 散射 的 四 阶 过 程 
Feynman 图 之 一 是 图 11 一 2， 大 体重 复 得 出 图 11 一 2 
G1.2) 式 的 步 又 即 可 写 出 与 此 图 对 应 的 S 矩 

阵 元 ， 


dls4D= es L YZ s Cero ANE -mess Dr 
1 Vm 
vy E, 


xupsd O (pi + pi- Pi- Pa) (11.3) 


x Cie lla (A) Deva (É) >Y mm C evo) 


再 将 此 式 与 图 11 一 2 对 照 ， 又 应 对 Feynman 规 则 稍 作 形式 上 的 简化 : 
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由 两 条 旋 量 粒子 内 5 矩阵 元 里 的 因子 光子 传播 子 5 矩阵 元 里 的 因子 
线 构成 的 闭合 圈 
, 


ji Ye —> Liet Myy (k)] rr! — Dalk) =n 


P-k 


式 (11.3) PHA) h (9.89) 式 定义 ， 它 是 一 个 平方 发 散 积分 ， 因 而 (11.3) 式 的 
5S 矩阵 元 没有 意义 。 我们 的 最 后 一 个 例子 是 e-e->e-e- 散 射 的 四 阶 过 程 图 ( 见 图 11 一 3) 
和 六 阶 过 程 图 《 见 图 11 一 4》。 利 用 Feynman 规 则 容易 写 出 与 此 二 图 对 应 的 S 和 矩阵 元 ， 


图 11 一 3 图 11 一 4 
经 适当 整理 后 分 别 得 到 : 
USD= CD (EE Er EE; —) igs C- e Avla", q) JueeDew(h) 
x up's C- eYu)upsið H(p’ +q’ - p- Q), 1.4) 
和 
US) = G —. 让 (BEE ues,C- eA sg’, 9) Jugss 


x Dea (A) upsi C- e An(p7, p)Jups dH (p +g’ — Pp-q). (11.5) 


将 以 上 二 式 分 别 与 图 11 一 3 和 图 11 一 4 对 照 可 知 ， 在 三 阶 项 角 情 形 下 ， Alp’, p) 与 一 
阶 项 角 里 的 Yu 起 着 相似 的 作用 。 因 此 ， 对 Feynman 规 则 应 作 如 下 补充 ， 


三 阶 光子 顶 角 部 分 矩阵 元 里 的 因子 
Yr 
P'0 82 
# w — -eAx(p', p) 
Pik’ 
Xo 
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An( 户 …， 访 由 下 式 定义 ; 
本 -1 -1 
Anlp’, p) gje EEN Ak im" YR im Yo 
(11.6) 


此 式 右 边 的 积分 按 对 数 规律 发 散 ， 因 而 01. 式 和 (11.5) 式 的 矩阵 元 同样 没有 意义 。 

上 面谈 到 三 个 单 圈 图 :二 阶 旋 量 粒子 自 能 部 分 、 二 阶 光 子 自 能 部 分 〈 即 由 两 条 旋 量 
粒子 内 线 构成 的 闭合 圈 ) 、 三 阶 光子 顶 角 部 分 ， 按 照 第 九 章 介 绍 的 Wick 定 理 ， 这 三 个 单 
圈 图 总 是 作为 一 个 组 成 部 分 出 现在 高 阶 过 程 的 图 形 中 〈 从 前 面 所 举 的 例子 即 可 看 到 ) .。 
因而 使 微 扰 论 的 高 阶 近似 S 矩阵 元 产生 普遍 的 发 散 困难 。 

为 了 解决 这 一 困难 ， 人 们 在 四 十 年 代 未 五 十 年 代 初 提出 了 消除 S 矩阵 发 散 性 的 数学 
方法 ， 即 重 整 化 方法 。 所 谓 重 整 化 包括 以 下 两 方面 的 工作 ， 第 一 ， 将 电子 自 能 、 光 子 自 
能 等 圈 图 对 应 的 发 散 积分 ( 即 (p)、TIs,(k) 等 等 ) 定义 为 某 个 收敛 积分 的 极限 ， 在 此 基 
础 上 把 发 散 积分 分 离 成 发 散 部 分 和 有 限 部 分 。 这 一 工作 就 是 发 散 积分 的 正规 化 ， 第 二 ， 
重新 定义 理论 的 参数 〈 质 量 、 电 荷 等 ) 和 场 算 符 ， 把 理论 里 的 质量 、 电 荷 等 定义 为 相应 
的 实验 观测 值 ， 这 样 ， 就 把 发 散 积分 的 发 散 部 分 吸收 到 参数 和 场 量 的 新 定义 里 去 ， 使 各 
Br S 矩阵 元 和 传播 函数 的 各 次 近似 都 成 为 有 限 的 。 

在 本 章 中 我 们 就 以 旋 量 电动 力学 的 上 述 三 个 单 圈 图 为 例 介 绍 重 整 化 的 基本 思想 和 基 
本 方法 


81 Feynman 积 分 的 发 散 性 质 


所 谓 Feynman 积 分 就 是 与 包括 图 图 的 Feynman 图 对 应 的 积分 。 上 述 三 个 单 圈 图 对 应 
的 积分 2(p)、ILw《k)、An《p ，) 就 是 Feynman 积 分 的 简单 例子 。 除 此 以 外 ， 在 S 甜 
阵 的 高 阶 近 似 里 还 包括 许多 与 复杂 图 图 对 应 的 Feynman 积 分 。 

为 了 判断 一 个 Feynman 积分 是 否 收敛 以 及 如 果 它 发 散 ， 其 发 散 程度 如 何 ， 首 先 要 考 
察 该 积分 的 〈 也 称 与 积分 对 应 的 Feynman 图 的 ) 表 观 发 散 度 D。D 即 是 相应 围 图 里 内 线 
动量 的 标 度 变数 的 宪 指 数 之 总 和 。 详 言 之 ， 以 标 度 变数 和 遍 乘 圈 图 之 所 有 内 线 动量 ， 即 
以 Ar 代替 内 线 动量 Ai， 当 和 cc 时 ，Feynman 积 分 以 X 的 方式 趋向 无 穷 大 (对 发 散 积分 ) 
或 零 〈 对 收敛 积分 ) 。 表 现 发 散 度 刀 的 定义 就 是 : 


D=0. (11.7) 


以 上 述 三 个 单 图 图 为 例 ， 对 于 >(p)， 把 (9.84) 式 里 的 内 线 动 量 亿 乘 以 标 度 变数 M， 由 
此 得 到 : 


Z(p, = — 


L (Xogs 
P d'kyu 


= <£ 
KYO pA -im "ATRE 
令 上 的 积分 限 保持 有 限 ， 并 令 入 ->co， 则 EC, AHUA- = 入! 的 方式 趋向 无 限 大 ， 
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因而 Feynman 积 分 2(p) 的 表 观 发 散 度 即 是 中 = 二 1。 用 同样 的 方法 可 以 得 到 [IIp(k) 的 表 观 
发 散 度 为 D= 2 ，Ah(b“，, 力 ) 的 表 观 发 散 度 为 刀 = 0. 
我 们 还 可 以 直接 从 圈 图 本 身 来 确定 万 ， 每 一 条 光子 内 线 提供 一 个 因子 X-*， 每 一 条 


旋 量 粒子 内 线 提供 一 个 因子 和 -'， 对 内 线 动量 的 积分 Jd19 提 供 一 个 因子 入， 假定 单 图 图 


包含 1 条 光子 内 线 ，1y 条 旋 量 粒子 内 线 ， 则 
D= 4 - 14- 21,. (11.8) 

- yË x] 30302 BEDAE EATE EIAM, FERRER E 
作 更 深入 的 讨论 ， 公 式 (11.8) EMATE. DHARE KA” —F2 tb RAY 
在 复杂 轿 图 情形 下 才能 给 予 说 明 (参阅 CLAUDE ITZYKSON, JEAN-BERNARD 
ZUBER «Quantum Field Theory》pp.379 一 382， 胡 瑶 光 《规范 场 论 》， 华东 师范 大 学 
出 版 社 ，1984，pp.194 一 198)。 

知道 了 Feynman 积 分 的 表 观 发 散 度 DD， 就 可 以 判断 积分 是 否 收敛 ， 或 者 它 的 发 散 程 
度 如 何 。 若 万 > 0 ， 积 分 是 表 观 发 散 的 ， 若 万 < 0 ， 则 积分 是 表 观 收敛 的 。 但 对 于 我 们 
本 章 讨论 的 单 团 图 ， 可 以 肯定 当 刀 > 0 时 相应 的 Feynman 积 分 发 散 ， 而 当 九 < 0 ， 积 分 
是 收敛 的 。 当 刀 = 0, 1, 2…… 时 ， 分 别称 积分 是 对 数 发 散 积分 、 线 性 发 散 积分 、 平 
方 发 散 积分 、……。。 例 如 Feynman 积 分 (p)， 当 积分 变数 k 很 大 时 ， 它 的 渐 近 行为 与 
积分 


Jaa 二 01.9) 


相同 。 此 式 的 积分 按 线性 规律 发 散 ， 因 而 2(p) 也 是 一 个 线性 发 散 积分 。 .这 与 它 的 表 观 
发 散 度 刀 = 1 之 事实 一 致 ( 但 我 们 后 面 会 看 到 ，>(p) 事实 上 是 一 个 对 数 发 散 积分 ) 。 
又 如 ，Feynman 积 分 IIuv(k)， 当 很 大 时 ， 它 的 渐 近 行为 与 积分 


Jer (11.10) 


相同 ， 因 而 IInv(A) 是 一 个 平方 发 散 的 积分 (与 其 万 = 2 2ER. RM, Al, 
轧 ) 是 一 个 对 数 发 散 积分 (与 其 DD= 0 一 致 ) 。 

观察 LD 式 可 知 ，Z(p) 的 发 散 性 是 由 于 积分 限 趋 于 无 穷 大 造成 的 ， 换 盲 之 是 
因为 在 整个 动量 空间 〈 包 括 了 大 动量 区 域 ) 对 虚 粒 子 动量 积分 而 造成 的 ， 故 Z(p) 的 发 
散 称 为 紫外 发 散 ， 同 样 ， MAMAD, p) 的 发 散 也 属 紫 外 发 散 。 紫 外 发 散 困难 是 
微 扰 量子 场 论 本 身 的 根本 性 困难 。 重 整 化 方法 的 目的 就 是 要 消除 〈 吸 收 》Feynman 积 分 
里 包含 的 紫外 发 散 。 在 本 章 后 面 的 计算 里 ， 偶 尔 会 遇 到 另 一 种 发 散 ， 红 外 发 散 ， 它 来 源 
于 能 量 、 动 量 很 小 的 虚 粒子 芋 1， 但 红外 发 散 不 是 根本 性 的 困难 ， 它 与 我 们 对 正规 化 积 
分 的 数学 处 理 方法 有 关 ， 我 们 在 本 章 不 去 讨论 它 。 


CE1) 详 见 朱 洪 元 《重子 场 论 )》，pp.310 一 314 
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82 Pauli-Villars 正 规 化 


Pauli-Villars 正 规 化 ( 包 里 一 维 拉 正规 化 ) ， 以 下 简称 P-V 正 规 化 ， 是 Pauli 和 Villars 
约 在 四 十 年 代 末 五 十 年 代 初 提出 来 的 ， 由 于 在 QED 里 Fermi 子 均 具有 质量 ， 所 以 这 种 方 
法 很 适用 于 QED。 

了 P-V 正 规 化 的 基本 思想 是 ， 引 入 一 定数 目的 辅助 场 〈 又 称 正规 子 场 )》 ， ó (x1) 、 
$a (Xa) oe 中 n(xn) ， 这 些 场 分 别 具 有 一 个 很 大 的 质量 M,(s 二 1，2,…*…n) ， 但 这 些 
场 不 是 物理 场 ， 与 它们 相关 的 场 量子 并 不 出 现 于 相互 作用 过 程 的 初 态 ， 又 因 埔 助 场 质 量 
很 大 (并 且 最 终 要 令 MM,>>0), 相应 场 量 子 的 能 量 远 远 超过 相互 作用 场 系 统 的 初 态 能 量 ， 
由 于 能 量 守 便 的 限制 ， 辅 助 场 量子 也 必定 不 出 现 于 过 程 的 终 态 。 这 样 就 保证 使 辅助 场 不 
引起 任何 可 观察 的 物理 效应 ， 它 只 出 现 于 理论 计算 的 中 间 步 又 里 ， 丝 毫 不 会 影响 理论 的 
物理 结果 。 此 外 ， 辅 助 场 的 引入 不 应 破坏 理论 的 规范 不 变性 ， 因 而 假定 辅助 场 与 物理 场 
之 间 以 及 辅助 场 相互 间 均 技 规范 不 变 的 方式 耦合 〈 回 忆 第 八 章 $1)。 我 们 不 去 详 述 P-V 
正规 化 的 理论 (读者 可 详 阅 史 天 一 等 译 《 量 子 电 动力 学 》， 第 六 章 ， 北 京师 范 大 学 出 版 
社 ，1981 年 ) ， 而 着 重 介绍 具体 方法 。 

引入 辅助 场 的 效果 是 把 各 阶 S 矩阵 元 里 的 发 散 积分 所 包含 的 传播 子 用 一 个 相应 的 线 
性 组 合 来 代替 。 对 Bose 子 传播 子 A(&，m)C 注 1)， 作 如 下 代替 : 


Alk, m)>A(k, m) + š cAG,.,M)= E aAG, M), (11.11) 
s s 


这 里 ，co= 1, M ,=m。 对 Fermi 子 传播 
子 作 如 下 代替 ， 


Sr(y* p, m)> D eSs(Y* p, M) 
(11.12) 


同样 规定 co=1, M ,二 m。. 通 过 此 种 代替 手 
续 ， 发 散 积分 就 成 为 收敛 积分 〈 称 为 原 发 
散 积分 的 正规 化 积分 ) 。 但 对 于 由 偶数 
条 Fermi 子 内 线 构成 的 闭合 轿 ， 相 应 
的 Feynman 积 分 用 如 下 方式 正规 化 ， 以 图 
11 一 5 为 例 ， 相 应 的 Feynman 积 分 是 ， 


Ikas ho es |a prr ws 
$ 1 
x Y 
(一 RD) 一 各 * ye(p-kı-kı) -im 


CJ 这 里 把 粒子 质量 明显 写 出 来 ， 只 是 为 了 方便 。 
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正规 化 方法 是 : 
Jlis Ra eee m)>J E (ki, kgs eee m) 


= Sols ka, mM. 11.13) 


同样 有 c。==1，M, ==m。J"“ 是 /的 正规 化 积分 。 

此 外 ， 在 《11.11) 式 一 一 《11.13) 式 里 的 系数 c!,，cs，…*…cn 尚 须 满 足 一 定 条 
件 ， 以 便 使 正规 化 积分 是 收敛 的 。 如 81 所 述 ，Feynman 积 分 的 发 散 性 来 源 于 积分 限 趋 于 
无 穷 大 。 下 面 将 通过 实例 来 说 明 ， 当 对 Feynman 积 分 进行 P-V 正规 化 后 ， 积 分 的 表 观 发 
散 度 降 到 万 < 0 ， 只 要 1 ,保持 有 限 ， 积 分 就 是 收敛 的 。 因 此 ， 我 们 保持 M, 有 限 ， 并 对 
收敛 的 正规 化 积分 进行 通常 的 计算 ， 将 其 发 散 部 分 与 有 限 部 分 分 开 ， 待 经 过 重 整 化 吸收 
其 发 散 部 分 之 后 ， 再 令 M,>co。 这 样 ， 在 正规 化 之 后 ， 积分 的 发 散 性 就 来 源 于 辅助 场 
质量 趋向 无 穷 大 。 


C) 二 阶 电子 自 能 部 分 的 正规 化 
二 阶 电子 自 能 部 分 对 应 的 Feynman 积 分 是 >(p)， 由 《9.84) sÑ, 


a z -iò 
Ip) = Lf r E Er sS (11.14) 


对 2(p) 进 行 正规 化 的 方法 ， 就 是 按 11D 和 1.12 分 别 对 〈11.14) 式 中 的 光子 
传播 子 和 电子 传播 子 进行 代替 手续 。 但 对 2(p), 只 须 对 光子 传播 子 进行 此 种 代替 手续 ， 
即 可 得 到 >(p) 的 正规 化 积分 >"*(p)， 首 先 引 入 一 个 很 小 的 质量 参数 k〈 它 的 作用 是 截 


断 红外 发 散 ， 在 计算 的 末尾 令 k > 0), 把 光 于 传播 于 写 为- 让 ne， 然后 作 代替 ， 


—idhy z -iò 
Pi O AEMT” 


(co=1, M =u), 


这 样 就 得 到 ZCp) 的 正规 化 积分 


Ep)=_ 二 -idu 
es (2 £ | p- D mne ' k'+ M; 


-idu po idw 


dtk 一 
ey “(Pp- me "HM? 144M? 


= 21. 
(2x)* 


iò 
+ 


观察 上 式 右 方 ， 只 要 取 c:= - 1，cs=cs 二 …… 二 0， 并 把 M1 记 为 M， 则 2"*(p) 就 成 
为 收敛 积分 。 考 虑 到 ce= 1，MM ,= 上， 我 人 有; 
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, 号 :这 -iò 
a T S RE k A T AEE T T iSee, 
z= -| Ew Tp aya 


-ao Y= i fase- Yuly: (p-k) +im)Yu 
k'+M: ED ((p- k): +m?) 


iioi 
UT Gt 

使 用 $1 里 介绍 的 方法 ， 可 以 求 得 >“*(p) 的 表 观 发 散 度 DD， 
D=4+1-6=-1<0 


加 此 ， 只 要 必 保 持 有 限 ，>"*(p) 就 收敛 。 至 此， 我 们 已 完成 对 Feynman 积 分 2(p) 的 正 
MIFE. REBRE) ELAKARE p) 当 M->co 时 的 极限 ， 事 实 上 ， 由 式 


(1.15) 容易 看 出 3“(p) 的 发 散 性 在 于 M->oo， 
nln I(p)=E(p). 


(二 ) 二 阶 光子 自 能 部 分 的 正规 化 


二 阶 光子 自 能 部 分 对 应 的 Feynman 积 分 便 是 〈9.89) 式 定义 的 IJhv(A) .为 了 明确 起 


见 ， 现 在 把 它 记 为 Iv(h。m)， 并 按 (11.13) 式 进行 正规 化 ， 
IN (k, m) = Sols, M). (11.16) 


MH (9.89) 式 的 被 积 式 分 母 有 理化 ; 


n = í [dip _Trí(ya[Y*p+im)y (ys (p - h) tim} 
mm) = CPE Hmp- A) + mt) 
ts 
Il (h, m) = -oo Pu(p = hvt pa (p = l) = p+ (p = k) Su- duym? 
hh D [pt+mt3[(p - k)! +m?) 
(11.17) 
令 
A=p'(p-h)t, B=p°+(p-k)?, 
} (11.18) 
As=pa(p- k)y+ p (P - Rn- p*(p- k) dus 
并 令 
mt = y, (11.19) 
则 《11.17》 式 右边 的 被 积 式 成 为 : 
fO) = A buy (11.20) 


A+By+y* 
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, 


f(y) 是 y 的 连续 可 微 函数 ， 可 在 y= 0 点 把 它 展开 为 泰勒 级 数 : 
fG)=fCO0)+f'(0)y+ r 0 3 二 we 十 -H OJy" eee 


(11.21) 


Eose, peo) had AB proja hs. mu RAER 8 
把 所 得 式 代 入 (11.17) ， 并 令 y= mt, Z (11.16) 式 成 为 下 式 ， 


TY Ch, m) -2 eh (h, MO) 


OR At AnBie Aui 
Seglet MM 


he } (11.22) 


由 (11.18) RTA: 


1 buwA+ AB pei 
pr 7 po pr 


An) p = 
>; lpl>o0 


4 1 
PN — pres s 


进行 类 似 于 从 〈11.9) 到 1.10 式 的 讨论 ， 可 以 断定 〈11,22》 式 右边 第 一 项 积分 系 
平方 发 散 ， 第 二 项 积分 为 对 数 发 散 ， 而 自 第 三 项 以 后 的 各 项 积分 均 为 收敛 积分 (可 以 求 
得 D=@<<-10) 。 为 了 使 前 两 项 积分 不 出 现 ，c。 必 须 满足 如 下 条 件 : 


n 
之 cv= 0， (11.23)a 
s=0 

. 

DeMi w0 - (11.23)b 
a 


现在 从 (11.23) 式 来 确定 cs, 我 们 希望 c, 的 个 数 应 尽 可 能 少 。 为 此 , 先 令 n= 1 , 则 (11.23) 
式 成 为 
co+ci= 0, 
coMi+ciMi= 0. s 
因为 cs = 1，M。=m， 故 以 上 二 式 无 解 。 我 们 进而 令 n = 2 ， 这 时 ，(11.23) 式 成 为 ， 
cotcitcs= 1+citcs= 0, 
} (11.24) 
m+ciMi+cMi= 0。 
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《11,24) 有 以 下 的 解 : 


M3- 
WF 
(11.25) 
on Mi- m 
1 M 
可 令 辅 助 场 质量 为 : 
M}=m*+sA?; (11.26) 


R, s=1, 2, A> 1! Ë&ORACRARAOSARAPA oo. 11.26) RA (11.25) 就 确 
定 了 系数 css 


c=- 2, cs=1。 (11.27) 
把 (11.17) 、 (11.27) 一 并 代入 (11.16) , RER (k, m) 的 正规 化 积分 
Ts (hm) = tifa ‘p 


e Pal p-h)yt Pal p-h)u- ba [pe (p - k) +m? + s At). 
Be (pt+mt+sAKt-ies)[(p-R)t+mt+sNA*- e) 


Fp, c.=1, c=- 2，cs 二 1， 分 母 上 的 -ie 是 m* 里 隐 含 的 小 虚 部 ， 现 在 显示 地 写 
出 来 〔 见 附录 四 〈7) 式 及 其 后 面 的 令 述 ]。 只 要 人 保持 有 限 ，HIY (k, m) 就 收敛 ， 由 


(11.28) 式 不 难看 出 IL (Am) 的 发 散 性 在 于 人 一 co 


(11.28) 


dim IRS Ch, m) =T (R, m). 


(三 ) 三 阶 顶 角 部 分 的 正规 化 
与 三 阶 顶 角 部 分 对 应 的 Feynman 积 分 就 是 〈11.6) RELH Ap, p). RESE 
规 化 >(p) 完 全 类 似 的 正规 化 方法 ， 可 以 求 得 人 Cp , 思 ) 的 正规 化 积分 


apo p= ie faw -1 
pap -Gs {rym 


š -1 ME 
PTR Tim (kt +u) Ch it Mi) 


容易 看 出 ， 上 述 正规 化 积分 的 表 观 发 散 度 为 
D=-2<0, 
所 以 只 要 M 保 持 有 限 ， 人 名 (D, pR Atik ey, MABRE: 


(11.29) 


lim 人 Age (p',p)= An(p’, p). 
M>% 
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83 在 P-V 正 规 化 里 发 散 的 分 离 


既然 正规 化 积分 收敛 ， 就 可 对 它 进行 通常 的 数学 处 理 ， 把 它 分 离 为 发 散 部 分 和 有 限 
部 分 。 发 散 积分 的 发 散 部 分 仅仅 表示 积分 的 发 散 程度 〈 对 数 发 散 或 线 社 发 散 等 等 ) ， 其 
具体 形式 将 因 所 使 用 的 正规 化 方法 不 同 而 有 差异 。 当然 ， 发 散 部 分 的 发 散 程度 是 不 因 正 
规 化 方法 不 同 而 改变 的 。 发 散 积分 的 有 限 部 分 是 对 相互 作用 过 程 的 高 阶 辐 射 修正 ， 它 
对 应 着 可 观察 的 物理 效应 ， 因 而 它 不 应 随 正规 化 方法 的 不 同 而 改变 。 这 一 点 ， 在 下 面 的 
实例 里 ， 可 以 清楚 地 看 到 。 


C) 二 阶 电 子 自 能 部 分 
正规 化 积分 是 11.15》 式 。 按 照 附录 四 (5) 式 合并 该 式 分 母后 得 


1 1 
Zp)= a M-n?) | dx f 2ydyfatr 
° 0 


x Yuly (p — k) +im]yu 
((((p-R)t+mt']x+(h&t+02)(1-x))y+(&'+M3)Q - y) 


(11.30) 
将 此 式 分 母 按 的 矫 指数 写 为 下 式 : 
{k? - 2keQ+A}° 
其 中 ， 
Q= pxy, 
A=(pt+mt'-nt)xy+(nt- M:)y+M:, } Gs 
FÆ, (11.30 式 成 为 
A 1 1 
Zp BM- | | 2ydyfa*k 
x (11.32) 
对 于 发 散 积分 ， 一 般 不 能 作 积分 变数 原点 的 平移 [六 1)， 但 《11.32) 式 是 收敛 积分 ， 可 
将 其 积分 变数 原点 作 如 下 平移 : 
k>k+Q (11.33) 


CR1J 见 朱 洪 元 ，《 量 子 杨 论 》，pp.254 一 255， 科 学 出 版 社 ，1960 年 。 


把 (11.33) RA (11.32) 得 ; 


1 1 
Bp)= gi M+- u») az | 2ydyfasa 
° ° 


Ya[- Y*k+Y°(p- Q)timJ)Ya ， 

{4t - Q? +A} 
此 式 的 被 积 式 之 分 母 是 上 的 偶 函 数 ， 故 其 分 子 上 含有 上 的 奇 次 短 的 项 对 |d4k 不 作 贡 献 。 
将 分 子 化 简 ， 消 去 两 个 Ys， 又 可 把 上 式 写 为 ; 


x 


1 1 
Zre(p) = r-t dy[a | 2Y: (p-Q)+4im ， 
= Sr Mn fas f2» |a Ta Orpa) 


(11.34) 
到 此 为 止 ， 虚 粒子 动量 都 是 四 维 Minkowski 空间 的 矢量 〈 闵 氏 动 量 ) 。 为 了 便于 完成 积 
分 [ae 需要 把 对 闵 氏 动量 的 积分 〈11.34) 转变 为 对 欧 氏 动量 (四 维 Euclid 空 间 矢 量 ) 
的 积分 。 这 就 必须 借助 于 如 下 的 Wick 转 动 。 
Wick 转 动 
首先 回顾 A 的 定义 式 〈11.31) ， 其 中 含有 m?*， 为 了 进行 Wick 转 动 ， 现 在 需要 把 m* 
中 的 小 虚 部 显示 地 写 出 来 


1 


"(p)= Ti CM:- 3 ~ 2y* (p - Q) +4im 
E) = gir M-n ja kdk Ti, 


(11.35) 
在 此 式 里 已 把 dk 写成 d*hdk。。 现 在 来 看 上 式 对 k。 的 积分 。 被 积 式 之 极点 为 : 
ko= +V |k]? -Q*+A- ie = +V |: -Qi+A 于 ie。 (11.36) 
如 图 11 一 6 所 示 ， 被 积 式 极点 在 二 、 四 象 
限 内 ， 按 Cauchy 积 分 定理 有 : - 


-2Y°(p- Q) + 4im 
$a {k> - Q7+ A- ie) -vE 
= 0。 (11.37) 


小 虚 部 - ie 已 帮助 我 们 正确 地 选择 积分 转 
道 c<， 此 后 它 对 积分 结果 不 再 有 影响 ， 我 
们 再 次 把 它 隐 含 到 m* 里 去 。 当 围 道 c 的 半 
径 尺 >co 时 ，〈11.37) 式 只 剩 下 沿 eu X "sN 
轴 和 虚 轴 的 积分 ; 图 11 一 6 
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OItA +ie 


- 


+V TROF -ie 


T -2Y.(p- Q) + 4im 
+ f a {ROTA =O» (11.38) 
+i 


+o 
-2Y:(p-Q)+4ü 
| eh ri 


-oo 


在 上 式 左边 第 二 项 积分 里 ， 令 
ka = iko 
并 把 该 项 积分 的 变数 代 换 成 ze ， 这 样 就 有 
k? = k|? - ki=|k|:- Gho)*= k]: + o) te (11.39) 


由 此 式 定义 的 不 再 是 闵 氏 动量 而 是 四 维 欧 氏 动 量 ， 因 此 ，(11.38〉 式 左边 第 二 项 已 转 
变 为 对 欧 氏 动量 第 四 分 最 的 积分 


-2Y.(p-Q)+4im of -2Y°(p-Q)+4im 
ku a ec 
+ioo +° 

C z -2Y:-(p-Q)+4im 
s-i | Or rAP 


把 此 式 代入 〈11.38) 式 就 得 到 对 闵 氏 动量 分 量 &e 积 分 与 对 欧 氏 动 量 分 量 积 分 的 相互 
转换 关系 ; 


和 
~-2Y.(p- 4i: = -2Ye(p- EH 
| a i =: f div E, (11.40) 


-oo -oo 


此 式 左边 的 上 是 闵 氏 动量 ， 而 右边 的 应 理解 为 欧 氏 动量 ， 利 用 (11.40) 式 把 (1.34) 
式 里 对 名 的 积分 代 换 成 对 Re 的 积分 可 得 ， 
i, + -2Y-(p-Q) +4im 


E) = gey Mt- f dx | ydy far i a 
° ° 


(11.41) 


(11.41) 式 有 边 的 d 专 = dshdk。 是 四 维 欧 式 空间 的 体积 元 ， 而 动量 便 是 (11.39 R 
定义 的 欧 氏 动量 。 因 此 ，〈11.34) 中 对 闵 氏 动量 的 积分 已 转变 为 (11.4) 中 对 欧 氏 动 
量 的 积分 。 我 们 强调 指出 ，《〈11.40) 式 相当 于 把 对 闵 氏 动量 分 量 k. 的 积分 路 经 转动 一 


AREZ -从 实 轴 转 到 虚 轴 ， 这 种 转动 手续 改变 了 积分 变数 空间 的 度量 性 质 ， 即 把 闵 氏 


度量 转变 为 欧 氏 度量 。 这 便 是 Wick 转 动 的 主要 含义 。 
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为 了 完成 01.4) 式 里 对 的 积分 ， 可 在 四 维 欧 氏 空 间 选取 球 坐标 系 〈 见 示意 图 


1—7): 
Fe = 上 cos@， 
Rs = |kkinpcos0, 
k, = Isindsingsing， 
k, = lkinbsin0cosq, 
° 
* 
° 
1 
区 
ws 
w rea 
. 
图 11 一 7 四维 欧 氏 空间 于 坐标 示意 图 
这 样 就 得 到 四 维 欧 氏 空 间 体积 元 为 


内 方向 线 度 8 方向 线 度 方向 线 度 
了 gay (kin sin0dg) 
方向 线 度 


=| 骨 sd 网 dqsingdgsinzdde 。 (11.42) 

AE 7R, 3AE3LIL9 9. 中 的 变化 范围 如 下 : 

0 SIK <o, 0 S0< x, 0 Sg<2z, 0< P<n, (11.43) 
把 (11.42) 和 (11.43) RA (11.41) ， 完 成 对 角度 的 积分 : 

2z x x 

f de | snede| sint 8a® = 22°, (11.44) 

° o ° 
利用 附录 四 积分 公式 (27) 完成 对 网 的 积分 : 

| 1 (11.45) 


dy  _ _ 3 
I {3+ (A-Q }  4(A-Q1) 
这 样 ，《11.41) RRA: 

1 1 3 
Z™ (p) = yas (M: - nt) Í dx [2yay 
° ° 
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- Y-(p-Q) +2im lU- 31 


A-Q? 


1 


1 —- Y. (p - Q) +2im 
jay 
因为 辅助 场 质量 以 光 1 ， 故 上 或 分 母 里 凡 含 有 y 的 项 ( - M*y 除 外 ) 除 当 y = 1 时 的 值 以 
外 ， 均 可 上 略 去 不 计 ， 故 适当 整理 上 式 分 母后 得 到 : 


1 
1 
E" (p)= Tga (M: - aa Jax 
= ° 


u - Y: p( 1 -xy)+2im 
2ydy MI I Fm atp (1-x)+x (122) DY? 


(11.46) 


om- 


对 此 式 再 作 变数 平移 ， 

y>l-y, 
并 将 平移 后 的 分 子 分 成 与 y 有 关 的 项 和 与 ?无 关 的 项 之 和 ， 
1 


fasi - Y+ p(1 -x)+2im 


1 
有 1 
> “Cp ir M -u> | dx ytmèx+p* (1 x)Fx(1- x) PŠ 


° 


[-—2Y*px +Y*p+Y*pxy -2im)y 
Hiyt mt -mtx pe , QD 


mx + B (1- x) + x(1— x)p* = b(x, p) WAHAR: 
JE = LhGax+b) (11.48) 


ax +b 
可 得 (11.47) 右边 第 一 项 积分 为 


i -Ysp(1- x) +2im 
| Y M:y+mtx+ut(1-x)+x(1-x) p? 
0 


= +2im)lnCM?y +mtx + hl x) +x(1- x) pn |1 
0 


+m2x 二 Hz(1L- x) + x(1-— x) p? 


=l _[-Y.p(1- i 
= m‘ Ye p(1-x) + 2im)ln PPS TAS) xG x) 6 


HP 1 ; | 
= CY: p=) +2im)(ln M —In(mtx +p’ (1- x) +x(1-x) p*3) 
(11.49)a 


(11.47) 右边 第 二 项 积分 可 再 分 成 两 项 ; 


` fa C- 2Y- px +Y. p+Y pxy -2im)y 
f Y Mty+m*tx + Bt(1-x) + x(1-) pi 
° 
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f, (C 2Y-px +Y-p-2im)y Y: pxy* 
人 
° 


利用 附录 四 (28) RER 〈11.49)0 右 边 第 一 项 积分 , 并 利用 积分 公式 : 


jas p [cox +b)? - 2b(ax +b) + bln (ax + b) 


完成 〈11.49)05 右 边 第 二 项 积分 ， 精 确 到 与 M REWA, RNA 


[2 (-2Yíe px +Y-p+Y*pxy- 2im)y 
Í Y My +m*°'x +B (1 = x) + x(1 — x) p° 
° 


4 +1y. pxl- 


= ( - 2Y- px +Y* p - 2im) M: Z M: 


5 $, Piac +b(x, p) 


3 ANN REE À 1 
= [vp -2Y px- zim] - 0 ram» 


把 (11.49)o 和 (11.5) RA (11.47) , HÈR: 


Me ~1, 
1 1 
和 fax [>- px-2 风 =| dx [Rr 9 -2im], 
° ° 


就 可 把 (1.47) 式 写 为 ; 
Se(p)= Ajal- Y- pC- x) + 2im) (nM: 
° 


—Intmtx+nt(1-x) +x(1— 2) p) + (BY:2- zim]} 


上 面 我 们 从 11.15) 式 开始 ， 经 过 合并 分 母 ， 积 分 变数 的 原点 平移 、 借 助 Wick 转 
动 计算 对 动量 的 积分 ， 并 计算 了 对 Feynman 参数 了 的 积分 ， 从 而 得 到 > 的 表示 式 


《11.52) 。 下 面 要 把 《11.52) 式 右边 分 离 为 发 散 部 分 和 有 限 部 分 。 


由 (1.52) 式 显 见 ，Z"(p) 是 Y*p 和 :的 函数 《Lorentz 标 量 函 数 )， 由 于 Yp*Yp 
= p*， 故 它 事实 上 是 Y*p 的 唯一 确定 的 函数 (只 要 放 保 持 有 限 ) 。 我 们 在 粒子 动量 的 质 


壳 处 ， 即 
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(11.49)b 


(11.50) 


(11.51) 


(11.52) 


Yrp=im 


处 来 分 离 发 散 (这 样 做 是 进行 重 整 化 所 必须 的 )， 亦 即 在 动量 空间 的 Y*p=im 点 从 >"(p) 
里 把 发 散 部 分 减 除 掉 ，Y* 户 = im 点 就 是 我 们 的 减 除 点 。 令 了 <“(b) 在 减 除 点 之 值 为 4: 


A= Z'*(p)|vs-om (11,53) 
WERZA 11.52) RAS): 


1 
=l i š 2x2+hz(1- -Zi 
ash fer fraro [em Incm?x? +p? (1 23] Tim} (11.54) 


在 上 式 中 令 k*> 0 (这样 做 不 会 引起 红外 发 散 ， 今 后 只 要 不 会 引起 红外 发 散 ， 均 令 h ?一 
0 )， 并 利用 附录 四 的 〈29) RA G 式 完 成 上 式 对 x 的 积分 可 得 ， 


aiin Qa L j (11.55) 


我 们 看 到 ，A 是 一 个 对 数 发 散 常 数 ， 它 的 发 散 性 表现 在 M>oo, 当 M 保 持 有 限时 , 它 是 有 
限 的 。 由 于 A 只 与 M、m 有 关 ， 故 2"*(p) - A 仍然 是 Y，p 的 函数 ， 可 把 它 表 示 为 
E] (p)-A=(Y¥-p-im)E?(p), (11.56) 


此 式 右 方 的 因子 (Y* 户 - imD) 保 证 使 (11.56) 55 (11.53) 相 容 ，E*(p) 显 然 也 是 Y.p 的 函 
数 ， 可 以 对 它 再 作 减 除 : 


Z(p)-B= (Y-p - im) ZX(b)， (11.57) 
此 式 给 出 : 

B= 5*(p) hp-im (11.58) 
把 (11.58) 5 (11.56) 结合 得 到 , 


d re 
TE DA 


B22"(p) -A 
Yep-im kopnim se | 
k p=im 
d 本 d e 
=- CI" p) -A)| =— 2 Z'*(p) 
机 | 
Ea») 
Brad, 1 
== [|2=[-a- =) [ian Qami se + at G = 22] 
° 
za 全 半生 二 
A rO T+ 1) (11.59) 
mm 
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上 式 右边 被 积 式 里 的 laCmzx: + nt (1 — x)] 可 近似 写 为 jnmsx*， 并 不 引起 红外 发 散 ， 这 
样 ， 利 用 附录 四 的 《29) — (32) 诸 式 完成 上 式 对 x 的 积分 可 得 : 


= 元 的 + 上 + (11.60) 
m m 


可 见 ，B 也 是 一 个 对 数 发 散 常数 〈 其 中 包含 与 ht 0 有 关 的 红外 发 散 项 ， 这 一 点 将 在 后 
面 解释 ) 。 现 在 把 我 们 所 作 的 两 次 减 除 CBD (11.56) RA (11.5 式 ] 结合 起 来 ; 
X'*(p)=A+(Y+p-im)B+(Y-p-im)tX/(p). (11.61) 
倘若 三 +(p) 是 发 散 积分 ， 则 减 除 工 作 还 要 继续 进行 ， 直 至 把 7(p) 里 的 发 散 部 分 减 除 
干净 ,使 "(pp) 完 全 分 离 为 发 散 部 分 和 有 限 部 分 之 和 为 止 ; 而 车 21(p) 已 是 一 个 收敛 积 
分 ， 则 减 除 工作 就 告 结 束 ， 这 时 按照 〈11.61) R, D) 包含 两 个 对 数 发 散 部 分 〈 即 
右边 前 两 项 ) 和 一 个 有 限 部 分 2*(p)， 
Ip) = (Y-p—- im)127(p), (11.62) 


这 些 部 分 在 〈11.61) 式 里 已 经 完全 分 开 。 
下 面 就 来 求 出 冯 (b)， 并 和 弄 清 它 是 否 收 剑 。 由 〈11.54) RM (11.59 式 有 ， 


ja 长 -YeG-a) + 2im] [nme 
° 


A+(Y.p-im)B= 


1 
EE 
MXa - x 


-InCat +C- 20] = 20X p = im) i 
usa, 


FS 
+Y: £ 2im)} (11.63) 


把 (11.52) 和 (11.63) 一 并 代入 (11.61) 可 得 ， 
ZE°(p)= Z'*(p)- CA + (Y-p - im)B3 


1 


L k: a m?x? +h:(1- x) 
= d. -Y+-p(1-. ja|—— — —— 
=] x [coya +m rit a] 


+p- m— J (11.64) 


此 式 不 再 含有 辅助 场 质量 M， 因 而 不 再 包含 紫外 发 散 ， 我 们 称 它 是 紫外 有 限 的 ， 它 就 是 
Z"“(p) 的 有 限 部 分 。 由 于 重 整 化 的 需要 ，3*(p) 在 Y*p=im 点 应 为 零 ， 从 (11.62) 或 
《11.64) 看 到 ，2*(p) 已 满足 这 一 要 求 。 但 在 2*(p) 中 尚 包含 红 外 发 散 项 ; 
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如 前 所 述 ， 在 (11.60) 式 定义 的 紫外 发 散 常数 B 里 也 包含 一 个 与 niia 关 的 红外 发 散 


项 ， 因 此 ， 红 外 发 散 来 源 于 我 们 的 减 除 手续 ， 在 2“(p) 里 并 不 存在 红外 发 散 ， 但 通过 
两 次 减 除 把 它 分 离 为 《11.61》 式 右边 的 发 散 项 与 有 限 项 之 和 时 ， 在 B 和 >*(p) 里 同时 出 
现 红外 发 散 。 

至 此 ， 我 们 已 完成 对 2“*(p) 的 减 除 手续 ， 它 所 包含 的 发 散 部 分 与 有 限 部 分 已 完全 
分 开 ， 结 果 就 是 〈11.61)》 、 (11.55) , (11.60) 和 (11.64) 诸 式 。 


(二 ) 二 阶 光子 自 能 部 分 


正规 化 积分 是 〈11.28》 式 。 利 用 附录 四 〈7) 式 把 该 式 分 母 倒数 表示 为 对 参数 ui、 
qz 的 积分 4 


1 
(pt+mt+sÀAt- ig)((p-k)t+m'+sA*t- ig) 


coco 


= itf | daidasexp [- ao: +m?+ SA2 一 i) 
00 


xexp [~iasc Cp- Ay? +m? + sÀ = ie) (11.65) 


对 于 (11.29 式 的 被 积 式 分 子 ， 可 以 采用 不 同 的 方法 来 表示 它 , 但 我 们 这 里 采用 一 种 能 
自动 满足 QED 规 范 不 变性 的 方法 5 六 1]。 引 入 辅助 四 矢 Y、Z, 把 分 子 表示 为 


Pulp- h). + p.(p- k)u- dulp. (p-k) +m? + sA23 


pe 8 z asAz 
[- Yr 32, A zz” bs(- E) 
xexp [i CY :p+ Zep- D) (11.66) 


把 (11.65) 、 (11.66) 代入 (11.28) : 


TIE (hk, = Ait dadi °] ô ô E A o 
Co m = Tay Sf i ada Yu aZ, 2YV,2Z, 


一 r tmt +sA9)]ee[- (e, +a,) (mt 十 S 人 2) +a, h +Z-k)) 


x fas exp{ i [- (a, +a:) p? +2cask+Y/2+2/2°p])) 2., 


CE) 见 CLAUDE ITZYKSON, JEAN-BERNARD ZUBER, «Quantum Field Theory》，p321。 
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用 附录 四 公式 (34) 完成 对 的 积分 ， 并 适当 整理 ; 


le š c, exp [- Gea, +a,) (mt 十 SA2) +ash:)] 


WD a, + as)is0 
ð ə ð 9 ð, 3 
R: e SEE EN, ETS E Cs A, 2 r 
-l-a ma a az t) 
E Cark +Y/2+ 2/23} 
x exp {~i (Ze k- EHIS De (11.67) 


完成 上 式 的 各 项 导数 ， 结 果 如 下 : 


KZ (ah +Y 2 + ZID 
ë Š a, +a, 阔 Z=0 


28728 

aY, aZ, 

= 位 iðduv 19ahuky } 
2(a, +a) (Q, +a)? 


= ep {z is Catt Yt zao 


(11.68)a 


aY, aZ, o +a, 
“ess grh) expl 1 b (11.68)b 
= ‘Z exp {~ i(Z- k- = R jz 
信和 ep 人 人 G1.68)e 
在 计算 上 述 导数 时 应 注意 以 下 两 点 : 
(1 EA fe- [as Era Zb) Oi Vabe, 


Cek +Y/2+2/2),] = - 4- 1⁄2 


a+, a, +a, ° 


r) 
DF [e 
把 (11.68)a、(11.68)b、(11.68)c 代 入 (11.67) 得 到 ， 


re da,da, $y, Í| -2010huhy 
Tenoa lie +a) “Í (ay +a)? 


L idu -òp (= 2: — _a e, ht +m? +sA+)} 
G +o, a +a, (qi 十 Qa)2 


xexp{- ifa +a) (m? + s43) + es ]} 
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A: 十 da,da, 2a102 (kuku Ouk?) 8 i 
4n? Zm 2 x (a, +a,)t (a +o,)t 


+m? +sAi}exp{- i [Cat ay m? tsan + oot]} (11.69) 


ETA 


QED 的 规范 不 变性 导致 微分 形式 的 电荷 守恒 定律 ( 见 第 八 章 84), 而 后 者 又 导致 UI (k) 要 
满足 如 下 条 件 ; 


II (kym) = 0 ,C 注 1) (11.70) 


Bkulkuky- Òwuk*)= 0 ， 这 就 要 求 (11.69) 式 右边 第 二 项 积分 为 零 ， 即 


da,da, aak? _ i m? 2 
H G, dÈ A [raras t" +=] 


xexpÍ - is tar em + sah + sa ))- 0 (11.7D) 
可 以 证 明 此 式 的 确 成 立 [ 才 22， 因 而 我 们 的 计算 方法 能 自动 满足 规范 不 变性 。(11.71) 式 
RX, WIS Ck, m) 里 包含 的 平方 发 散 项 自动 被 排除 掉 〈 见 本 小 节 后 面 )， 这 一 点 的 
意义 在 后 面 讨论 光子 质量 重 整 化 时 便 会 明了 。 如 果 计 算 方法 不 适当 ， 《11.71) 式 就 不 
会 自动 成 立 [ 注 3)， 平 方 发 散 项 便 不 能 自动 排除 ， 现 在 可 以 把 11.69) 式 简 化 为 ， 


THN Ch, m) = 3 Cuky- dik") j| daidas aa, 


x{exp[- i( (a, +a,)mt +a kt.) T i( (a, +a) (m? +A?) 
ito; . 


+m | ht 
a 


=i 2tak! 
rss -)) +exp[ i((a ta) (nr+2AD + Aga 路 (11.72) 


这 里 已 把 (11.28) 式 的 c, 之 值 代入 。 为 了 完成 上 式 对 a，、0: 的 积分 , 可 按 附录 四 (12) 
一 《14) 式 进 行 变数 替换 ; 
a= xw (11.73)a 
Qs= (1— x)n, G1.73)b 


[5 注 1] 《11.70) 式 之 证 明 详 见 朱 洪 元 ，《 量 于 场 论 》 ，pp.273 一 274 
[ 注 2] 详 见 CLAUDE ITZYKSON, JEAN-BERNARD ZUBER, «Quantum Field Theory》，pp321 一 322。 
[E31] WN. N. BOGOLIUBOV, D. -V. SHIRKOV, «Quantum Fieldsy，p219, GOR. 
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daidas= ndndx, (11.73)c 
0<x<1, 0 <n<e.,. (11.78)d 
把 (11.73) 代入 (11.72) 并 重新 组 合 (11.72 式 里 的 虚 指 数 项 ， 


£ °° 
TS hs m) = (hh ba kt) | dx — x) f 2 
2x? A 4 T 


x{ exe- ima(x, k))- exp(— im(a(x, k) + A5)] 


$ [ee 人 一 说 Ca(xy k) + 2A23) 一 exp( 一 说 Ca(xy k) + A9)]1 (11.74) 
其 中 ， 
a(xw,k)=m*+x(1-x)k*, (11.75) 
利用 附录 四 (83 式 完成 11.74) 式 右 边 对 的 积分 得 ， 


1 
R =l z _ alx, k) +A? 
IUS Ch, m) = rip Chuky- bush) f dxxG -xf mah tA 
1 alx, k) +A? 
i ETIA) (11.76) 
BA2>1, BA: 
x(1— x)h* 
eC tA 1 maD (1+ i J 
"De 
a. 
= ln 人 -In(1+x(1- *)&:), äia 


mek) HA? nl 


Ak) tA? inba -ln2。 . 
a (x, h) +2À* 2 n2. (11.77)b 


把 (11.77) RA (11.76) ES IKS (A, m) 的 如 下 表示 式 : 


. 
I Cey m) =L Chuky — Bpk?) [in A 1 In2] 


; 
- zir Cuky- Bek) asst In(1+x(1-2)&:) (11.78) 
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现在 可 以 把 TBS (h, m) 中 的 发 散 部 分 与 有 限 部 分 分 开 。 为 了 重 整 化 手续 的 需要 , 我 们 仍 
然 选择 光子 动量 的 质 壳 ，k* = 0 ， 作为 分 离 发 散 的 减 除 点 。 首 先 把 〈11.78) RIA: 


us (ksm) = (haky— Dpvh?)II(R:), (11.79) 
其 中 ， 
A: 
na As] x(1- x)ln(1+x(1— xk, (11.80) 


FIERA ZAD, WA 


na| =D= mA (11.81) 
laso Izm? 2m?’ Ë: 
因此 ， 《11.78》 式 又 可 写 为 ， 
THES (hk, m) = Div +I, ( &), (11.82) 
其 中 ， 
Duv = (kuk — Buvht)D 
Chuky- Sukla A Ë= (11.83) 


E 


EEN (h, m) 里 所 包含 的 对 数 发 散 部 分 。 在 〈11.78) 式 里 把 这 一 部 分 减 除 挤 ， 就 得 
到 ， 


TI, (k) = JS Ck, m) Duy 
2 * 
= rk - dwk?) dæ x0- Jln(1+=(1= DD anw 
° 


HERAA, Æi (k) 里 既 不 含有 紫外 发 散 ， 也 不 含有 红外 发 散 ， 它 就 是 JIS Ch, m) 
里 所 包含 的 有 限 部 分 。 由 (11.8 REH, Mf () 满 足 如 下 条 件 : 


H£ Ck) = 0 (11.85) 


这 一 点 与 重 整 化 的 要 求 是 符合 的 。 
现在 ， 正 规 化 手续 已 告 完成 ， IIS (&，m) 已 按 (11.82)、(11.83)、(11.84) 诸 式 分 离 


为 发 散 部 分 和 有 限 部 分 之 和 , 因而 我 们 仍 回 到 原来 的 记号 ， 把 IPS (k, m) 记 为 IISS Cay, 
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HS Ch) = Duv + Ify (k) 


= (huky— Duvk*)( TICO ) +I CR2))， (11.86)a 
其 中 ，IL( 9 ) 便 是 《11.81》 式 里 的 对 数 发 散 常数 D.I7(Rz) 满 足 条 件 (11.85) , 
HZ). = 9: (11.86)b 


应 当 注 意 ， 在 〈11.86)a 式 里 不 含有 平方 发 散 部 分 ， 而 在 正规 化 以 前 ，IInv(R) 是 一 
个 平方 发 散 的 Feymman 积 分 ， 这 是 由 于 QED 的 规范 不 变性 所 导致 的 。 规 范 不 变性 导致 
(11.70) 式 ， 从 而 就 有 (117D X AN IE (&) 里 的 平方 发 散 项 被 排除 了 。 


(三 ) 三 阶 顶 角 部 分 
正规 化 积分 是 (11.29) 式 ， 为 了 便于 计算 ， 现 在 把 该 式 写 为 ， 


s (p Rad bol Pr 772 | EP DNE SE A 
AR C’, p) =s (aa ytin) 
Y.CY:(p' +h') +im)Yn (YY (p + h”) +im)Y, 
X CO HR) mp tk)? my } (11.87) 
利用 附录 一 〈9 ) 式 可 得 ; 
YY CP’ +k) HIMIYuCY (p +R) +ipDYr= = 2Y-(p + h')YaY* (p +k’) 


+4im(p +R')a +4im(p' + R')a +2m? Yue (11.88) 


类 似 第 〈 二 ) 小 节 的 做 法 ， 把 〈11.87) 式 分 母 的 倒数 表示 为 对 参数 xi an as HRA: 


1 
ttute) +k) +m- ie)((p + h)! +m- íe) 


xexp{ = iaa Cep +k’)? +m?) -eas }exp{- iasc(p+ k’)? +m?) -eas} 
(11.89)a 


[aa aaa, expf- ia, Ca+a -ea } 
0 9 


4 
(R>+ Mtie) Cp +R) + mt te)((p + R7)1 + m° — ie) 


cococo 
=í J[| aeraosdasern{ - ia, + +M?) —- a, } 


xexp{ a ce, +k’)? +m?) - sa, Jexp{ - iasc (p+ ki) + meos} 
G1.89)5 
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G1.87) 式 的 分 子 表示 为 如 下 的 导数 ， 


r) ð 9 ay) 
2 Ea Y- +4m2 +4m—92 +2m?Y, ) 
[ Vy a7 "a "a2 r 


xexp{ i [K ept a) Zep kn 由 本 : (11.90) 


其 中 ，Y、Z 是 4 维 矢量 ,把 (11.89) 和 (11.90) RA (11.87) ， 并 按 积 分 和 求 导数 的 
顺序 进行 整理 : 


A (p's p)= g [aaa 


x{ {exp -icant +a tpt +m?) +a (pt +m?) 3) 


—exp(-iCa, M: +a, (p? +m?) +a, (p? +m?) 中 


TOETA rimsa m tamti exp( iY p+ iZ. p ) 
x [diw exp{i -art ostad htt2c asp’ -asp+Y/2+2/2°h’))] ly zu, 
(11:91) 


先 完成 对 A" 的 积分 〔 利 用 附录 四 公式 〈34)]， 然 后 求 出 对 了 、2Z 的 各 项 导数 [只 需 注 意 
(11.68)c 式 后 面 提 到 的 两 点 ] ， 并 适当 整理 即 得 ， 


009000 


mitat -5 da,da,da, -2iYw 
AF05 p) Ce emer E sarsa 


ap’ tas p /1 _ m pita, p Opu tas pu 
一 2Y， 2 Y Y ° + Pd sr 
2 (?- a,+a, +) Gprs a,+a,+a =) m Cp = G,+a, +a, 


— Ph + s Pa.) + 2m*tY, 
+ dim( ph a) 2m a} 


_ (a, p' +a, p)? ) 


=f 2 lim ipa 
x fee [ i(a,nt+ a, (p? +m?) +a,(pt + mt) RS 


, 2 
- ep [-; (M: +a: (p? +m) +a, (p?+m?) -ee )J)ai.s) 


为 了 完成 上 式 对 alias,as 的 积分 ， 按 附录 四 G2) 式 一 〈14) 式 进 行 变数 替换 : 
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ai = xm (11.93)a 


a= X:N, (11.93)b 
Qas=(1-x1 -x2)n (11.93)c 
daidasdas=m2dmdxidxay (11.93)d 
0<x,<1, 0=<x,<X1-x,, 0=<n<e (11.93)e 


把 (11.93) RA (11.92) ， 


1-3; 


jat jas [as for- 
16x" ° i ° ° ig 


-2Y (p- 2p = (1— x, — x1) p)YaY + (p' — xap’ - Q= x = x1) p) 


AR Cp’, p)= 


+ dim( pu- xapa- (1— x) — x) pu) +4im( ph- x, ph- (= x, — x1) pu) 
+2mžY, Hexp [Ó (at +x (pt +m) + (1 -xixa (pt +m 
—(x,p'+ 0-4 = z) 9')J -ep[-m(z M: a (prt + mt) 


+(1 -xixa pr +m?) = (z p+ Q x, xo) 925)]) (11.94) 


分 别 完成 上 式 右 边 对 的 各 项 积分 。 先 计算 第 一 项 ， 


sin. g [ee[m(-aat- A (xx p's p) )] 
) : 


exp [in( -x M: -Ailn p's P) ))} 


EN 


= - iy || 22M -A(n xs, p’, p) 3 
avala aT u sa PP)” 人 
其 中 ， 
La (xi X1 p's Pp)= Xp tm) +(1- x,- xa) (pt + mt) 
= [xsp’ + (1—- x, = xa) p)’, (11.95)b 
因 M 交 1， 故 有 
A.G... P's p) 
2 Me AG wp P) p TO M) 
一 XI AG X2 P's p) -xp (1 +A. xn p's p)) 


+x ht 
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=InM?- lap? - la(x,p* +A: (%1 xs, p's p) ) t Inx 2 


=InM? +lnx, - ln(x? + A(x1, xo D's p) ), 


将 此 式 代入 (11.95)a， 即 得 第 一 项 积分 的 计算 结果 : 
-2 {esp [n(n Er RERET p's 2) 
° 


- exp[in(- a Me -Ai (xira p's p)))}= ~ 2 [iaM* + lax, 

= la(xipt +A, (z xo P's »))- (11.96) 
BORTH MORO. AMHRA (7) 式 〈 把 该 公式 倒 过 来 用 ) 可 得 : 

[-2y: 7 8-7 wa) PINY (P = map! = (1— x x) p) 

+ dim( pu- xapa- (1— x1- x) pu) +4im( ph- xaph— (1 — xi xa) Pu ) 

+2m*Ya) | dn {exp [= imp + Ai (enwa p's p))- ne ) 

° 

-exp - in(xıM* + A.G x p's p) ) -m]} 一 -| 2 (xa(Y°p’—Y°p) 

一 xiY* 记 )Yh(Y。 一 站 为 - a (yp Yep) tx Yep ) 

+4im (2x, Pu — 2x, (Ph — Pu) + (Ph — Pu) )+2mtva] 


Ç + 四 1 ) 
i(Gant+ AGG626 p, p)) i (xM? +A lx, x p's p) Y 


(11.97) 


因为 MM 沁 1， 上 式 右边 第 二 个 方 括号 内 的 第 二 项 可 以 忽略 。 把 (11.96), (11.97) È 
A 01.94) FẸ: 


AG, Xis P's p) =x, h? +A (X Xr P's D) (11.98)a 
可 (xi xa P’, p) = (2 (y: p'- Y*p) -XY P) - t) (yp —Y°p) 
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+x,Y* p) +2im (G — 2xa) (ph — Pu) + 2x) pa) + mt Yus (11.98)b 


BRAL CD’, DRIM FERA: 


1 1-3; 
a 

fazı 

° 


| ase zivo arada, 
° 


Agt Cp’, p) = 


i 
16x? 


= , 2Bu(x1, x p’, p) 
BAG 165 p)) + 2 em ps }. G1.99) 

MEWA, p) 里 的 发 散 部 分 与 有 限 部 分 分 开 。 为 此 ， 首 先 要 选择 适当 之 减 除 
点 。 类 似 前 面 两 小 节 的 讨论 〔 见 〈11.64) 式 后 面 的 叙述 和 (11.85) 式 ] ， 我 们 要 求 
A (p, p) 的 有 限 部 分 在 减 除 点 之 值 为 零 ， 据 此 ， 可 令 发 散 部 分 是 : 


Lu= AR (p’p) ama (11.100) 


把 有 限 部 分 记 为 A(p', Pp)， 则 《11.99》 式 应 具有 如 下 的 形式 ， 
Ait (p, p)=Lut+AR(p’, p), (11.101) 


ECP) 和 JI (h) 的 情况 下 ， 我们 都 Pap 
ARPT MOFARE RAA w 
相应 于 图 9 一 10 和 9 一 11 所 示 的 情况 。 因 
此 ， 我 们 这 里 仍 选 定 粒子 动量 的 质 壳 作 为 
减 除 点 ， 即 

Yob/ = im, Y+p=im, , 


Bjb, Bp = p。 这 样 ， 与 图 11 一 8 对 图 1 一 8 
应 的 S 矩阵 元 为 ; 


CAIS ali) ~ups C- eA (p, p) us ek, Š%@(p'— p-k). (11.102) 


Yu k 


我 们 指出 ， 由 于 p’= p ， 所 以 按照 能 量 、 动 量 守恒 的 要 求 ， 必 有 = 0 ， 而 这 一 等 式 又 
包含 k* = 0。 因此， 三 阶 顶 角 的 三 条 外 线 都 在 质 这 上 ， 我 们 的 减 除 点 事实 上 是 ， 


Y+p'= Y+ p= im, (ü @ p” = p) (11.103)a 
k= 0，( 且 hk 也 为 零 ) (11.103)6 


正如 一 阶 电磁 过 程 〈 即 一 阶 光 子 顶 角 描 写 的 过 程 ) 不 能 实现 一 样 ， 图 11 一 8 所 描写 的 三 
阶 电磁 过 程 也 不 存在 ， 因 而 (11.103) 式 的 减 除 点 是 一 个 非 物 理 的 减 除 点 。 
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一 一 一 一 T 


现在 ， 把 (11.103) 代 入 (11.100)， 计 算 发 散 部 分 Lu 
Ln= AR (9, A 


AN 


toamnei tD j -一 j. fe 2iYy) [t 
+Inxi + In- apgr) am} 
(11.104) 
在 上 式 的 推算 里 曾 使 用 了 如 下 公式 [六 12: 
Ups Putips = imupsYhups (11.105) 
MER T. 3J Nt i O64Ë(y- p=Y*p=im)， 可 把 pu 换 成 imYp。 
把 (11,104) 代 入 (11.101)， 即 可 求 得 AE(p', p): 
1 l- x 
MRCP’, p) = AR Cp’, p)-La = erl J dx [e= iv) (m 
se AA] ) TEN De 2 


[ 注 1] 对 (11.105) 式 证 明 如 下 : 由 (1.143)o 式 可 得 


ups’ Yu Puups =im,,,, WupsYu Putp s = im, 
# Est y, Ip, 2 MB X (1.202) st; 
xy, Ë a e 
upsYu PA — Ups’Ups’) puups= ime 
s: 


PBNU, ERAEN: 
让 = 
psYutps’ ups’ Puups = im, 


s= 
Rattus = s 时 非 零 ， 故 有 


upsYpupsups puups = im, 
考虑 到 名 具 有 质量 量 岗 ， 所 以 上 式 成 立 的 条 件 邑 是 (11.105) 式 、 
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£ 工 一 %1 
iet 加 ma ) 
家 一 1 lax, 十 1 
16r? Ja I dxs{( ziw [ CT 


š. 
+e- iyn iat _ 


mt A) 


1 


za 
Í dx [aaa 88 L mt Cs 
0 


1 
ARo’, p) =E da 
Breg AG. xy p’, p) 


Bals, xn p's p) xł-4x,+1 
tiu ara nhar j (11.106) 
A(x xs P's p) xE +G) 


注意 到 (11.95)b 和 (11.98) 式 ， 我 们 显然 有 ; 


Alp’, p) prinT 0. (11.107) 


Ek, RME AF, p) 分 离 为 发 散 部 分 La 和 有 限 部 分 A, p), ARRE 
(11.101), (11.104) 0 G11.106), 


由 (11.104) 看 出 ， 
Le = LYps (11.108) 
其 中 ， 
1 1-1 
mtb | dss{ (nfst Inxs +t nr] 
— (11.109) 


z 
sbt- xD) 
m 


利用 附录 四 (29) 一 (32) 式 完成 上 式 中 对 x、 x 的 积分 ， 并 注意 : 


(1) 1 加 mhla), 《不 引起 红外 发 散 ) , 


Rm. 
12 十 1T2(T 一 Xi)2 


š 1-5 1 
fdz, | dxa- x)= f dxa- xat- a) 
0 ° ° 
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1 - o 1 
=- 二 1[d(x,-Dan(xi -1) = 二 [dymy= 1 fayny 
2 A 2 A 2; 


[下台 1 1 
= (desa-zoma-xo3= 引 desd-xDlnd-x 


此 种 做 法 是 奇异 的 )s 


G) İnt _ ， 分 母 上 的 ha 不 可 令 为 零 ， 否 则 引起 红外 发 散 


5 
rt (lx) 


这 样 ， 即 可 得 到 ， 


L= (+ 2 +3) (1.110) 


84 维 数 正规 化 


P 一 V 正 规 化 方法 在 QED 里 获得 了 成 功 的 应 用 ， 但 在 非 Abel 规范 理论 里 包含 着 无 质 
量 Fermi 场 ghost field, 336) ，P 一 V 正 规 化 便 不 再 适用 [过 1]。 在 非 Abel 规 范 理论 里 
使 用 的 正规 化 方法 之 一 是 维 数 正规 化 。 这 种 方法 便于 处 理 具 体 的 发 散 积分 ， 并 且 不 破坏 
理论 的 规范 对 称 性 。 维 数 正规 化 方法 对 QED 也 同样 适用 。 我 们 在 此 作 一 初步 介绍 , 希望 
对 读者 深入 学 习 有 益 。 

维 数 正规 化 的 基本 思想 是 : 


(1) 为 了 处 理 4 BJ Mi 2 Ry F(p)=|ak yG, D), KRYR — 4 fE 


较 小 维 数 的 n 维 空间 M， 的 积分 。 这 里 n= 4 -26, €> 0 是 一 个 小 正 数 ， 不 一 定 是 整 
数 ， 因 而 ”是 一 个 小 于 4 的 正 数 〈 不 一 定 是 整数 ) 。Mn 空 间 的 前 (” - 1 ) 维 是 空间 ， 第 
nn 维 是 时 间 ( 注 2)， 因 而 为 了 保证 空间 具有 正 数 维 ， 就 要 求 n 之 1， 


(2) 把 在 较 小 维 数 的 空间 M， 定 义 的 Feynman 积 分 记 为 F™(p) = J d"kf(h, p), 


它 是 维 数 4 的 函数 。 而 且 总 可 以 找到 一 个 足够 小 的 维 数值 NV< 4 ， 使 得 在 ”入 六 的 区 域 
《 维 数 空间 的 一 个 区 域 》 里 ， 所 论 小 "区 域 的 Feynman 积 分 F"(p) 收 化 
(3 》 这 个 在 "< 入 区 域 的 收敛 积分 F"(p) 可 以 解析 延 拓 到 n 为 任意 正 数 值 的 区 


[ 注 1] 参见 《基本 斑 子 译文 集 》， 第 四 和 集 w” p180， 科技 文献 出 版 社 秆 庆 分 社 ， 1981 年 > HERR, 《规范 场 
的 景 子 理论 导 引 》， RI29， 华 中 工学 院 出 版 社 ，1982。 
[ 注 2] 在 B 一 D 度 规 里 结论 正 相 反 : 第 零 维 是 时 间 ， 以 后 的 《n 1 ) 维 是 空间 。 
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域 (包括 n> 4 的 区 域 ) 里 去 。 因 而 我 们 就 具有 一 TERTTRERSEMERAH IA 
Feynman 积 分 3 
( 4 ) 这 个 在 维 数 空间 任意 大 区 域 里 收敛 的 n 维 Feynman 积 分 是 维 数 n Washa; 

在 x 取 某 些 正 整 数值 (包括 n= 4〉 处 是 这 个 积分 的 极点 。 当 n> 4 时 ， 这 个 n 维 Feynman 
积分 就 回 到 原来 4. 维 空间 的 发 散 积分 ， 而 这 时 ， 原 来 积分 的 紫外 发 散 性 就 表现 为 维 收 
ARDEN = 4 处 的 极点 型 奇异 性 。 我 们 把 这 个 在 任意 n 值 下 收敛 的 Feynman 积 分 记 为 
Fe(p)= 人 ear 六)， 它 就 是 原来 发 散 积分 的 正规 化 积分 。 因此 ， 维 数 正规 化 的 基本 
思想 归结 到 一 点 就 是 ， 把 4 维 闵 氏 空间 M 的 发 散 积分 (p) 定义 为 n 维 闵 氏 空 间 M。 的 收 
钱 积 分 Fs(p) 当 n 一 4 时 的 极限 : 


(Fo = a Ck, p))= lim( Fe(p) = 人 ar yy, anui 


此 式 左边 的 是 4 维 矢量 ， 而 右边 的 是 n 维 矢量 。 

怎样 把 "短信 区 域 的 收敛 积分 F°” (p) 解析 延 拓 到 n 取 任 意 值 的 区 域 里 去 呢 ? RA 
之 ， 怎 样 从 F"(p) 开 始 ， 借 助 于 解析 延 拓 而 得 到 正规 化 积分 F° (p)? 一 个 极 好 的 办 法 
就 是 对 FF”(p) 施 行 “ 偏 p 手 续 ” (Partial p)5 汪 13。 下 面 通过 实例 来 说 明 。 设 与 某 个 
单 图 图 对 应 的 Feynman 积 分 是 ; 


A pAr soso RAS 
F(p) =No fare e Bamm ta (11.112) 

TI (qi +mį- ie) 

l=1 
其 中 N( 4 ) 是 一 个 常 系数 ， 工 是 单 圈 图 的 内 线 总 数 ，gt 是 传播 子 动量 ， 它 是 积分 变 最 与 
外 线 动量 的 线性 组 合 ，hi、\ha\…h; 是 动量 & 的 矢量 指标 ， 它 们 都 取 1，2，3 ，4 之 值 、 
Aas )a………e; 是 动量 分 量 和 jy has eee hu f 80k, À> 0 。 利 用 附录 四 的 公式 例如 (6) 
式 以 后 某 一 式 】 合 并 上 式 分 母 的 工 个 因子 得 


1 pM ph 


Foy=NCO as | yay s fani wi Pua 
° 


ER , (11.113) 
° 


这 里 ， 
Q= g, (b, x, y, Zy sese) 
A= psp, mp x, Yy Zy eree) 
为 了 便于 讨论 ， 把 上 式 对 Feynman 参 数 的 积分 省 去 不 写 : 


CE1) 偏 p 手 续 主 要 取 自 杨 炳 钥 ， 量 于 扬 论 导 引 >，pp295 一 297， 科 学 出 版 社 ，1988 年 。 
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Aa RN2 ...... hàd 
ui huz khi 


Fe) -NOT H AE 


(11.114) 


MUOR3R3FRA BEDE, MEA Feynman RAER, BD F (p) 的 表 观 发 散 度 大 
于 或 等 于 零 ， 


D= 4 +h, tdrt +j- 2L> 0。 (11.115) 
现在 考虑 n 维 空间 的 Feynman 积 分 : 
khi kh: ...... kàj 
m a m , "s 
F™®(p) Ne) [ dh (11.116) 
RP, n=4-26, Bln<4, 353ML k 3 n 维 矢量 ; 
Kn ziko] 
n-1 n=l 
kè = kuku = Š kiki + hnkn = > kiki- kokos (11.117) 
£ $ 


VERE EHER n ft RC 1. AEn aN), WEO p) 的 表 观 发 散 度 
小 于 零 ， 


D=n+À i fÀ, + eeth- 2L< 0， (11.118) 


Rm, Fe (p) 是 一 个 在 n<NN 区 域 的 收 伍 积 分 我 们 的 解析 延 拓 办 法 是 对 厂 ”(p) 反复 
施行 偏 p 手 续 , 使 Fo”(p) 在 维 数 空间 的 收敛 区 域 逐 渐 扩大 .为 此 , 引入 解析 延 拓 算 符 4 
它 的 定义 是 ， 

n 


AÆF™ (p) = Nom f dm > J 


FT hu (11.119) 
u=1 C 


hi- 2h-Q FAJE? 
这 里 ， 


15: 2 
—2 — k= 1. (11.120) 
m bhy " 


因此 ， 按 照 (11.119) 式 , 4" 作 用 于 mn 维 Feynman 积 分 ， 只 是 在 其 积分 号 下 插入 因子 1 ,并 
不 改变 积分 结果 ,由 于 FF””(p) 是 收敛 积分 , 故 可 把 (11,119) 式 之 求 和 号 提 到 积分 号 外 : 


] Aei 
$ 


1 3 
AÆF™ = 一 N 二 
Q) =+ Ne) fara [ GETOETS 


(11.121) 
usi ku 


[ 注 1] 关于 Yu 矩阵 推广 到 + 维 后 ， 它 们 的 代数 关系 详 见 附录 四 《15) — (20) X Hys METER Hint, 
RHENE 《规范 声 的 量子 理论 导 引 》，p140。 
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现 将 上 式 对 ku 进行 部 分 积分 ， 


oF 1 =. ə khi khi RÜ 
Fe) =L S No) [sis |a, [2k] l: 
w4 [ee . Jar DE 
kuki khz eesse phi | ku= +o0 
= DT a ea e 
TD Nfa a{[ hh On ) 


k= -oo 


afaki A al Sen ss w 
f dhuku AGA y, 01.122 


因为 1+ 和 + 和 Hoere ALN HA, +À, Horee +A <2L, MABE: 
l+) <2L, 31<x<j; 
或 1<2L， 当 * 不 取 从 1 一 j 的 任何 值 . 
换言之 ， 在 (11.122) 式 右边 积分 号 下 的 第 一 项 里 ，k, 的 筹 指数 为 负数 ， 因 此 ， 
kakà; hhi hh; 人 + oo 


[m= 35007055 Ja... O? 


这 样 ，(11.122) 式 简化 为 下 式 : 
: hhi hhi a... kAd 
Fo (Cp)= - LË a E Ps: PEN Gast San SSS Ay, 
AF™ (p)= - 1 5 No) Ja k kazi [aoa ] 


pel 
hha kha sesse hÀ 
1 ə ð E] ui hs Hí 
-4 pT De EN RE WR | at Napa A 
四 No) | k (hs; + hap + +Z) 


LAs HÀ toe +Ay Feocpy +2LF mp) 
n n 


2L khi hiss KAJ 
+ŽLN m |w a oras G@-Q- A). 《11.123) 
按照 4 的 定义 (11.119)，A*FY(p) 三 FY(p)， 因 而 上 式 给 出 ， 
' 


(k.Q-A), 


2L 
AERE F 
人 maano | [本 二"OTAJET 
(11.124) 


此 式 右边 的 积分 收敛 的 条 件 是 : 
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D=n+À +A +a 


+M+1-2(L+D<0 


即 n<2L— (Ai +Àg t eere HA) + 1, (11.125)a 
而 从 (11.118) 式 可 知 ， 在 进行 偏 p 手 续 以 前 的 F™(p) 化 的 条 件 是 ; 
n<2L- NtAst eere HAG) a (11.125)b 


因此 ， 经 过 一 次 偏 p 手 续 以 后 的 积分 4"F (p), fett 2 a hy Be S R e RK (11.116) 
式 定 义 的 积分 (p) 扩 大 了 “+ 1”。 对 《11.124) 式 的 4F”(p) 再 施行 偏 p 手 续 ， 


2L 
pa 
TREE 


kQ- A) 


) hh: kà; s... 有 


mn 2 2 
xN fan ($3 网 二 3GTAJ5 


i Oka 


似 从 (11.121) 
[la Aè |Y LEI -A-A edy 1Fe(p) 
n 


khi 


2L 2(L+1) Nen) farr = 
n 


kQ- A)? 
二 r 0-0) 


RE- 2k Q FAJE 


kà: khpe -hài 
= 2keQ +AT 


2L INe fark — As G1.126) 


C HIM th +a FN S2L n 


BDA ASF99 (p) =F (pb)， 故 上 式 给 出 ， 


1 
AAF™ cp) = 
sp. [Cn 十 和 +À I+ tAg = 2L)(n+À + A+ eese Ag = 2L- 1) 


hhi hiss RD 
" : 
xf2LOL+ÐN fa k EO Q-A) 
hài Ia 有 


一 Wk: V 
2LN e) | drh ri 


a} (11.127) 


根据 表 观 发 散 度 刀 < 0 的 要 求 ， 不 难得 出 上 式 右 边 的 两 项 积分 收敛 的 条 件 均 为 
n<2L- (和 :十 :十 十 Ni) 十 2 (11.128) 


此 式 与 (11.125)a RERA KA p FRUE RAAF (pb) 在 维 数 空间 的 收 
剑 区 域 ， 又 比 只 经 过 一 次 偏 p š iñ AF7 (p) 扩大 了 “+ 1, XF (1.116) 式 的 
F (p) 8964108 + 1) 次 偏 p 手 续 就 得 到 : 
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 ASF% (p) 


= 1 — 
O (ntÀ +A + th 2LICntA that +À S 2L-1) Cn 二: 十 十 72 三 -了 


pH 
x DNDN). (11.129) 
i=l 
Rp, BEEREK, N. (L) — 3639 K3, (p) k— okk y, REREN 
空间 的 收敛 区 域 是 
n<2L - A, À, es. A+B +1 (11.130) 
B+1 
当 B-> 吕 时 ，Feynman 积 分 A*A PF (p) >e 的 收 化 区 域 就 扩大 到 整个 维 数 空 
Bl. j 


此 外 ， 观 察 (11.129) 式 右边 的 (B+ 1 ) 个 分 母 因子 ， 并 注意 (11,115) 式 可 知 ， 对 于 
任意 给 定 的 ”， 总 可 以 在 这 些 因子 中 找到 一 个 因子 


n+À +À tee tÀ- 2L-B 0 <B'<B 
EME 
lim (n+ A + À, + +M —-2L-B)= 0, G1.131) 
n>4 
综合 (11.129) 一 (11.131) 诸 式 ， 我 们 已 将 (11.116) 式 的 Fw (p) 经 过 偏 手续 解析 延 拓 
E B+1 
到 整个 维 数 空间 ， 使 之 成 为 44%……A*F 9(p)lp>oo， 它 是 一 个 对 任意 维 数值 均 收敛 
的 积分 ,但 在 n = 4 #n n 取 某 些 正 整 数值 处 存在 极点 型 奇异 性 Cn = 4 以 外 的 极点 同样 可 


B+1 
从 (11,129) 式 的 一 系列 分 母 因子 看 出 来 ] .因此 ，A"A4*………AF "(pp)|p>yoo 就 是 4 维 空 
间 发 散 积分 (Pp) 的 正规 化 积分 ， 我 们 把 它 记 为 F(p)。 如 前 所 述 : 
AF mp) = Pp), 


因此 ， 
B+1 
Fe(p) = ÁA AoF mY Cp) |, =F™(p), (11.132) 
voo 


Ji B F (MEERES ALUORHEF® (p) 一 致 ! 但 它们 的 收敛 区 域 并 不 相同 。 
(1.116) AÉ F (p) R En< N ff behkikr ek; TALDEAA” (p) 则 在 整个 维 数 
空间 收敛 。 因 此 ， 在 进行 实际 计算 时 ， 我 们 就 取 下 式 作为 F(p) 的 正规 化 积分 

ITIS A 


EEES aiis 


Fee) = Ncn) |a" 


其 中 的 可 以 是 任意 的 正 数 。 1) 
CE1) nm 也 可 以 是 复数 ， 详 见 刘 连 考 评 。《 规 范 杨 的 量子 理论 导 引 》 和 《基本 粒 于 译文 集 ?， 第 二 入 或 第 四 入 。 
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85 在 维 数 正规 化 里 发 散 的 分 离 
在 本 节 里 ， 我 们 将 详细 介绍 怎样 用 维 数 正视 化 处 理 2(p) MACD’ p), WT 
给 读者 去 做 。 


C) 二 阶 电子 自 能 部 分 


为 了 截断 红外 发 散 ， 在 (9.84) 式 右边 的 光子 传播 子 里 引入 质量 参数 《在 重 整 化 后 
u> 0), Hiki9 FÇ, 


Zep) = -二 工 [dk = 1 -i 
(p) ==] Yeni pb im "EF p” 
将 此 式 分 母 有 理化 : 
Ep) =i [dkYCY (P-k) +im)Ya __1 I 
m gj Ç ITETIEETOSSEK”EN"Q (11.134) 


按照 (11,133) 式 ，Z(p) 的 正规 化 积分 是 : 


e (p= í [arg YEY p-k) +imyu 1 
>° (p) = | [Er +u” (11.135) 


对 于 任意 的 正 数值 + Z° (p) 均 是 收敛 积分 ( 除 极 点 外 )， 因 此 ， 原 则 上 可 对 任意 的 维 数 
7 来 计算 Z° (p)， 但 为 了 便于 计算 ， 我 们 对 小 于 4 的 某 个 整数 n (这 时 ，” =4-26) 
来 计算 Z(p) 《今后 也 都 如 此 ) 。 由 附录 四 公式 (16) 和 17)b 易 得 ， 
YrLY* (p-k) +im]Ya = 2(€ — DY (p— hk) +nim, 
将 此 式 代 入 (11.135)， 并 注意 z=4-2E: 
0p) =— 2: € Í gw Y*(p— h) — im 
RIP) (27)”. a KITETT) 
2i_ {mn, Y°(p-k)—2im 
Wu 《CE 
类 似 §3 的 做 法 ， 使 用 附录 四 公式 (7 ) 把 分 母 倒数 表示 为 对 参数 a1、as 的 积分 (这 时 , m? 
和 4* 里 的 小 虚 部 一 is 均 要 明显 地 写 出 来 ), 并 引入 n 维 辅助 矢量 FY， 把 分子 表示 为 如 下 的 
导数 ， 


(11.136) 


Ye (p-k) — 2im = [- ive- 2im) exp [r-o s. J l: 2 


这 样 ，(11.136) 式 成 为 ‘ 


oo 
Ze(p) = ES | f daidaserp[- i(a,(pt+m5+a,pnt )) 
oo 
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%* [- iy». Ka — im J exp [iv -p ) fak exp (i (- (a, +a:)k? 


+ 2Ca,p-Y/2*k )),., 


+ a| [dodas exp [- i (ai (pt +m) +a )) 


x [iv -zim J exp iY:p ] fark exp l: C (a, +a:)k? +2Ca, p 
-Y/2-,)]|.... 
利用 附录 四 公式 (35) 完成 上 式 中 对 大 的 积分 : 


__21E pij% da,da, 
DF) COLA Ai sfe 十 az)2-e 


xep[- i (ai (p*+ mè) + ant) 


x- 


+ (+ iy jj: dada, exp[- i Caico? +m?) +a )] 


Hazm" 6 (ai 十 as game 
-iy -2i i (Y. p Ep Y /232 
“(i |, anen 


求 出 上 式 中 对 了 的 导数 ， 然 后 作 变 数 车 换 : 
Q1= XN, 
a,=(1- x)n, 

M) (11.13) RRX: 


Ze(p) = ZETE j= ([a- awp- im) 


x Jee[-mcer +m*) + (1 — xp -xp]dn} 
° 


+C Da{la-or 2- oj 1 


xexp|- in(x (p?+m?)+ (1 -x)p?- x? p? )]an } (11.138) 


ATERERHANN HRH, RNE 


x(pt-+ mt) + (1— x)n3— xtp? = D(x, p), (11.139)a 
并 令 
inD(x, p) = p, (11.139)6 
因此 ， 
p dp 
——-. dm = —n u +139. 
Dep? Dep 115139) 


为 了 确定 HRAM, BAE RHR- B ib S H3E. RE, READ, p) -ie 
去 代替 (11。,139)c 式 中 的 D(x, p), 


p sP 人 i 
iCD(x, p)~ ie) D(x, p) í C1-ie/D(x, p)) 


=-iQ+ie h 1.140) 
i i De,’ (11.140)a 


BH- i= cos $- isin 了 1+ie/=cos80+isin88，(80->0+), 故 有 


a 
-iati sei T hoot = e% G1.140)5 
其 中 ， B<. 把 (11.140)5 代 入 〈11.140)a 可 得 ; 


P 


D, p) ° (11.140)¢ 


n= e“. 
即 当 n= 0, P =nD(x, p)e®= 0; Mno, P = coe 外 ,这 样 ,根据 附录 四 《41》 式 ， 
可 把 (11.138) 右边 对 m 的 积分 写 为 


co eee 


eip Dwm Ddy 一 MEE NES r db. D 
fa £ h Janen iD (æ, p) 


set 
<= L. Losa a s — PCG2 
za e dp = GDG, pe arun 
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HERRA (11.1389) 就 得 到 : 


1. 
e) -2E (i Lr y G- x)Y*p- im 
Sp aa Ce) fz ‘ef Y TAPE m) + 1- xut- xt pŠ 
2 € i ( ) 
-— (y HY po 2im o, (11.142 
Cp) i5 Mofas Cx (p+ mt) + (1 — x) B: — xtp’ O33442) 
HERRE, 3 €3r0,-1,- 2 , Z° (p) ik OB, € = 0 点 就 对 应 于 n= 4 


点 ， 在 此 点 T(E) = 志 导 致 2*(p) 有 极点 型 奇异 。 Bit, WHE E> 0 点 来 减 除 发 散 。 
(11.142) 式 右边 与 E 成 比例 的 项 可 以 忽略 : 


1 
-1 1 (1 一 x)Y* p= 2im 

d. 143 
BE € X TapE mD + (= x)ynt— pe Ga 149 


Z° (p) = 


为 了 把 <(p) 里 的 发 散 部 分 和 有 限 部 分 分 开 ， 我 们 选择 粒子 动量 的 质 沉 
YP= im 
作为 分 离 发 散 的 减 除 点 《理由 见 § 3 ) 。 令 Zs(p) 在 减 除 点 之 值 为 As 


1 


Tim |， (11.140)a 


nEle -tf da 
A p psim — Sm zl LA- hit me ksi 


完成 上 式 对 x 的 积分 〈 注 意 被 积 式 分 母 趋 于 1 》 可 得 ， 


= int, (11.144)b 


应 注意 ， 我 们 在 E> 0 (1 -> 4 ) 点 来 分 离 发 散 ， 但 在 重 整 化 以 前 ,发 散 部 分 要 保持 有 限 ， 
(11.144)8 式 里 的 E 不 趋 于 零 。 类 似 (11.56) 一 (11.59) 的 讨论 ， 我 们 现在 有 以 下 二 式 ， 


[zo -AJ— = (Ye p- im) Elp) eos (11.145) 

[>o = p]. = (y*p- im) ÈI (p) k-o» (11.146) 
因此 ， 在 E~ 0 点 有 : 

了 (p) = A+ (y* p— im) B+ (y* p— im)127(p), (11.147) 


由 (11.146) 式 可 得 ， 


B=? o , 


iy'p=im 
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HERRA (11.145) ， 


=; =: _ Ye 
vo Pigia 


X l-x — 2m*(x — x°) 
afe < + ra), 
(11.148)a 
利用 附录 四 GD RM (32) 式 完成 上 式 对 x 的 积分 ; 


= ta tt 2). (11.148)6 


如 同 在 《11.144) 5 式 里 一 样 ， 上 式 右边 的 € 在 重 整 化 完成 以 前 不 趋 于 零 。 按 照 (11.147) 
式 ， 在 E~ 0 点 把 发 散 部 分 A+(Y*p-im)B 从 Zs(p) 里 减 除 掉 ， 剩 下 的 就 是 有 限 部 分 
Ze"(b) = (y:p- im)22/(p), 因此 , 


Erp) = [Eso - A= vep- im) B) 


eos 
把 (11.143)、《〈11.144)a、《〈11.148)a 代 入 此 式 ， 并 令 
g=o(x) = (1— x)? + mt xt, (11.149)a 
t= (x, p) =x(p'+mt)+ (1— x): xt pa, (11.149)b 
即 得 ; 


1 
gov = (OY po 2im , imQ+x) _ (°p im) (1-*) 
Zp) rake Er kr r= 


2m* (y: p- im)(x — x) 
amiezii - 


' 
Pe d esi e 
< 起 | 二 (CQ-oYp-2imoe+timdtaar 


- (Y° p— im) (1— x)ot + 2m' (y* p- im) (x — x3) € z) 


Ee—>0 


上 式 之 被 积 式 是 一 个 型， 我 们 采用 罗 毕 达 法 则 来 确定 它 ， 将 分 子 、 分 母 分 别 对 E 求 
导 ， 并 对 求 导 结果 取 极 限 E -> 0 ， 由 此 得 到 : 


2p = E} dx {C0 yep- 2inlno tim(l+ lnr 
8T2 A 


2m (Y+ p — im)(x — 3) 


— (y: p— im) (1— x)]n+ + z 


ade- ov- 2imJln-Z- 2r- p- ms (1.150) 
r 

把 11.149) 代 回 此 式 ， 就 得 到 2"(p) 的 明显 表示 式 ， 所 得 结果 与 《11.64) 式 相同 。 这 

说 明 ， 无 论 用 什么 方式 正规 化 ， 发 散 积分 的 有 限 部 分 是 唯一 的 ， 不 因 正规 化 方法 不 同 而 

改变 。 但 发 散 部 分 的 形式 则 可 以 有 差异 。 选择 E ~ 0 的 适当 方式 ， 使 得 ; 

1| I M: 


Ele m? r> 


Tgrt 


则 (11.144)b 和 《11.148)5 分 别 成 为 : 


A = SEE tE, C1.15D) 
和 
> : A 
B-z mM amt + 2). 01.152 


此 二 式 分 别 与 〈11.55) 和 (11.60) 相差 一 个 常数 项 ， 对 A 这 个 常数 项 是 ; 
3im 1 
16r? 2’ 

对 B， 这 个 常数 项 是 ; 


-1 
16r? 2 ° 


Jor 


, 


但 这 种 差异 并 不 改变 发 散 常 数 A 和 了 的 发 散 程度 ， 正 如 8 3 开始 所 述 ， 这 种 差异 是 允许 
的 。 


(过 意 ， 严 格 说 来 CE)s 羡 ， 因 为 Fa e a+ Sene seso 


时 ， 此 式 给 出 : MOs EU- Y€) yo 直人- 其 中 ,Y=0.5772 ee 称 为 


Euler 常 数 。 这 样 ， 在 2(p) 里 就 加 入 常数 Y, 使 其 有 限 部 分 具有 不 确定 性 。 这 种 不 确定 性 
与 正规 化 无 关 ， 事 实 上 ， 在 原来 发 散 积分 里 ， 有 限 部 分 就 具有 不 确定 性 。 要 消除 这 种 不 
MEH, BARRELI. SLAR, 《量子 场 论 导 引 》， P 302， 科 学 出 版 社 ， 


1988 年 ]。 


CE1) 见 王 竹 溪 、 郭 教 仁 《 特 殊 函 数 扫 论 》 p110. 
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(二 ) 三 阶 顶 角 部 分 
Æ (11.6) 式 里 引入 截断 红外 发 散 的 质量 参数 上 


Ap p) = 二 ie faser 1 二 及 = 1 
KORD l Etu yp FR im Py pR- im" 


= Die? (qip Y<CY* (p' HR) + im)yuCY * (p + k”) +imys 
re KEELEN HRN + mF k) :+m bg 
按照 (11.133) 式 ， 相 应 的 正规 化 积分 是 : 


ASE(p/ = — et (gnprYrCY* (p + k”) + im) Yu (Y° (p+ h”) + im)yz 
E p | 《Ra 十 2 一 到 ) Cp +h tm ieI Cp+h) :+ mie) 


(11.154) 


这 里 把 质量 平方 中 的 虚 部 写 出 是 为 了 把 传播 子 分 母 的 倒数 参数 化 : 


. cocooo 


1 
(RT iD TR) Tm ip hm i offer dadas 


xexp[-iai( h't+ut- ie )jep[- ia,((p'+ k2)t+ mt — ie)) 
xexp|- ia,((Q + yt + m = ie)), (11.155) 
利用 附录 四 (17)a、(18)a、(19) a 三 式 可 将 (11.154) 式 之 分 子 化 简 如 下 ， 
YY (p' +h)+im) YCY* (p+h) + im)Yy, = — 2y=X(p+ k’) Yuy. (p’ +k) 
+4im(p+k')u+4ím(p'+ k')u- 2mt (€ — Yn+2€EY* (p+ hk) Yny* (ptk) 
-2€imysy" (p+h’)—2€ imy* (p+ hk’)Yp, (11.156) 
并 通过 对 辅助 矢量 Y、Z( n 维 矢量 ) 的 导数 来 表示 分 子 : 


a 
11.156. 2Y:— a -二 一 2m2 一 
《11.156) 式 右边 = Pr; YD 
9 9 9 
-2€Y: - -2€ . -2€ *. 
Yz“ 3y MYY 未 mY | 
xexp[i (YCp+h) + Zp kn) ，。 (11.157) 


把 (11.155)、(11.157) 代 入 〈11.154)， 利 用 附录 四 公式 (35) 完 成 积分 | div， 然后 求 


出 对 了 、Z 的 各 项 导数 〔 注 意 把 (11.68)c 式 后 面 指出 的 两 点 推广 到 n 维 情形 使 用 ， 并 
按 附录 四 (12) — 04) 式 作 变 数 苦 换 ， 由 此 得 到 : 
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1 1-x1 °° 
Eo, p) = EL (i S cdnf{ 2 E-D 
ARD’, p) 和) je I k dnf "wa 
+2Y°Cxs(p’— p) — xi PDYuY*[(p” — p) — xx (p” — p) + x p) + 4im 

XCC- 2x) (Pi - Pu) +2x pu) 2m5(€ — D YaJe mG, ，(11.158) 


这 里 的 4(x1, xz p', pp) 由 《11.98)a 式 定义 .因为 我 们 要 在 E> 0 点 来 分 离 发 散 ， 故 在 上 
式 里 已 将 正比 于 € 的 项 略 去 ， 现 在 来 看 上 式 右 边 对 1 的 积分 ， 因为 4(x1, xs p's p) Etb 
含有 虚 部 “- ie”， 故 类 似 从 《11.139) 一 (11.141) 的 做 法 可 得 : 


Pen oog? 
Erie-inAGuznp Ady 1 e-ie-pd 
h OO ON A xo P, zpr | Pp ee 
re x 
== v Z 11,159; 
ED l<, O13598 
e oo"? 
teiden p, == 1 erD-ie-pd 
ja tarar pI | T 326, 
(E +1) z 
= 一 = 11.159)b 
GA, ea p p lel<= (11.159) 
把 (11.159) (ÇA (11.158) 得到; 
ESAN A z 1-1 r 
ASC sien i y Í d d. xe- _— ME) 
E p) | “| «sf2ic€ Dae pe 


+ (2Caa (ys p'-Y* p) — xi Y PIUCA -= xa) (ye p'-Y*P)+x Yep] 
E+) 
二 4iniC(1-2xa) (pi - pu)+2x, pu)-2 (€ -1)m? SEE en } 
(11.160) 
与 $3 第 (三 ) 小 节 的 做 法 一 样 ， 我 们 仍然 选择 非 物理 的 减 除 点 〈11.103)， 此 外 ， 
在 维 数 正规 化 里 ， 应 当 在 E ~ 0 之 点 来 作 减 除 ， 因 此 我 们 有 : 


i sm 
Lu= ARC’, p) s= 0 =a f ax 
lyp =Yop=i 167? 
zx; ° ò 
(-2iyw + 2mèyux}-8m? yux, + myp)] l C 
x{ DE et + [2maYaxi-8mzyYnxa my) erac jer} 
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1- = 


1 
3 一 
= ie jx， Í dx- ziyof _ 1 ml-4x1+1 
° 


16r € [a(x,)]5 [a(xz,)J°*! 2 e-o 
(11.161)a 
式 中 ，a(x1) 由 下 式 定义 ， 
acD = A zs PD y ypo tma- xo, (11.161)b 
完成 《11.161)a 式 中 对 x,、x: 的 积分 ， 并 注意 ; 
1 š š 
XI— 4x1+1 ME: EAE 
fas | dm = xD mt m? "m 0 
即 得 ， 
i= (E+ zint, +t), arend. 
+ 
1 =a M| 
€ | y: 


就 可 把 〈11.161) 式 与 (11.110) 式 比较 ， 二 者 在 形式 上 有 微小 差异 ， 但 均 为 对 数 发 散 
常数 。 类 似 于 11.101) 式 ， 我 们 现在 有 : 


Monsp | a taro), (11.162) 


> 


ABG. p) = [Ag (97, p) - Lu) eo (11.163) 


把 (11.160) 、 (11.161)o 代 入 (11.163) , RPA ARCH’, p), 


1- = 


Ag ds CET T E | 4. 
| Cam [= DE 
£ ; Bu(x1, X2, P's p) xi = 4x +1 
_ _]+[- Bazi Xu PP p) (gov) me 
k. [ CA J, 


15% 
Cala) JE- [AG xr, p, p) 38 

J i REN 
| i 
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+ BalX1 X p's p) Ea al SA } 
(xb xo P's p) 


` (11.164) 
Pru a-z) °? 
m 


此 式 右边 第 一 项 是 4 型， 用 罗 毕 达 法 则 确定 后 得 到 


1 $= 
š 1 + mt : 
Ari pa fa f d: I Z iB! mt(1- xi) 
PARP) GA m kasa Aapan pp) + 
, Hes 
Eltete Pb) y A (11.165) 
(Xis Xas P’, p) rt x): 


在 上 面 的 计算 里 ,凡是 对 计算 结果 没有 影响 之 处 , 都 直接 令 E = 0.(11.165) 式 与 (11.106) 
式 完全 一 致 ， 这 再 次 证 明 有 限 部 分 与 正规 化 方法 无 关 。 


86 二 阶 电子 自 能 部 分 的 重 整 化 


前 面 我 们 以 旋 量 电动 力学 里 的 三 个 最 基本 的 单 图 图 为 例 ， 介 绍 了 两 种 正规 化 方法 。 
如 本 章 开始 所 述 ， 正 规 化 是 进行 重 整 化 的 第 一 步 工 作 ， 重 整 化 的 第 二 步 工 作 是 要 重新 定 
义 参数 和 场 算 符 ， 把 前 面 分 离 出 来 的 发 散 部 分 吸收 掉 。 我 们 仍然 以 上 述 三 个 单 圈 图 为 例 
来 进行 讨论 。 本 节 讨论 电子 质量 重 整 化 和 电子 波 函数 重 整 化 。 


(一 ) 裸 量 与 物理 量 

在 量子 场 论 里 ， 粒 子 的 质量 、 电 荷 ( 一 般 地 ， 相 互 作用 琳 合 常数 ) 都 是 作为 参数 引 
入 到 理论 里 来 的 。 这 些 参数 的 值 最 终 要 由 实验 来 确定 。 然 而 , 场 论 里 存在 的 发 散 困难 , 究 
其 原因 ， 在 于 粒子 的 自作 用 电子 自 能 、 真 空 极 化 等 ) 导致 质量 、 电 荷 等 发 生 一 个 变化 
am 和 be。 这 样 ， 质 量 、 电 荷 等 物理 量 就 都 被 分 成 两 部 分 ， 其 一 是 固有 质量 、 固 有 电 
荷 ， 其 二 是 由 于 电子 自 能 、 真 空 极 化 等 导致 的 变化 3m、 de, 

以 质量 为 例 。 在 自由 场 理论 里 ， 我 们 研究 一 个 没有 任何 相互 作用 的 场 ， 因 而 可 以 认 
为 ， 场 量子 只 具有 固有 质量 〈 裸 质量 ) 。 直 到 转 入 相互 作用 图 景 以 前 ， 在 Heisenberg 场 
方程 里 的 粒子 质量 仍 为 裸 质量 。 现 在 ， 我 们 特别 把 裸 质 量 记 为 ma， 则 相互 作用 场 方程 
(8.9) 应 明确 写 为 : 


(nga +m) j = ieYup Au, (11.166)a 
Yu0n— m) = — ie$yn Aus (11.166)b 


如 果 我 们 在 以 上 二 式 两 边 分 别 加 一 项 Sm 和 一 站 Sm, 并 认为 电子 总 质量 ma 是 裸 质量 ms 
与 自 能 质量 5m 之 和 : 
ma=my+ bm, (11.167) 
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A (11.166) RRA FR: 

(Ynðu+ ma) Ü =;eyYub Aut Š mj, 

Feru bu- ma) = — iefyuda— Fòm, 
38383 Jy PE BHHHTL EJE BI EtBI, 363UF3060882 SZAR, AMEN E 作用 
图 景 里 以 上 二 式 均 是 线性 齐 次 方程 式 〈 见 第 九 章 ) , 

(Yuðu tMg) Y= 0 ， 

Ferða- ma) = 0. 
因此 ， 当 转 入 相互 作用 图 景 后 ， 粒 子 质量 应 理解 为 总 质量 (物理 质量 ) ma。 此 种 考虑 可 
以 推广 到 所 有 的 参数 和 场 算 符 。 这 样 ， 在 转 入 相互 作用 图 景 以 前 ， 场 方程 和 Lagrange 函 


数 密度 里 的 所 有 量 都 是 裸 量 ， 而 在 转 入 相互 作用 图 景 后 ， 则 都 是 物理 量 。 引入 以 下 记 
号 ， 


物理 量 ( 重 整 化 量 ) 裸 量 ( 未 重 整 化 量 ) 
42 + 
ye + 
AR A 
ma mo 
oa es 
按照 上 述 记 号 ，〈8.7) 式 应 重新 写 为 ; 
= - Wunt mhh- LA Ayd Au + ieo WA, (11.168) 
ZF1= ~ Erie Yuh Au (11.169) 
而 在 转 入 相互 作用 图 景 后 ， 以 上 二 式 成 为 
Z= -PË Yuba + ma) 4E- a ARO, AB +ieaWEya dB AR, 011.170) 
Zr=-Er=ienp yu YE AR. 1.17) 


C) 电子 全 传播 子 的 二 次 近似 和 链 近似 


eY~eY 散 射 的 二 阶 直接 散射 图 是 图 9 一 8 ,现在 把 该 图 动量 记号 改变 如 下 ，h, p, 
Skis puk, p'u pug> p. 按照 本 章 引 盲 里 约定 的 Feynman 规 则 ， 与 该 图 相应 的 S 
矩阵 元 为 ; 


ASD = em 3 Eent eny) 


1 

er — 

y vik] Vy: 
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x SE(p) (~ enYo) — Z= Yz = 记忆 Rs PO th = ps— hs), 
01.172) 

由 于 我 们 现在 的 2Zz 是 〈11.171) 式 ， 故 《11。.2) 式 里 的 m 和 e。 ， 都 要 明确 用 记号 ma E 

ep。 这 样 ， 将 (11.2) M (11.172 HM, RAFE 


AS SD = eo a et, L yma 
ASS. rgiel E 


Upsz 


X (— enye) {Sr Cp) + Sep) (— eh ECIS) Jerv) = 


VE 


1 
YZF Nga | eka, P O(P th - Ppa- hy, (11.173) 
此 式 对 应 的 Feynman 图 是 图 (11 一 9) . 


其 中 的 传播 子 SP (p) 由 下 式 确定 : a 


SP (p) = Sr(p) 


+Sr(p) (— ek Z(p)3S;(p) 。 


(11.174) À ii 


因此 ， 到 eY->eY 散射 的 四 阶 效应 为 止 ， 电 子 传播 子 受到 的 修正 是 ， 以 SPORE 
阶 近似 时 的 Se(p)， 倘 车 计 入 整个 微 扰 级 数 对 eY>eY 散射 的 贡献, 则 电子 传播 子 受到 的 
修正 将 是 以 全 传播 子 SF(p) 去 取代 图 〈11 一 9》 中 的 Sf*”(p),Se(p) 可 用 图 形 方程 表示 
如 下 


"SC -ekZ(p) 


Sp) Sp P) Sto¥ hsr SOY 
——- — + h N + 
S Sa SER a SENIN EN 


SP (p) 称 为 全 传播 子 S5(p) 的 二 次 近似 [Se(p) 是 零 次 近似 ]， 它 是 在 零 次 近似 基础 上 插 
入 二 阶 电子 自 能 部 分 [一 ek 2(p)3 而 得 到 的 [ 见 (11.174) 式 ]。 如 前 所 述 ，Z(p) 是 一 个 
对 数 发 散 的 积分 。 为 了 弄 清 这 个 发 散 积分 的 物理 内 容 ， 并 通过 重 整 化 吸收 它 所 包含 的 发 


散 部 分 ， 需 要 研究 全 传播 子 的 链 近 似 S5(p) 。 
所 谓 全 传播 子 的 链 近似 ， 可 用 图 形 表示 如 下 ; 
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+ 


和 ,Dt 
YA 1.179) 


利用 本 章 引 言 里 的 Feynman 规 则 ， 可 将 (11.176) 529: 
Sp) = SCP) +Se(p) C- ek Z(p)3SkC(p) 


+Sp(p) C- ek Z(p)3Sr(p) C- eh Z(p))Ssr(p) 十 (11.177) 
或 将 上 式 改 写 为 ; 
p= leap 1 _' 
EP T5710p) sip he (PY sa 
L. CERED Ilek gi eee 01.178) 
taie Aig AO ipy š 
AHHAR: 
l llol+tlpliopl-lolploltw (11.179 
S a 9 SU a a S 8 9 0 a 
可 得 : 
SO) = 1 二 (11.180) 


SeIO)+ekEG) Yep- imp- eh2(p) 
由 $2 ， 第 〈 一 ) 小 节 知 道 ， . 

limSre(p) = ZC), 

gm (p) (p) 


应 当 指出 ， 此 式 左边 的 极限 对 发 散 积分 的 有 限 部 分 没有 影响 ， 而 发 散 部 分 按 对 数 规律 趋 
于 无 限 大 ， 我 们 在 重 整 化 后 取 极 限 ，Z“*(p) 就 等 同 于 2(p)， 而 发 散 部 分 完全 被 吸收 
掉 。 因 此 ， 从 重 整 化 的 角度 来 看 ，(11.180) 右边 的 2(p) 可 以 用 >"(p) 来 代替 。 这 样 ， 
把 〈11.61) 式 代 入 《11.180) 式 可 得 ， 
So) sl — 
Y*P- ima ehA —- ek(Y*p—- imp) B- ea(Y*p- ima) Ep) 
(11.181) 


此 式 便 是 在 正规 化 以 后 ， 电 子 全 传播 子 的 链 近似 表示 式 。 


(三 ) 电子 质量 重 整 化 
如 第 五 章 所 述 ， 对 于 全 传播 子 的 零 次 近似 Se(p) 来 说 ， 迄 今 已 知 的 物理 粒子 是 一 个 


CA) 公式 aD 证 明和 如 F: i= rtre T 


即 得 《11.179) 式 。 其 中 和 岂可 以 是 算 符 、 和 矩阵 或 通常 的 数 


TE PE PUE 
batata’ ryp mnata, 
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数学 意义 下 的 极点 .在 转 入 相互 作用 图 景 以 前 , Se(p) 的 极点 是 Y* p= imb， 而 在 转 入 相互 
作用 图 景 之 后 ， 其 极点 是 Y*p= ima, BÆ (11.18) 式 表 明 ， Se(p) 的 极点 已 发 生 移 
动 ， 并 已 远离 物理 质 沉 Y*p= ima. 让 我 们 来 估计 这 个 移动 。 当 Y*p 广 ims 时 ， 精 确 到 二 
Br RC DRN A: 


Sp) = 11.182. 
A ier Er (11.182) 


因此 ，Sr(p) 的 极点 已 移动 到 ` 
Y*p= ima-+ ekA = i(ma— iekA), I (11.183) 
这 相 于 电子 的 的 质量 改变 一 量 - ie&A， 这 一 质量 改变 是 由 于 电子 的 自 能 效应 引起 的 ， 它 
就 是 (11.167) 式 右边 的 自 能 质量 bm， 即 
5m= 一 ieiA。 (11.184) 
这 样 ， 我 们 就 在 理论 上 把 电子 质量 区 分 为 宰 质 量 ms 和 自 能 质量 38m， 然而，ms 和 3m 都 是 


不 可 观测 量 , 因而 不 是 物理 量 。 在 实验 上 总 是 整个 地 测 得 ma, 而 无 法 分 别 测量 mo 和 5m， 
因此 ， 我 们 必须 把 


ma = my+ bm (11.185) 


视 为 电子 质量 的 实测 值 ， 这 种 对 电子 质量 的 新 的 理解 ， 便 是 对 电子 质量 的 重新 定义 ， 通 
过 这 一 新 定义 ， 我 们 把 无 穷 大 的 自 能 质量 bm 吸收 到 CPJ) 电子 质量 的 实 验 观测 值 里 
去 ， 不 再 区 分 自 能 质量 和 裸 质 量 。 这 便 是 电子 质量 的 重 整 化 . 另 方面 ,根据 传播 函数 的 物 
理 意义 ， 我 们 必须 坚持 Se) 的 极点 位 置 仍 在 电子 动量 的 物理 质 壳 处 ， 8m 的 出 现 ， 应 
当 视 为 理论 结果 对 实验 事实 的 严重 偏离 ， 从 〈11.182) 可 知 ， 这 一 偏离 来 自 >“(p) 里 
包含 的 对 数 发 散 项 A 。 进 行 电 子 质量 重 整 化 的 目的 就 在 于 把 发 散 项 A 吸 收 到 电子 质量 的 


新 定义 11.185》 Ek, MEESE 〈 从 而 在 $ 和 矩阵 元 里 ) KEUN, R S.C) 
的 极点 又 重新 闻 到 Y*p= ima。 为 此 ， 我 们 在 〔11.170) 式 的 之 里 加 入 一 个 抵消 项 


FY" = maqa, (11.186) 
这 相当 于 对 〈11.171) 式 的 .rz 作 如 下 变化 : 
LZr—> Zrt ZE" = ien WEYyu OE AB + miza, (11.187) 
从 而 相互 作用 Hamilton 函 数 密度 多 rz 也 作 相 应 的 变化 : 
1= - #r—-— I1- I = - iea PY QE AR 
— maqa = r+ bm. 《11.188) 


CE1) 在 午 整 化 以 前 ，A 和 了 保持 有 限 〈 乃 因 对 保持 有 限 )》，。 且 eB 可 视 为 小 量 ， 故 e 志 人 可 视 为 二 阶 小 量 。 又 
当 Y*p>imB 时 ，Y*p-imB 是 一 阶 小 量 ， 所 以 《11,181) 分 母 里 的 最 后 两 项 分 别 是 三 阶 和 四 阶 小 重 。 
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“用 此 式 的 六 z+ EPERE (9.30) REH Er MS: 和 5S 对 所 论 过 程 的 贡献 仍 为 
《11.173) 式 ， 不 同 之 点 是 Ss 对 所 论 过程 有 页 献 : 


ss G far faxi faxt (81d + EPD) (Ered 


EPan) [gr (x 十 多 加 (xs)] (11.189) 
此 式 积分 导 下 共有 八 项 了 乘积 ， 其 中 仅 有 以 下 三 项 有 页 献 : 


TED r (x) EP) 
TC (x) Bx) Erl) 
TEEPA DEDE rx) 


由 于 Fermi 场 算 符 在 时 序 乘积 符号 下 反对 易 ， 使 得 [内 zx), 只 各 (y)]= 0， 故 以 上 三 
项 了 乘积 等 效 ， 可 以 合 为 一 项 ， 


STE (x1) BIDE r) 
=3T{(- ieser) y YP (DAP (D) Sma) Ya(xs) ) 
x (= ienẸP DYNE C.) AR Cea) )} 


将 此 项 条 积分 解 为 正规 乘积 ， 则 有 如 下 两 项 正规 乘积 有 贡献 (以 下 省 去 时 空 变数 x )， 


ger ee 
3:{ CienBayede AF) C- dmdaya) (~ ien avodn AD }: 


afi —iegWRY,0E AF) (一 DmYBYR) (- ienEYo PAR) }: 


利用 第 九 章 §5 ， 第 一 ) 小 节 介绍 的 方法 可 以 证 明 此 二 项 正规 乘积 等 效 ， 这 样 就 消去 
了 3S, 积 分 号 前 的 因 于 十 使 用 关 似 9.76)o.(9.76)8 式 的 考虑 即 可 得 到 ， 


GISI = fate | fds 
< >: š —, “O c, 
x{Yl: Cen Wayaqa AD Gbmga2 cespay dh AD :li) 


© + = < + - 
+ (J|: (aÜ v, PRAD GdmPRYB) (enpa dp } (11.190 
A GEMY” (en 
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我 们 不 考虑 交叉 项 ， 所 以 只 关心 上 式 积分 号 下 的 第 一 项 。 如 果 对 Feynman 规 则 作 如 下 补 
F: 


p p 
一 一 一 全 一 > 一 一 —Sk(p)[i$ m]Ss(p) 


就 可 画 出 该 项 矩阵 元 对 应 的 Feynman 图 如 
图 11 一 10。 把 图 11 一 9 和 图 11 一 10 相 加 ， 
即 可 看 出 :加 入 抵消 项 2 各 以 后 SP(P) 
应 修改 为 


P 


图 1 一 10 


-ciztp) 
P P p p im P 


即 
S£ (p) = Ss(p) +Ss(p) C- eBT(p) +idmSe(p). (11.191) 


相应 地 ， 全 传播 子 的 链 近似 也 应 修改 为 : 

Sp) = Sp(p) + Srp) C- e&2(p) + iëm3S, (p) 

+Sk(p) (— eBE(p) + iñm3Ss(p) C- ekE Cp) +idmSe (Pp) 二 we， (1.192) 
利用 公式 11.179) 可 得 ， 


1 


Sesa 
PD S ST) + CRS dm 


PO a EN 
Yep- ima eaS(p) + ibm (11.193) 


Æ 01.61) 代入 此 式 ， 并 注意 〈11.184) ， 便 不 难看 出 此 式 分 母 里 的 - ek ATJ Simi 
互相 抵消 ， 因 而 有 ， 


So) = 一 za 


Vp-ima ody pima) Bch pimp Sp (1490 


现在 ，SeCp) 的 极点 又 回电 子 动量 的 物理 质 这 处 ，Y*p= ima， 这 是 加 入 抵消 项 所 
取得 的 效果 。 因 此 , 我 们 引入 抵消 项 的 做 法 ， 相 当 于 从 相互 作用 Lagrange 函 数 密度 2z 里 
把 引起 自 能 质量 的 效应 减 除 掉 。 加 入 2 各 后 ，〈11.170) 式 的 之 成 为 


Z= -FP (Ypðu+ ma) Ye — u A AB a AB+ ica Py qn AB 
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+ Brmh ByB. 

考虑 到 电子 质量 的 新 定义 (11.185) , 
mag= m+ bm, 

这 时 的 2 就 用 裸 质 量 ms 来 表示 : 


L = -FE (Yuðu + m) ËR — £ A AB a, AB + ienb aynbB AB, (11.195) 


一 方面 我 们 从 2z 里 把 引起 自 能 质量 的 效应 减 除 掉 ， 另 方面 ， 在 传播 子 里 和 5S 矩 阵 元 里 ， 
我 们 又 把 Sm 与 ms 合 在 一 起 ， 并 把 ma= mb 十 3m 视 为 电子 质量 的 实验 观测 值 。 因而 质量 
重 整 化 的 效果 并 不 是 从 根本 上 消除 了 无 穷 大 《一 扣 A) 而 只 是 把 无 穷 大 吸收 到 ( 藏 到 ) 电 
子 质量 的 新 定义 里 去 。 


《四 ) 电子 波 函 数 重 整 化 
经 过 质量 重 整 化 ， 已 将 - eil 里 包含 的 对 数 发 散 项 - ek A 吸收 到 电子 质量 的 
新 定义 里 去 ， 在 传播 子 和 S 和 矩阵 元 的 表示 式 里 不 再 出 现 发 散 项 - ekA, Uk, Sr) HH 
点 又 回 到 Y*p= ?mm. 但 在 2“(b) 里 尚 存在 发 散 常 数 B[ 见 (11.194) 式 ]， 发 散 项 e 六 (Y, 尹 一 
ima) B 8 A 了 中 (在 极点 处 的 残 数 。 为 了 看 出 这 一 点 ， 我 们 来 比较 Sr(p) 与 SE(p) 在 
极点 Y*p= ?ma 处 的 残 数 : 


| èr ' 
S, | = li: *|*p- m -=-1 11.196 
resSp(p) lepoan ye imp) Jip- ims ; (11.196) 


resSe(p) | =lim (yep-ima)- Ce Z C ama: 
EOD poimn T pipin P Gy, p= ima)(1=ekB-ekCr-p-ima) 370) 


= £ 
= Ç 11.197 
Er q ) 


我 们 看 到 , 二 者 具有 不 同 的 残 数 。 既 然 我 们 坚持 各 次 近似 传播 子 的 极点 均 处 于 Y*p= ima 
[与 Se(p) 一 样 )， 那 就 应 当 同 时 坚持 各 次 近似 传播 子 在 极点 处 有 相同 残 数 。 因而 现在 ， 


应 当 认为 Sr(p) 在 极点 处 的 残 数 偏离 了 正常 值 “- 1*。 各 次 近似 传播 子 作为 Feynman 图 
的 内 线 ， 总 是 连接 于 两 个 顶 角 ， 每 个 顶 角 处 有 一 个 因子 “- ea”， 所 以 残 数 的 变化 ， 事 
实 上 相当 于 电子 电荷 ( 电 磁 作 用 奈 合 常数 〉 的 变化 。 以 (-eg) (er = ehi a k 
乘 (11.196) 和 (11.197) 右 端的 残 数值 , 并 比较 所 得 之 结果 便 不 难看 到 , 残 数 的 改变 ， 


š: ehi i 1 By 
事实 上 是 把 不 考虑 自 能 作用 时 之 电荷 平方 ei 改 变 为 有 自 能 用 时 之 电 IEH- A 换 
言 之 ， 相 当 于 电荷 平方 有 如 下 的 变化 : 


s ek: ua 
@- m ss ei 
1- eB 
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因 现 在 B 保 持 有 限 ， 故 可 把 eB 视 为 小 量 ， 这 样 就 有 
òde? = ekG(1+ eBB- 1) = ekekB. (11.198) 


这 里 ， 我 们 同样 是 把 电子 的 总 电荷 es 区 分 为 裸 电荷 ep 和 自 能 效应 引起 的 电荷 改变 3e， 并 
假定 
eB=ed+t+de’, (11.199) 


但 实验 上 无 法 分 别 测定 es 和 3e( 因 为 它们 都 是 不 可 观测 量 ), 而 总 是 整个 地 测 Eer 因此 ， 
同样 必须 把 es 看 成 电子 电荷 的 实验 观测 值 ， 虽 然 8e 最 终 是 一 个 无 穷 大 量 C (11.198)] 
我 们 仍然 认为 从 实验 事实 的 角度 看 来 ，〈11.199) 式 左 边 与 实验 观测 值 等 同 。 这 种 对 电 
子 电荷 的 新 理解 ， 即 是 对 电子 电荷 的 重新 定义 ， 通 过 这 一 新 的 定义 ， 我 们 把 无 穷 大 的 电 
荷 改变 8e 吸 收 到 电子 电荷 的 实验 观测 值 en 里 去 ， 不 再 区 分 为 裸 电荷 es 与 由 自 能 效应 引起 
的 电荷 改变 8e， 这 便 是 电子 的 电荷 重 整 化 [ 渡 1)。 但 现在 ， 我 们 不 再 使 用 相 加 重 整 化 (如 
同 质量 重 整 化 那样 ) ， 而 采用 相 乘 重 整 化 注 2)， 即 把 

ea=Zaes (11.200) 
定义 为 电子 电荷 的 实验 观测 值 。 其 中 ，2Z : 称 为 电子 波 函数 重 整 化 常数 。 

为 了 找到 QZ :的 形式 ， 把 (11.200) 与 (11.199) 相 结合 : 

ek=Ziel= el+ehekB= e G+ ZiekB) 
此 式 给 出 ， 

Zį=1+Złe}B, 
Bp 

Zi=1+eġB. (11.201)a 


ADEE KEKE (p) ER RRON Yp- ima) B 以 前 , 对 数 发 散 常 数 B 保 持 有 
限 ， 故 可 在 〈11.201)o 式 右 端 加 上 一 个 二 阶 小 量 项 e#B 和 一 个 四 阶 小 量 项 et#Bs; 


Zi21+ eBB+ eBB+ efB:, (11.201)b 
据 此 ， 我 们 定义 电子 波 函 数 重 整 化 常数 为 ; 
Za=1+eaB。 (11.202) 


这 一 定义 与 《11,201) a 式 似乎 是 不 相 容 的 ， 但 事实 上 是 相 容 的 。 关 键 在 于 ， 在 整个 计算 
过 程 里 把 B 视 为 有 限 常数 ， 直 到 把 它 吸收 到 物理 电荷 的 定义 里 去 之 后 才 令 它 趋 向 无 穷 
大 ， 因 此 ， 咯 去 高 阶 小 量 ， 可 近似 取 Z3 守 Z，( 在 不 改变 理论 结果 的 前 提 下 ， 有 时 可 按 
需要 取 有 0 必 Zs 必 1); 我 们 还 可 以 这 样 来 理解 《11.201) 6 式 ， 对 于 发 散 常 数 A. B 等 等 ， 
在 保持 其 发 散 程度 的 前 提 下 可 以 加 减 〈 或 乘 ) 任意 常数 ， 加 减 某 个 小 量 ， 或 加 上 具有 同 
一 发 散 程 度 的 发 散 常数 .按照 此 种 理解 , (11.201)6 式 还 可 按 如 下 方式 得 到 :把 (11.201)a 
中 的 B 代 换 成 2B+ eiB? 


CE1) 电子 电荷 重 整 化 手续 到 此 并 不 完全 。 见 后 面 各 节 ; 
QEZ) 在 非 Abel 规 范 理论 里 ， 均 使 用 相 条 重 整 化 ， 在 那里 。 对 质量 重 整 化 同样 引入 重 整 化 常数 Zm) 本 章 对 质 
基 采 用 相 加 重 整 化 ， 其 中 Sm 也 可 视 为 一 个 重 整 化 常数 。 
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现在 来 证 明 ， 借 助 于 〈11.200) 式 的 电荷 重 整 化 〔 它 相当 于 电子 波 函数 重 整 化 ， 见 
(11.203) 一 (11.206) ] ， 即 可 把 2"*(p) 里 的 发 散 项 (y p— ima) B 吸收 到 电子 电荷 和 
场 算 符 的 新 定义 里 去 ， 使 Sr(p) 的 残 数 重新 加 到 “~ 1”。 为 此 ， 我 们 在 (11.170) 式 的 
多 里 加 入 抵消 项 : 


gyt gM - (Z, 1) Yua tmp) Y+ òmZ YEYE, (11.203) 


其 中 ，8mZayaa 是 前 一 小 节 已 述 及 的 23”, 这 里 ， 我 们 同时 考虑 电子 波 函 数 重 整 化 


和 电子 质量 重 整 化 ，3" 的 形式 稍 有 变化 。 在 加 入 上 述 抵消 项 后 ， (11.170) 式 的 2 成 
为 : 


P= -ZR Crudha R- L AR a AB 
十 Tea 下 BYhyB AR+ dmZ ,RyB, (11.204) 


引入 抵消 项 的 效果 , 就 是 要 从 2 里 把 引起 电荷 改变 he 的 那 部 分 自 能 效应 减 除 挤 。 从 数学 
形式 上 看 ,就 是 要 把 儿 里 电子 的 物理 电荷 eg 和 电子 场 算 符 、 中 # 均 用 相应 的 裸 量 来 代 炮 。 
下 面 即 可 看 到 ， 在 完成 这 种 代替 之 后 ， 在 S(p) 里 就 不 再 出 现 发 散 常数 B, Sp) 的 残 数 
又 重新 回 到 “- 1 ”。 为 使 (11.204) 里 的 ea\B\$3 均 换 成 相应 的 裸 量 , KT (11.200) 
式 的 定义 之 外 ， 尚 须 引 入 物理 场 $za 的 如 下 定义 ， 
b=VZ,48, Y= V2 yhR, (11.205) 

这 样 定 义 电子 的 物理 场 ， 就 称 为 电子 波 函数 重 整 化 。 把 (11.200) M (11.205) 一 并 代 
A G1.204) 即 得 ， 


= -2i 本 (Yuah+ m= aB, AB 


+iZ,e—L F Ye Ly Smz2,—-1 4-1 
Va VZ, VZ; VZ: 


= - WGyuau-t ma) Ü -4 AAB a A+ iesb Yu AB 


+ mb。 (11.206) 
在 此 式 里 凡 属 电子 的 量 均 已 成 为 裸 量 。 把 此 式 给 出 的 %z= - Z r= —ieypyuq AR- mQ ý 
代入 5S 矩阵 的 展 式 〈9.30) 并 大 体重 复 (11.188) RAJ (11.193) 式 的 讨论 和 推算 ， 即 
可 得 到 加 入 抵消 项 以 后 的 Sk (p), 


O 2 TSS 
pp elZ(p) + idm 
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[yl 
a = e 
Yep- imp ekA-e (Yp imp) B- eip- imp) S(p) + ibm 


-1 
a = (11.207) 
Y*p-imp- ei (Y*p-ima) B - el (y+ p-imp) 27 (p) 


在 得 出 最 后 一 步 时 ， 我 们 使 用 了 5m 的 如 下 定义 ， 
m= - ielA, (11.208) 


由 于 A 是 一 个 发 散 常 数 ， 这 一 定义 并 未 改变 3m 的 发 散 性 质 . 把 (11.200) 代 入 (11.207)， 
并 注意 (11.202) RHE, FASTE: 


=t 


Sr(p)=— — = 
Y*p— imp- SË (y*p— ima) B — “Ë (y. p- ima) Et (p) 
Z; z: 
m oet e — 
(y-p— ima) (Z; — ekB3 — ek (Y+ p— ima)1 Z (p) 
- Z: 


kiy Tp’ «209; 
Yep- imn- ek(Y* p- ima) E (p) (11.209) 


现在 ，3(p) 的 全 部 发 散 均 已 分 别 吸收 到 ma、yz# 和 ea 的 新 定义 里 去 ， Se(p) 的 极点 、 残 
数 与 SCp) 的 极点 、 残 数 一 致 ,在 Sp) 的 表示 式 里 只 包含 由 实验 测定 的 物理 量 和 收 化 积 
分 ， 即 mg、eBg 和 27(p)。 至 于 (11.209) 分 子 上 的 223， 应 分 别 吸收 到 Se C p ) 两 端 顶 角 处 
的 电荷 定义 里 去 。 

为 了 以 后 的 需要 ， 我 们 来 定义 裸 传播 子 (未 重 整 化 传播 子 ) 与 重 整 化 传播 子 的 关系 。 
所 谓 裸 传播 子 就 是 进行 过 质量 重 整 化 而 尚未 进行 波 函数 重 整 化 以 前 的 传播 子 。 例 如 电子 
的 宰 链 近似 传播 子 便 是 (11.194) 式 定义 的 Sr (PD); 而 重 整 化 传播 子 则 是 经 过 质量 和 波 
函数 重 整 化 之 后 的 传播 子 ， 其 中 只 含有 物理 量 和 收敛 积分 。 例 如 对 于 电子 ， 重 整 化 后 的 
链 近似 传播 子 即 是 (11,209) 式 右边 把 2 去 挤 的 部 分 ， 我 们 这 里 暂时 把 它 记 为 5@(p)， 


- =1 (11.210) 


SE(p) = a 
机 


为 了 确定 Se(b) 与 Se(p) 之 间 的 关系 ， 我 们 售 试 用 Z, 去 乘 (11.210) 式 两 边 。 


-1 


ZSE) = 一 一 
7 


EEDENI 
N _. Wp sa ' 和 
~ (1- eBB)CY*p- ima- eB(Y*p imp) 127(p)) 
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N< -1 
Yep- imp- ely- p- ima) B-ekly p- ima) Er) 


此 式 右边 与 (11.194) 式 右边 一 致 ， 因 此 ， #1153J S;(p) SR) 之 间 的 如 下 关系 式 : 
Sep) = ZaSP (p). I 1.21) 


此 式 可 以 推广 到 传播 子 的 各 次 近似 。 
到 此 为 止 ， 我 们 进行 了 电子 质量 重 整 化 、 电 子 波 函 数 重 整 化 ， 吸 收 了 Z(p) 所 包含 
的 全 部 发 散 。 因 此 ， (11.17) RELH SP ( 乡 应 当 用 下 式 来 代替 : 


SEB(p) = Sp (p) +Ss(p)(— ekCy*p— ima) 127 (p) ISe (p), (11.212) 


W AT Tt S E, MERRE (11.173) 式 里 的 5 名 (2)， 则 该 式 的 S 和 矩阵 元 就 
不 再 是 发 散 的 ， 而 是 有 限 的 了 。 与 此 相应 ，(11.2) 的 矩阵 元 (|Si) 经 过 上 述 重 整 化 后 
成 为 对 eY<eY 散 射 的 四 阶 辐 射 修正 。 


87 二 阶 光 子 自 能 部 分 的 重 整 化 


这 一 节 ， 我 们 来 讨论 光子 自 能 〈 即 真空 极 化 ) 所 导致 的 发 散 ， 以 及 如 何 吸收 这 些 发 
m. 


(一) 规范 不 变性 与 光子 质量 重 整 化 


QED 的 局 域 (1 规范 不 变性 ， 导 致 光子 质量 为 零 〔 见 第 八 章 习题 (1) ] 。 从 物 
理 的 直 党 看 来 ， 一 个 质量 为 零 的 粒子 是 不 会 有 自 能 质量 效应 的 ， 因 而 勿 需 进行 质量 重 整 
化 。 

在 8 3 第 〈 二 ) 小 节 里 已 述 及 ， 由 于 QED 的 规范 不 变性 ， 自 动 排除 了 HIS (A) 里 的 
平方 发 散 项 ， 这 一 点 ， 使 得 光子 全 传播 子 的 链 近 似 之 极点 自动 保持 在 k* = 0 点 。 光 子 全 
传播 子 的 链 近似 为 


St Ot Ot 


按照 本 章 引 言 里 约定 的 Feynman 规 则 ， 可 写 ， 


(有 = Dyus (Ë) + Drug (k) iebI1 e (h) Dro (I 
+ Dyno (h) iegllop(k) Drp (k) iehl, (k) Deny (h) 十 eey (11.213) 
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由 于 DF,v(&) 、IL,,(h) 的 张 量 性 质 ， 上 式 无 法 用 公式 (11.179 来 求 和 。 我 们 首先 把 上 式 
写成 一 个 隐 方 程式 ， 


Ün (h) = Dev (k) + Drno (R) ieBTIon Ch) {Drp (h) 
+ Dro (k) iegIln(k) Dev (k) 
+ Dep (k) iegIln(k) Dene (k) iello Ck) Deo, (R) 十 


= Druv(h) + Deno (h) ie¥Ilop(k) Deo (I), (11.214) 
然后 从 这 个 隐 方 程 来 求 得 全 mv(h) ,将 上 式 右边 第 二 项 移 到 左边 , 并 全 式 乘 以 &? 得 


kè Dev (h) — hr Deva (k) iehIlop (h) Drpv(h) = krDrny (hk), 


De (e = — ËP Ao) EWERT OI 的 表示 式 01.79 代入 上 
式 并 整理 后 得 ， 
AaC1+ eaIL(R2)] 全 mv(A) ~ eB (k?) kuko Dyos (h) = -iauw 
m 
Dath = — ibis CRTI Ch?) kuko Derpy (A) | Ata 


hk:[C1+ eall(k:)) hk:C1+ egIl(k?)) 
再 次 利用 方程 (11.214), 
hp Derov(h) = koDrov (k) + koDeoo (h)ieAIlor (h) Desv (h), 


ED = 二 型， 和 (11.79) 再 次 代入 此 式 可 得 ， 


ko Deov(h) = = (11.216) 
将 此 关系 式 代入 《〈11.215) 得 ， 


= ibu -iehi (k?) kuk 
Da (k) = idp P aky 
mal RECH el (h9J kep”? 


此 式 右 边 第 二 项 称 为 规范 相关 项 ， 由 于 QED 的 规范 不 变性 ， 这 一 项 对 5 矩阵 元 不 做 员 
献 [ 注 1)， 故 全 把 这 一 项 略 去 ， 


(11.217) 


< _ 
Da th) = — e. K: 
pt) -CE (11.218) 


CŒ1) 详 见 DAVID LURIE, «Particles and Fields) , pp.254—255, pp.282—283. 
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由 于 CB, (11.81) 和 G1.86)a3 


Tick?) =o) =D=- in AÈ, (11.219) 
y :=o In m” Y 


而 且 在 进行 光子 波 函数 重 整 化 来 吸收 发 散 常 数 D 以 前 ， 人 保持 有 限 ， 故 Jeav( 甩 的 极点 即 
是 光子 动量 的 质 帝 A* = 0 。 这样 就 勿 须 进行 光子 质量 重 整 化 。 


O ARINEN EE 


#EG1.218) RIEA 3FTl O fj RRR RAI 0 ) = D, XABA T Dr (h) 
在 极点 处 的 残 数 : 


resDw(h) |, = -ibm (11.220) 


A -iò 
reith |... J (1.22) 


在 传播 子 两 端 顶 角 处 各 有 一 个 因子 “~ ea”, 故 残 数 的 变化 ， 意 味 着 电子 电荷 发 生 如 下 
变化 ， 


3 
de= ey -e= ekl- eBlI(0) -1)= -eaeaII(0)。 (11.222) 
A 


在 这 里 ， 我 们 又 把 电子 电荷 区 分 为 宰 电 荷 eB 和 真空 极 化 电荷 3e， 二 者 平方 之 和 是 总 电荷 
PH 


ek=el+5et, (11.223) 


但 实验 上 无 法 分 别 测量 es 和 3e， 因 而 我 们 必须 把 be 吸收 到 电子 电荷 的 新 定义 里 去 ， 即 
用 相 乘 重 整 化 来 定义 en; 


ep= VZ,e,, (11.224) 


ez 即 是 电子 电荷 的 实验 测量 值 ，Z :是 光子 波 函 数 重 整 化 常数 把 (11.223) 与 (11.224) 结 
合 ， 可 以 找到 Z。: 


Zs=1-eant0)。 (11.225) 
29 T SILO) ilk P| E 0382 2 E k, Æ (11.170 式 的 2 里 加 入 抵消 项 : 


ZY¥=- Z,-1 > BAR a. AB. (11.226) 


这 样 ， 〈11.170) RRA: 


2 = -$P (Yua +ma) |Ë — Z+ 3 AB, AB +ien WEYu PB AB, (11.227) 
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LY 的 作用 是 要 从 2 里 把 引起 真空 极 化 电荷 的 那 部 分 光子 自 能 效应 减 除 挤 。 换 言 之 ， 加 
A Zh 应 使 2 里 的 电磁 场 算 符 48 和 电子 电荷 es 都 用 相应 的 裸 量 来 代替 . 这 样 ， 除了 
(11.224) 之 外 ， 尚 须 用 下 式 来 定义 物理 场 4 呈 〈 光 子 波 函数 重 整 化 ) : 


Alx) = VZ, AB (x). (11.228) 
把 (11.224) 和 (11.228) 一 并 代入 (11.227) 得 : 
Z= Va + ma) YE = 0 Ady A t ie WR YR Ay (11,229) 


现在 的 相互 作用 Hamilton 函 数 密度 是 : 


WI= - #r= -ieh Pyu dR An, (11.230) 


”用 此 式 的 多 z 代 入 5 矩阵 里 去 进行 微 扰 计算 ， 所 得 光子 链 近 似 传 播 子 为 ; 


Zidu 


Denk) = 一 一 ne 
wO = arepan” 


把 (11.224) 、 (11.225) RAER: 


< y z 
Dyn (W) mo sa 
ew) RiCl+ Zi'eAlI(kD)) Z, 


-id 
C + ekil (k)? 


"Z= (1.231) 


此 式 分 子 上 的 Zs 应 吸收 到 Dmww(h) 两 端 顶 角 处 的 电荷 定义 里 去 .经 过 电荷 (或 光子 波 函 数 ) 
重 整 化 ，Druww(k) 里 只 含有 物理 量 ew 和 收敛 积分 [17(h*) 


Tkt) - —1 [a x(—-)In(1+x(—-) 
2n? À 


p 
t 


(11.232) 


这 里 ， 我 们 曾 把 〈11.80) 式 写 为 : 
MA = MCO) AUR) (11.233) 


至 此 ， 已 把 Hav(A) 里 包含 的 发 散 项 吸收 到 -4 有 和 ea 的 新 定义 里 去 ， 光 子 全 传播 子 的 二 次 
近似 ， 

DN (h) = Deny (k) + Deo (k) ebo (h) Drepy (k) 
应 代 之 以 
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D£, (h) = Dyus (k) + Dena (k) tek I, Ck) Deo (k) 


这 样 ， 例 如 ee >e-e 散射 的 直到 四 阶 的 S 矩 阵 元 [(9.69)o 与 〈11.3) 之 和 ] 就 是 有 限 
的 。 


88 三 阶 项 角 部 分 的 重 整 化 


e~e >e e" 散射 的 二 阶 和 矩阵 元 ( 仅 考虑 直接 散射 项 ) (9.69)a 可 写 为 : 


(IS,lD = (2 (E) “ug s’, (~ eBYv) ugss 


E; E, E; 
x Drw (kJup’st (— eRYups dH (p7 +g- p-q)e (11.234) 


把 (11.5) 式 里 的 m、e 都 改 为 mn、en, 然后 把 (11.5) 式 与 (11.234) 式 相 加 。 由 此 得 到 
MERET iS: + 5S。li) 在 形式 上 与 《11.234) 相同 ， 只 是 把 其 中 的 Yh 代 以 


Tulp’, p) = Yu + Au(p', p), (11.235) 
WAF (p', p 6322830 11.10) 40 A Est, 

Talp’, p) = Yu +LYu + Añ(p,. py, (11.236) 
Rip, LÆ (11.110) 定义 的 对 数 发 散 常数 。 倘 若 把 YhL 代 以 YL+LA8 (p, p) XF 
RARA (D, 为) 的 发 散 程度 。 经 过 这 样 代替 之 后 ，〈I1.236) 式 成 为 下 式 ， 

Talp’, p) = a+ L)Cya+ ARC, p). (11.237) 


UMATA YERA T (638 TERROR, Uee >e e RHAN, 4 44638 
Deu (h) 两 端的 顶 角 是 〈- eaYs) 和 (- eaYv》 时 ， 它 在 极点 处 的 残 数 为 


resDpuy (k) k oe enYu) (~ iduv) (~ erYy) = 一 4ieaemy (11.238) 


而 当 光子 传 播 子 两 端 顶 角 是 C~ errulo, Pp)] 和 5 一 egT、(q',9)) 时 ， 我 们 来 计算 Da (t) 
在 减 除 点 (11.103〉 处 的 残 数 ; 


p=im2(- enl) (~ idu) (— ea 
resDsuv (R) eer p=im2(- enlu) (~ idhy) (— enl "yusa 


=[-eg(l+D)Y)(-id) -en(l+L)Yv) 
= —4i(l+L)er(l+L)en, (11.239) 
在 此 式 的 计算 里 曾 用 了 (1.10 式 。 注 意 到 〈11.238) 式 的 残 数 同样 等 于 在 减 除 点 
(11.103) 处 的 残 数 ， 则 残 数 的 变化 就 相当 于 电荷 改变 一 量 5e: 
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de= (1+L)eg-ep= Len (11.240) 


电子 电荷 因 三 阶 顶 角 效 应 而 发 生变 化 ， 同 样 是 理论 结果 对 实验 事实 的 偏离 ， 电 茄 的 无 穷 
大 变化 来 自 人 包含 的 发 散 常数 .由 于 人 .总 是 作为 一 个 组 成 部 分 出 现在 高 阶 近似 S 矩阵 
元 里 ， 这 就 使 高 阶 S 和 矩阵 元 失去 意义 [例如 见 (11.4) RA (11.5) RI. 我 们 下 面 通过 重 
整 化 手续 把 8e 吸 收 到 电子 电荷 的 新 定义 里 去 ， 从 而 使 L 不 再 出 现在 S 矩阵 元 里 ， 类 似 于 
前 两 节 的 做 法 ， 现 在 定义 


ep= Zi'es, (11.241) 
此 式 与 

ea= es 十 be= ep 十 Le (11.242) 
结合 ， 给 出 顶 角 重 整 化 常数 2 ,的 表示 式 ， 

Z,=1-L (11.243) 


把 (11.110) 5 (11.60) 比较 可 得 


L= -eiB (11.244) 
因此 ， 

Zr=1l+eiB=Za (11.245) 
这 个 等 式 将 在 后 面 给 出 严格 证 明 。 


根据 (11.241) 和 (11.243) ， 我 们 来 进行 顶 角 函 数 重 整 化 。 首 先 在 〈11.170) 式 
的 2 里 加 入 抵消 项 


28 = (Z, - 1D)ieayaYhhBAB , (11.246) 
由 此 得 到 
L= -FP udu + ma) ta - a AB OAR + iZ es WE AB, 
RE (11.24) 式 ， 可 把 上 式 中 的 ea 代 换 成 ev， 
= - WR Cuan +ma) YE- 二 OAB OAR +ierpByup AB, (11.247) 


MERHEI= - ie Py PARRER (9.30 式 里 的 岁 z， 则 项 角 处 的 电荷 er 合 党 
数 ) 也 将 用 es 来 代替 。 直 到 三 阶 为 止 的 近似 顶 角 为 : 


{= erene p/p- py 


101.237) 式 


` 
=Í-asDe ct hg, DIODO- p- b) 
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=Í- Zien Cat ARG, PNI ODDO- p- b ] 
={=eacyet A IDDO p-b}, (11.2489 


(11.248) 式 的 项 角 不 再 包含 紫外 发 散 ， 其 中 只 含有 物理 量 和 收敛 积分 ， 用 这 样 的 顶 角 
去 代替 矩阵 元 (fiS: + Soli) 里 的 项 角 { - enlu(22)45% (pr — p- bh 则 该 矩阵 元 里 就 不 
HAMARE. 


89 Ward 恒等式 与 电荷 重 整 化 


前 面 我 们 把 电子 自 能 效应 引起 的 电荷 改变 、 真 空 极 化 引起 的 电荷 改变 、 以 及 三 阶 顶 
角 效应 引起 的 电荷 改变 都 分 别 吸 收 到 电子 电荷 的 新 定义 里 去 。 现 在 应 当 把 这 三 个 方面 综 
合 起 来 ， 把 电子 的 物理 电荷 ea 表示 为 
ep= V/Z,Z,Z;ite,, (11.249) 


此 式 的 意 因 是， 来 自 三 个 单 轿 图 的 无 穷 大 电荷 与 裸 电荷 是 不 可 区 分 的 ， 它 们 合 在 一 起 ， 
等 同 于 电子 电荷 的 实验 观测 值 . 
但 (11.249) 式 尚 可 借助 Ward 人 恒等式 来 进行 简化 ， 下 面 首 先 来 证 明 Ward 人 恒等式 ， 


Talp, p) = -So (11.250) 


把 (11.235) 和 (11.194) 代入 此 式 ， 并 注意 到 常数 A 与 名 无 关 ， 即 得 ， 


Alk(p, p) = -eiZ 2o, (1.251) 


RE G1.251) 成 立 则 Ward 等 式 就 成 立 。 为 了 证 明 〈11.251) 式 ， 我 们 必须 用 相应 的 
正规 化 积分 去 代替 An(p, p) 和 ZE(p)， 这 是 因为 发 散 积 分 没有 意义 ，(11.251) 式 右边 对 
加 的 导数 就 不 能 移入 积分 号 内 。 将 《〈11.15) 式 化 为 下 式 : 
eg x = £ nkd 2Y (p= k) — dim M:- nt 
=e arl kdel- Demp? Cea MD) 
(11.252) 


再 将 (11.29) REA: 


Ares = iek df 2Yu 
Wp P) S z af {tris 


Alima- ph p+ he) (d; = M:- nt y 
Cp +k’)? + ma ° ° +p (i+ MD 


(11.253) 
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在 化 简 此 式 时 曾 使 用 了 如 下 等 式 ， 


Y*PYuY*q = 2Y"bgu 一 Yo"DY9gYhy (11.254) 
现 将 (11.252) 对 如 求 导 得 : 
3 geep i 4 2Yu 
m D Tay fe tdd- k)? + mb 
+ C2ima—Y¥ (p= kp Au) (11.255) 
Cip- k)? +m)? 


只 要 把 (11.253) MAK RR- A 并 将 所 得 式 与 (11.255) 比较 即 得 〈11.251) Z, 

应 当 指出 ， 虽 然 〈11.250) 式 是 三 阶 顶 角 与 链 近 似 传播 子 之 间 的 关系 ， 但 Ward 等 
式 对 微 扰 论 所 有 阶 都 成 立 。 

把 (11.250 式 的 裸 顶 角 Th 和 裸 传播 子 S 换 成 相应 的 重 整 化 量 。 为 此 ， 定义 为 


TR(p’, p) = Yu + AgCp’, p) (11.256) 


H (11.23) REARMAMENT: 


Tn(p’, p) = ZTR C’, p) (11.257) 
将 此 式 与 〈11.211) 式 一 并 代入 Ward 等 式 (11.250) ， 
Z TBC, p) = -Zi 5r (p), (11.258) 
pu 


此 式 对 任意 的 铺 成 立 ， 特 别 在 减 除 点 〈11.103) 也 成 立 ， 而 这 时 有 


TEC, ae (11.259) 
RER i 
gio RS Yu (11.260) 
把 (11.259) 、 (11.260) RA (11.258) 就 得 到 ， 
Z1=2: (11.261) 
这 个 等 式 同样 对 微 扰 论 的 所 有 阶 均 成 立 。 


把 (11.261) RA (11.249) fh 


en=VZ,e, (11.262) 
此 式 的 意思 是 ， 电 子 自 能 部 分 对 电荷 重 整 化 的 贡献 与 三 阶 顶 角 部 分 对 电荷 重 整 化 的 贡献 
恰 相 抵消 ， 只 剩 下 二 阶 光子 自 能 部 分 对 电荷 重 整 化 有 贡献 。 这 一 规律 同样 对 微 扰 论 的 所 
有 阶 成 立 。 
到 此 为 止 ， 我 们 以 旋 量 电动 力学 的 三 个 单 圈 图 为 例 介绍 了 重 整 化 的 基本 思想 和 基本 
方法 。 这样 做 ， 只 是 吸收 了 这 些 单 轩 图 在 低 阶 近似 S 矩阵 元 里 引起 的 发 散 ， 为 了 吸收 整 
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+ S 和 矩阵 微 扰 级 数 里 存在 的 发 散 ， 就 要 把 本 章 介绍 的 初步 方法 推广 到 微 护 级 数 的 所 有 
B. 需要 深入 学 习 重 整 化 理论 的 读者 ， 可 阅读 以 下 几 本 书 ; 

[1] DAVID LURIE «Particles and Fields», pp.284—313, Wiley, 1968; 

[2] CLAUDE ITZYKSON, JEAN-BERNARD ZUBER 《Quantum Field 
Theory», pp.355—424, McGraw-Hill Inc., 1980; 

[3] 理 ,H. 波 匡 留 波 夫 ， 荆 .B. 希 尔 科 夫 《量子 场 论 导 引 》， 第 四 、 五 章 ， 科 学 出 
版 社 ，1966 年 。 〈 此 书 七 十 年 代 中 期 已 出 俄 文 第 三 版 ， 八 十 年 代 初 有 英文 译本 ) 


J 题 


(1) 用 P 一 V 正 规 化 ， 并 使 用 把 传播 子 分 母 倒数 参数 化 的 方法 计算 正规 化 积分 E" p), hiti 
新 得 到 (11.52) 、 (11.55) , (11.60) 和 (11.61) 诸 式 。 
(2) 用 维 孝 正 规 化 方法 分 离 Iav (k) 所 包含 的 发 散 ， 并 得 到 如 下 的 结果 


3 $ 1 
Dy (k) =a Cuky bush) K- Inm*] 
1 b. 
1 
一 了 Co 和 smi a x(1— x)In(1+x(1-*) mr 


怎样 说 明 此 式 与 《11.82) 式 之 一 致 性 ? 
(3) 证 明 以 下 图 形 等 式 ， 


其 中 ， 苏 wv( 则 是 由 (11.217) 式 给 出 的 光子 传播 于 链 近似 ， 而 了 psv(h) 则 是 路 去 规范 各 关 项 以 后 的 光 于 
链 近似 传播 子 CH, 〈11.218) 式 ]。 

(4) 重 整 化 常数 Z 1、Z ，、Z3、5m 是 有 限 常数 吗 ? 在 进行 重 整 化 吸收 发 散 以 前 ,保持 M、A 有 限 ， 
而 且 G 不 趋 于 零 ， HM 、A 最 终 要 趋 于 无 穷 ，E 也 最 终 要 趋 于 零 ， 你 认为 在 何 时 何 处 取 . 上 述 极限 才 适 
当 ? 

(5) 量子 场 论 是 一 个 十 分 庞大 的 理论 体系 ， 也 是 正在 发 展 的 科学 前 沿 ， 编 者 愿意 提出 如 下 问题 
与 读者 共同 进行 长 期 的 思考 ， 现 今 的 量子 场 论 只 是 不 够 完善 呢 ， 还 是 需要 彻底 变革 ? 
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附录 一 “ 丫 矩 阵 求 迹 公 式 


除了 第 一 章 给 出 的 公式 以 外 ， 这 里 再 补充 如 下 的 公式 ， 
《1) 奇数 个 Y 矩 阵 乘积 的 迹 为 零 ， 即 
Try.aiY'az Yan 一 0，(n 为 奇数 ) (1) 
其 中 oj, oa……an 是 一 些 任意 的 四 维 矢量 。 
证 明 ， 因 YsY'"aiY*aa……Y'"anyYs 一 (一 DY*aiY*az weY*an。 将 此 式 两 边 取 迹 ， 
并 注意 到 求 迹 的 可 轮换 性 ， 即 可 得 到 (1) R. 
(2) Trysay+b=4asb, (2) 
其 中 ，a、5b 为 四 维 矢量 。 
A: 利用 (1.74)d 可 得 


Trysay+b =1ÅTryuyray+byn = 了 (asb) 


=4asb, (Trasb=4a+b) 
所 以 〈( 2) 式 得 证 。 
(3) Trysysaysb= 0 。 (3) 
此 式 求 迹 号 下 是 形 如 YsYnYv 的 一 些 项 的 和 ， 按 照 Ye 的 定义 〔 见 (1.65) 式 ] 和 (1.71)b， 
显然 应 有 
TrysYuy = 0，( 对 任意 的 kL、v) 
因此 ，《〈3 ) RRX. 
(4) TrysY*aY*bY*cYed = 4euypa bPa. (4) 
WR, TrysY*aY*bY*cY*d =abcPd Trys YuY YoY 
其 中 ， 
0 ， 当 指标 上 、Y\p、 和 有 任意 两 个 相同 或 全 同 ， 
TrysYuYvYpYh = 1+4， 当 h、Y、P\ 全 都 不 同 ， 且 hvp)X 是 1 2 3 4 的 偶 排列 ， 


一 4， 当 h、v、p、 和 全 都 不 同 ， 且 LvpX 是 1 2 3 4 的 奇 排列 。， 
因此 ，“〈 4》 式 成 立 [参见 (1.145 式 后 面 的 定义 ] 。 
(5) Trysayysazesssysax 
=asa,Trysasysa ey oan 


~—ai*asTry*asY*asY*as yan 


+ + 
+aysasTrysasysaseesesysas-is (AARO (5) 
证 明 ; 由 (1.74)a; 
Yray*b= -YebYsa+2a.b， (6) 
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因此 ， 
Try*aiY*as…eeY*an= Trysa,ysas.==ysasysay 
=2a,sa,Trysa,ysa, Y°a,—, 


eY *an-2Y "an 


- 2a, +ap-ı Try+a:Y*as 


PESI 
+20, +a, Tryrag yta, Y an 
-Tryra yare Y "ape 

将 此 式 右边 最 后 一 项 移 到 左边 就 得 到 (5) R. En = 4 的 情形 下 ， 


Trysa,ysayysasysae=4asasassa, 


—4asasa,sa, +4a sa.assas, ` 
此 式 是 (1.71)d 式 的 推广 。 
(6) Trysa,Ysa,esseysas 


= Trysasysas-Əieeseysa,, (AARO 
EA: #|H'B4Y3ESEMOEC, A 
Try*aiY*as Y*an = TrCY*a Year serey eap C7 
=(—-D"Tr(y*a) (yeaz) eee (Yan)T 
=Tr(Y*anY*an— eY +a)" = Trysa,Ysa,-, a, 
C7) 作为 公式 〈1.74)c 一 〈1.74)e 的 特殊 情形 ， 我 们 有 : 
YuYaYu = — 2Yas 
YuYaYeYh = 45apy 
YuYaYBYdYu = 一 2Y5YpYa。 
(8) 作为 公式 〈4 ) 的 特殊 情形 ， 有 
TrYsYuYvYeYo = 4ehvpa 
此 式 的 正确 性 可 从 《4 ) 式 的 证 明 过 程 明显 地 看 到 。 


(5) 式 成 为 


(7) 


(9)a 
(9)b 
(9)c 


(10) 


(9 ) 两 个 四 秩 Levi-Civita 张 量 的 乘积 ， 可 以 用 二 秩 单位 张 量 表示 如 下 ， 


EuaviEnpvo = 2(Dao5io 一 8ao5ip) 。 


此 式 的 正确 性 可 通过 直接 观察 看 出 来 。 


arn 
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附录 二 ”投影 算 符 与 极 化 矢量 


以 非 相对 论 量子 力学 为 例 。 这 部 分 的 主要 参考 书 是 所 . 研 . 布 洛 欣 采 夫 ， 《量子 力学 
原理 》 上 册 ，pp。66 一 72，pp。162 一 165， 高 等 教育 出 版 社 ，1956 年 版 ，LEONARD 
I. SCHIFF, «Quantum Mechanics» Third Edition, pp,378—383, McGraw-HiLL, 


1968. 


C) 量子 力学 的 两 种 态 


量子 体系 的 状 坊 要 用 波 西数 来 描写。 但 在 实际 情形 下 ， 并 非 总 可 以 用 一 个 波 函数 来 
描写 。 因 此 ， 量 子 体系 的 状态 分 为 两 种 : 

纯 态 ， 如 果 对 体系 的 测量 是 完全 的 ， 即 对 力学 量 的 某 组 完全 集合 进行 测量 ， 则 体系 
的 状态 就 能 用 某 个 波 函数 中 来 描写 。 能 用 一 个 波 函数 来 描写 的 态 称 为 纯 态 。 

混合 态 ， 如 果 对 体系 的 测量 是 不 完全 的 ， 例 如 ， 倘 若 要 对 量子 体系 的 某 组 完全 集合 
己 、Q、RR 进 行 测量 是 不 可 能 的 ， 其 中 ， 力 学 量 Q 的 值 未 经 测定 ， 这 时 ， 体 系 的 状态 要 由 
一 系列 波 函数 和 相应 的 几率 来 描写 ; 


bas ees (1)a 
Paspas Pn (1)8 


这 里 ， 中 :tn 是 算 符 全 的 一 组 完全 、 正 交 、 归 一 的 本 征 函数 。 由 ( 1 ) 式 描写 的 
状态 称 为 混合 态 ， 而 由 每 个 :描写 的 态 则 都 是 纯 态 (这 里 可 称 为 亚 纯 态 ) ， 相 应 的 几率 
pr 是 亚 纯 态 在 混合 态 中 出 现 的 几率 。 因 此 ， 混 合 态 是 一 组 亚 纯 态 按 其 相应 JU 率 的 组 


A 
全 


混合 态 与 纯 态 的 区 别 : 
1) 由 前 述 定义 显 见 ， 纯 态 可 用 某 个 一 定 的 波 函 数 来 描写 ， 而 混合 态 要 用 波 函 数 集 
合 和 相应 几率 来 描写 [ 见 〈1 ) sQ. 
2) Bhn 由、"…*… 由 ne…… 是 体系 的 菜 组 完全 集合 的 共同 本 征 函 数 ， 则 由 这 组 本 征 
函数 可 以 构成 纯 态 出 : 


- Zenta £ t; 


式 中 的 所 有 系数 cn 为 已 知 数 ， 因 而 各 个 yo 的 相对 相位 差 是 已 知 的。 

另 方面 ， 倘 若 我 们 只 知道 每 个 亚 纯 态 $。 出 现 的 几率 ps = |en, 而 并 不 知道 系数 cm， 
因而 各 个 亚 纯 态 之 间 的 相位 关系 不 确定 ， 这 时 ， 耻 :、 耻 :、…… 中 n…… 和 相应 的 几率 pi. 
Pi eeespa rss 就 构成 混合 态 。 

因此 ， 纯 态 是 某 组 完全 集合 的 本 征 态 ， 或 某 组 本 征 态 的 选 加 态 。 在 后 一 种 情形 下 ， 
纯 态 是 一 组 亚 纯 态 的 相干 组 合 ， 与 此 相反 ， 混 合 态 则 是 某 组 亚 纯 态 的 不 相干 的 组 合 。 

3) 在 纯 态 中 下 ， 单 个 粒子 的 体系 ， 其 坐标 几率 密度 为 
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@(x) =l l? = Elen lbs 0l 


+> CRcmyhs(x) hm (x); (3) 
而 在 混合 态 

jis RE see 

P pap sus 
之 下 ， 上 述 的 几率 密度 是 

O) = Epad taol? (4) 


G) 式 右 边 第 二 项 是 由 各 个 亚 纯 态 之 间 的 相干 效应 所 导致 的 。 称 为 干涉 项 ， 我 们 看 
B, (4) 式 右 边 没有 干涉 项 。 这 一 点 可 以 帮助 我 们 更 好 地 理解 前 述 的 第 2) 点 区 别 。 

倘若 改变 一 下 数学 形式 ， 不 再 用 波 函 数 来 描写 量子 体系 的 态 ， 而 改 用 右 矢 |， 那 
末 ， 下 面 的 讨论 将 会 方便 得 多 。 


C) 希望 值 与 投影 算 符 


投影 算 符 的 定义 与 性 质 ， 
设 |a > 是 体系 的 某 个 完全 集合 的 一 个 归 一 化 本 征 右 矢 ， 则 
Pa =|ay<a| (5) 
称 为 lc> 态 的 投影 算 符 。 它 相当 于 Hilbert 空 间 的 一 个 投影 运算 。 它 把 lu 投影 为 自身 ， 
Pala) =|ax<ala> =|a>, (6) 
而 把 任意 态 |p> 投 影 为 与 |a 态 “同方 向 ”的 态 ， 
Palp) =|a>《alp> = 《alpyla>， (7) 
如 果 |B> 是 与 ja> 正 交 的 另 一 个 本 征 右 矢 ， 则 有 ; 
PulB> =la>《alB>= 0, (8) 
PaPa = Po, (9) 
PaP = PsPa= 0. (10) 
以 上 定义 与 性 质 显然 是 普通 三 维 空间 投影 运算 的 推广 。 
投影 算 符 的 作用 ; 


设 Q 是 某 个 力学 量 的 算 符 ，| 让 、1j》>、…… 是 Hilbert 空间 的 一 组 基 右 矢 ， 则 力学 量 Q 
在 态 la> 下 的 期 望 值 为 : 


A 
6; = “lQ a> A 
Q> = AMAD alOloy 
@»- Ale old 
= Ekai Gy <la> 

Ae s 
= EFox jy GD 

i j 
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=BPadI = Tr(PO) GD 
了 


此 式 表明 ， 为 了 确定 力学 量 Q 在 态 |a) 的 期 望 值 ， 可 以 借助 于 右 矢 |a> 用 通常 的 办 法 进行 
计算 ， 也 可 以 借助 于 lo) 态 的 投影 算 符 Pa 用 《11) 式 来 计算 .换言之 Pa 与 lo) 同样 地 能 
够 提供 量子 体系 的 全 部 情报 。 


(三 ) 密度 算 符 


如 果 体 系 处 于 混合 态 
(12)a 


其 中 ， 
Epa=1, (12)6 
PaPs= |a> ColB> <B|= SP, (12)c 
则 ， 定 义 如 下 的 算 符 p 为 混合 态 (12) a 的 密度 算 符 ， 
p =2pa Pa = Dlo pa cal, (13) 


在 混合 态 下 ， 力学 量 Q 的 期 望 值 记 为 (G >， 
(Q = Epea la) = DpaTr (OP) 
= ET Âpa Pa) = TÂ Epa Pa) 


A 
=Tr(Qp). (14) 


将 (14) 式 与 OD 式 比较 可 知 ， 混 合 态 的 密度 算 符 p 与 纯 态 的 投影 算 符 已 彼此 对 应 。 
前 者 是 后 者 的 推广 ， 后 者 是 前 者 的 特殊 情形 ， 而 且 同样 地 ，P 能 够 提供 在 混合 态 下 体系 
的 一 切 情报 。 

由 0D 式 看 到 ， 算 符 P 只 决定 于 混合 态 (12)a。 因 此 ， 为 了 计算 Pp 的 迹 可 在 


(14) 式 中 令 G 为 单位 算 符 〈 恒 等 运算 ) ， 


Q=1, 
以 此 代入 (14) 式 得 
Tr(p) =2>2pa = 1, (15) 
T 


此 式 是 密度 算 符 的 重要 性 质 。 它 表明 ， 算 符 p 是 一 个 矩阵 算 符 ， 其 迹 为 1 。 常 称 p 为 密 
BEE. 
A 〈15) 式 尚 可 推出 投影 算 符 的 另 一 性 质 。 为 此 ， 我 们 把 纯 态 O 看 成 是 如 下 的 温 
合 态 : 
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ee. Pas 1e, Per ee 


其 中 ， 除 pa = 1 之 外 ， 其 余 亚 纯 态 的 几率 均 为 零 ， 因 而 这 个 混合 态 的 密度 算 符 p 与 亚 纯 
态 la) 的 投影 算 符 P。 等 同 ， 


p 2 Bpe<Bl= la> pa col =|a><a| = Pas 


此 式 两 边 取 迹 ， 并 注意 OD 式 即 得 


Tr(P.) =1, 《16) 
根据 〈9 ) 式 又 有 ， 
Tr (Pà) =Tr(P.) =1。 (17) 
(四 ) 极 化 矢量 


所 调 “ 极 化 ”， 是 指 粒 子 自 旋 角 动量 方向 相对 于 某 个 特定 方向 有 一 定 关系 ， 这 个 特 
定 的 方向 就 是 微观 粒子 的 极 化 方向 。 以 电子 为 例 ， 我 们 来 找 出 自 旋 角 动量 方向 与 极 化 方 
向 的 关系 。 电 子 自序 在 xs 轴 方向 投影 为 二 的 自 施 态 分 别 是 : 


lo= (4) 和 los>=(?) 


因此 ， 自 施 在 某 一 任意 方向 投影 为 十 十 的 态 是 ， 


bo = ali + odos> = (41), (18) 
其 中 ， 

lail? +|asl*=1。( 即 [co》 是 归 一 化 右 矢 ) (19) 
自 旋 态 loa> 的 投影 算 符 为 


Pa, = oa>(ool= [01] (atat) 
aR aaf 
- [ 《20) 
ao 于 as 
我 们 看 到 ， Po。 是 一 个 2 x 2 矩阵 ， 因 此， 可 用 Ts、ci、cs、\as 来 线性 表示 Po ， 
Pea =ad, +aso, (21) 
式 中 ，ao 是 实数 、a = (aaa) ERRE, O= (01,0s,0s). 由 (9) 式 不 难得 到 ， 


azz ld =. 
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引入 实 单位 矢量 Fa = 2a3， 即 可 将 2D 式 重 写 为 


=l, lyra 
Pse iy kay Wa o 


1fltros Tar | (22) 
2 [xa tinar 1- Tas 

现在 ， 我 们 来 计算 电子 自 旋 角 动量 在 态 lxa> 下 的 期 望 值 。 为 此 ， 只 需要 计算 Coalxloo>， 
《aulalosy = Tr(Po,o) =L To) + LTrcmatoo) 


= Treasa (23) 


在 上 式 的 推算 里 曾 使 用 了 Pauli 和 矩阵 0，,、o,、0s 均 为 零 迹 矩阵 的 事实 。 在 实 三 维 空间 选 
定 一 组 基 矢 e,、e，、es， 使 得 9 的 三 个 分 量 怡 为 三 个 Pauli 矩 阵 ， 这 样 就 有 
Tr(Wwa*g0) 
= Tr [vacoro e101) +0,0; (618:2) +010s (e183) 
+0201(8281) +0303 (06s) +0,03 (6,63) 


+030, (€30,) +0,0; (€383) +0,0, (e,e,)3J 


因为 
Wat (eej) = taij 1,j=1,2,3 
ge04=iop， ij& 取 1，2， 3 的 偶 排 列 
R. 
Trox= 0, k=1,2,3 
所 以 
Tr(wasgo0)= Tr(mai@; Rart: Nase) 
=wWaTrl,=2Wa 
将 这 一 结果 代入 (23) 式 就 得 到 
《aalaloa> = Ta。 (24) 


此 式 表 明 ， 在 态 lou? 下 的 期 望 值 或 平均 值 是 单位 矢量 ra。 相 应 地 ， 自 旋 角 动量 (电子 
自 施 角 动量 算 符 为 = 二 0 在 态 lo> 下 的 平均 值 是 


PN 
《oal Sla) (25) 


《au| ?co? 是 自 旋 角 动量 在 态 losy 下 的 统计 平均 ， 这 就 意味 着 ， 电子 的 自 旋 角 动量 并 没 
有 确定 的 空间 取向 ， 而 是 存在 许多 可 能 的 取向 。 这 一 点 ， 同 样 反映 了 自 旋 角 动 量 与 经 典 
力学 角 动量 之 不 同 。 即 自 旋 角 动量 带 有 统计 的 特征 ， 而 经 典 的 角 动 量 没有 这 种 特征 自 
旋 角 动量 与 经 典 角 动 量 的 另 一 区 别 使 是 熟知 的 量子 化 ) 。 从 (25)〉 式 看 到 ， 自 旋 角 动量 
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1 sË A 和 


的 统计 平均 在 Wa 方向 的 投影 是 ++. 在 量子 力学 教科 书 里 常常 谈 到 粒子 自 旋 在 某 方 向 


之 投影 ， 实 际 是 指 自 旋 角 动 量 的 统计 平均 (平均 自 旋 角 动 量 矢量 ) 在 该 方向 上 的 投影 。 
而 所 指 的 空间 方向 便 是 Y 方 向。 我 们 称 re 为 处 于 自 旋 态 |oc> 的 电子 的 极 化 矢量 。 


例如 ,一 个 处 于 自 旋 态 1of> = [ 1] 的 电子 ， 其 极 化 矢量 为 
Coilolos> = [1 0)cores+oses+0se (3) 
把 Pauli 知 阵 的 表示 代入 上 式 立即 得 到 
toile; =ew 
即 拆 化 矢量 是 x 办 的 基 矢 。 这 时 平均 自 施 角 动量 矢量 在 8 方向 的 投影 为 + 卫 ， 用 同样 的 
方法 可 以 证 明 ， 处 于 自 旋 态 lo 的 电子 ， 其 极 化 矢量 为 
《oilcloi> = - es. 
由 于 es 与 ~。 方向 恰 相反 ， 故 习惯 上 党 到 e; 为 自 施 态 |0;> 和 |05) 的 极 化 矢 最 ， 这 时 ， 平 
均 自 施 角 动量 矢量 在 极 化 方向 上 的 投影 分 别 是 + 十 和 一 二 ， 


I] 
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附录 三 “Minkowski 空 间 的 度 规 与 记号 


量子 场 的 运动 是 在 四 维 时 空 里 进行 的 。 时 间 一 维 、 空 间 三 维 构成 一 个 四 维 空 间 ， 
Minkowski 空 间 。 这 个 空间 的 度 规 《或 度量 ) 是 蛙 欧 氏 度 规 。 但 在 具体 处 理 上 ， 存在 许 
多 不 同 的 方法 。 各 种 方法 之 间 的 主要 区 别 在 于 ， 度 规 张 量 的 形式 和 时 空 点 的 坐标 采用 不 
同 的 方法 来 定义 。 另 方面 ， 在 场 论 的 计算 里 ， 常 常 要 用 到 Y 矩阵。 这 些 和 矩阵 定义 于 四 维 
的 旋 量 〈 即 双 旋 量 》 空间 。 它 们 必须 满足 一 定 的 反对 易 关 系 。 但 矩阵 的 具体 表示 可 以 有 
许多 种 。 在 Minkowski 空 间 里 采用 不 同 的 度 规 以 及 采用 不 同 的 Y 矩阵 表示 ， 则 场 论 的 公 
式 也 将 具有 稍微 不 同 的 形式 ， 但 理论 的 物理 结果 是 完全 一 样 的 。 初 学 者 在 阅读 某 本 量子 
场 论 书籍 的 过 程 中 需要 参考 另 一 本 书 时 ， 如 果 两 本 书 所 用 度 规 和 记号 不 同 ， 就 会 感到 困 
难 。 因 此， 在 这 个 附录 里 我 们 将 介绍 常用 的 两 种 度 规 和 记号 : Bjorken-Drell 度 规 和 记号 
《以 下 简称 B 一 D 度 规 ) ， 与 Pauli 度 规 和 记号 (简称 P 度 规 ) ， 并 给 出 由 一 种 度 规 到 另 
一 种 度 规 的 转换 方法 。 


(一 ) Bjorken-Drell 度 规 


度 规 张 量 ， 在 Minkowski 空 间 选 择 如 下 的 一 组 协 变 基 ea (a = 0,1,2,3); 
Í 1, 当 a=j=1.2、3 
Carea= 
+1, 当 a=0 
这 组 基 矢 量 的 长 度 并 非 都 是 实数 ， 如 上 式 所 示 ， 其 中 三 个 空间 坐标 基 矢 量 长 度 为 i 。 
定义 Minkowski 空 间 的 协 变 度 规 张 量 为 


go= [ga] a.B=0,1,2,3 (2)a 
其 中 ， 张 量 分 量 由 下 式 确定 : 


(1) 


0， 当 as 
esa: 当 a=Bs0 (2)b 
+1, 当 a=B=0 
因为 ea*ep 三 ep*ea,， 所 以 g。 是 对 称 张 量 。 可 将 〈 2 ) 式 写 为 
1 0 
-1 
go= 全 
0 -1 
#Minkowskiz yz CE 1 32638 0 F a 3836, 


[ 注 1] XFUNZA, VAS, SmxA.H.53833 (RERED SAR, ARAMAK, 195948 
2M, H. BACRY, «Lectures on Group Theory and Particle Theory? ,Chapter 2 ,Gordon and Breach Science 
Publishers, 1977, 
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e, a=0,1,2,3 
í: 1, 当 4=j=1,2,3 
etset = 
+1, ğa=0 
这 组 基 的 三 个 空间 基 矢 也 是 虚 长 基 矢 。 道 变 基 与 协 变 基 的 区 别 在 于 : 前 者 按时 空 坐标 所 


经 受 的 Lorentz 变 换 而 变换 ， 而 后 者 则 按 Lorentz 变 换 的 逆 步 变换 〈 即 Lorentz 变换 的 转 
置 再 取道 ) 而 变换 。 令 b 代 表 某 个 Lorentz 变 换 矩 阵 ， 则 逆 步 变换 矩阵 便 是 c = (b), 


(4) 


es=aaeo 《重复 的 上 、 下 指标 入 自 0 到 3 RA) (5)a 
e't = bhe". (RE) (5)b 


现在 来 看 任意 两 个 基 矢 ea 和 es 的 标量 积 ea*es。 这 个 标量 积 是 一 个 Lorentz 不 变量 ， 即 应 
有 


enre’ = eate? (6) 
按照 (5) R: 

ense’? = agbele te"), (7) 
考虑 到 Lorentz 变 换 的 行 正 交 条 件 〈 下 面 将 要 证 明 这 一 条 件 ) 

aabt, = 88, (8) 


便 不 难看 出 ， 《7 ) 式 成 立 的 条 件 是 
ease" = ea*ep= 358。 (9) 


即 逆 变 基 与 协 变 基 相 互 正 交 ， 由 于 这 样 ， 逆 变 基 与 协 变 基 互 为 对 侦 基 . 
与 ,《 2 ) 式 定义 的 协 变 度 规 张 量 对 应 ， 可 通过 逆 变 基 来 定义 如 下 的 逆 变 度 规 张 量 ， 


g?= [2%], a.B=0,1,2,3 (10)a 
0, Haß 
g%=e%ee= - 1, Hasko aob 
+1， 当 a=B=0 
由 定义 (2) 和 定义 〈10) 显 见 ， 
9” = gas GD 


但 我 们 仍 应 注意 区 别 9 go: 前 者 的 张 量 指标 是 逆 变 指标 〈 上 指标 ) ， 而 后 者 的 张 量 指 
标 则 是 协 变 指标 《下 指标 》。 

按照 张 量 缩 并 法 则 ， 尚 可 构造 如 下 的 混合 度 规 张 量 9 ， 它 的 每 一 分 量 均 具有 一 个 上 
指标 和 一 个 下 指标 ; 
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g = (98) = (go) = [osa]， aza 


其 中 ， 


级 = gga = IP Ias azb 
Ia? = 9P Jars (12)c 
Fa = g?) gia (12)d 


如 同 ( 5 ) 式 那样 ， 我 们 约定 今后 凡 在 同一 乘积 项 里 出 现 一 对 相同 的 上 、 下 指标 (Lorentz 
指标 ) 便 表 示 要 从 0 到 3 求 和 。 从 〈11) R, (DORA (10)4 式 不 难看 出 ， 


Ia = ga’ = g'a = HE, a3) 


因此 ， 混 合 度 规 张 量 是 单位 张 量 。 

四 维 矢量 ， 设 矢量 4 是 Minkowski 空 间 M 的 任意 矢量 ， 而 B 是 对 侦 空 间 M 的 任意 和 
量 ， 一 个 线性 矢量 空间 的 基 与 矢量 总 是 按照 互 为 逆 步 的 变换 而 变换 ， 因 此 ，A 和 可 分 
别 用 基 ea。 (a=0, 1, 2,3) 和 基 e? (B= 0，1，2，3 ) 线性 表示 如 下 ， 

A= eaA®, (14) 
B= edBo. (15) 
以 上 二 式 表明 ， 矢 量 4E M 具 有 送 变 分 量 4"， 而 矢量 BE M 具 有 协 变 分 量 B6。 为 了 对 六 
变 分 量 和 协 变 分 量 下 一 个 明确 的 定义 ， 分 别 用 ep 和 e* 数 乘 (14) 和 5) 式 两 边 ， 由 此 得 
到 ， 


ebe A= ebrea At = SË Az = A, ao) 


和 
erB=eredBe= 58B0= B.. (17) 


在 以 上 二 式 的 推算 里 曾 使 用 了 (9) 式 。 (16) 式 表明 ， 矢 量 4E M 的 道 变 分 量 4p(B = 
0，1，2，3 ) 是 相对 于 对 偶 空间 M 的 道 变 基 而 言 的 ， 它 们 是 矢量 4 在 着 变 基 上 的 投影 
而 矢量 BE M 的 协 变 分 量 Be(r= 0, 1, 2, 3) 则 是 相对 于 空间 M 的 协 变 基 ev(r= 0, 1, 
2, 3 ) 而 言 的 ， 它 们 是 矢量 B 在 协 变 基 上 的 投影 . 自然 还 应 提出 如 下 的 问题 ， 矢 量 4EM 
是 否 还 有 协 变 分 量 ? 同样 地 矢量 BE M 是 否 还 有 逆 变 分 量 ? 回答 是 肯定 的 。 由 (14) 式 
-一 (17) 式 容 易 推 出 以 下 二 式 : 

9 a A = essea A“ = ess A= Ap, (18) 

g°Ba= etredBo= e*+ B = Br. (19) 


由 此 可 见 ， 同 一 矢量 〈 无 论 它 属于 空间 M 或 M) 相对 于 逆 变 基 与 协 变 基 分 别 具 有 两 组 变 
换 人 性质 不 同 的 分 量 ， 逆 变 分 量 与 协 变 分 量 。 这 两 组 分 量 通过 度 规 张 量 而 相互 联系 ， 协 变 
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度 规 张 量 ge 把 道 变 分 量 的 指标 降 到 下 方 ， 使 之 成 为 协 变 分 量 ， 逆 变 度 规 张 量 9" 把 协 变 分 
量 指标 提 到 上 方 ， 使 之 成 为 逆 变 分 量 。 因 此 ， 协 变 与 逆 变 的 度 规 张 量 对 矢量 指标 有 升降 


作用 。 
既然 如 此 ， 无 论 4E M 或 BE MM 均 唉 可 通过 协 变 基 来 线性 表示 , 也 可 通过 道 变 基 来 线 
性 表示 ， 即 应 有 。 
A= eA = et Ap, (20) 
B=edBo=eB'. (21) 


为 了 确信 这 一 点 ， 首 先 用 e" 乘 ( 9》 式 两 端 ， 并 对 a 自 0 到 3 RA 


e“ease = dhet = ef, 


此 式 成 立 的 条 件 是 : 

eea=1, (22) 
同样 可 得 

epef = 1。 (23) 
以 上 二 式 导 致 度 规 张 量 g。 和 g" 对 基 矢 量 的 指标 也 有 升 、 降 作用 ; 

Jape? = ea *egeB = eas (24) 

gopep = e% sees = e". (25) 


由 (24) RA 08 式 显然 有 
CaA" = Jage? A = e? Jag AT = e° Apy 
又 由 (25) 式 和 (19) AA 
edBo= gtrerBe= eg Bo = eB", 
这 就 证 明了 (20) RM (21) 式 。 按 照 (18) RA 9) 式 ， 任 一 矢量 4 的 协 变 分 量 和 
道 变 分 量具 有 一 一 对 应 的 关系 : 


A, 当 B=0 
Ap= gÚ 4° = (26) 
-#, 当 B=j=1,2,3 
现在 来 看 任意 两 个 四 维 矢量 4 和 8B 的 标 积 : 
A. B= A*ea* Bge? = 88.A"Be= A*Bo, (27)a 
或 者 也 可 以 是 : 
A'B= Aae". Beg = 88 AaB? = AaB®, (27)b 
将 (18) 、 (19) 、 (27) 三 式 结合 就 得 到 
A'B=A"Ba= AaB" =g"84pBa= gas B°, (28) 


按照 (26) 式 又 可 把 上 式 写 为 : 
A-B = A'B’ -AB!- A*B:- A'B? Ë 
= 4oBu-_4iB,-4:B:-4sBs。 (29) 
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如 前 所 述 ， 四 维 时 空中 每 点 的 坐标 t. x 与 逆 变 基 矢 一 样 地 变换 ， 因 此 ，+ 、x 是 坐标 


AR x 的 逆 变 分 量 : 

ssx, y=x5, z=x°b, tex’, 《30)a 
而 矢量 x 的 协 变 分 量 由 下 式 确定 〔 见 (26) 式 ] : 

X= =x, Xa=—y, Xs= 一 2， Xo=t, (30)b 
根据 同样 的 理由 ， 粒 子 的 四 维 动量 矢量 ?的 逆 变 分 量 与 协 变 分 量 分 别 是 ; 

p=E, pr=ps, pr=py p'=po (3Da 

po=E, pi=-ps, Pa = -Pe ps= ps (31)b 
H (29), (30) 、 GD 诸 式 ， 立 即 得 到 ， 

Xey= Xay =X Ya = taty- xy, (32) 

P*q = Pag? = prqa= EvEa— p*q, (33) 

Xs p= Xap" =x"pa=tE-x°p, (34) 
特别 地 : 

zttk, (35) 

pt = Et — |p]? =m? (86) 


(36) 式 便 是 在 B 一 D 度 规 里 的 质 党 关系 式 。 
量子 力学 算 符 ， 四 维 动量 算 答 分 的 进 变 分 量 为 


-8 ë 
Aras E i u= 0 
p= i= iL = à (37) 
Ox |- í, u=;j=1,2,3 
ax? 
其 中 ，-2 是 微分 算 符 
x: 
ate 日 ð 
v -@, Z, Z, (38) 
的 分 量 。 算 符 分 的 协 变 分 量 是 ， 
机 ə i žu=0 
þu=iðu=i g= 9 : (39) 
iga” 当 b=j= 1,2,3。 
S. S... s. PE 
这 里 ， a o Da [参见 G0 式 ] 。 pr 与 pu 同样 由 度 规 张 量 相互 联系 : 
Pa= oa 《40)a 
Ny a= a 
p'= gu" p (40)6 
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因此 ， 
WW 
po=p", P= - pi. (41) 


DEMEU O0, 1，2，3) 对 应 的 力学 量 分 别 是 四 维 动量 的 分 量 E， pa po po 而 协 
变 分 量 名 则 与 局，- p. - po — ps 对 应 。 
d’Alembert 算 符 是 微分 算 符 9= (3u,3i,8:,8:) 的 模 平方 : 


[me DV (42) 
Y 和 矩阵 ， 形 式 地 定义 一 个 四 维 矢量 Y ， 它 的 逆 变 分 量 是 


v=p= F 2} (43)a 


1 


y 
v=ba= (20, Y) j=1,2,3 (43)8 


这 里 04(j = 1，2，3 ) 是 三 个 Pauli 和 矩阵 ，as(j= 1，2，3 ) 由 (1.31) 式 定义 。 矢 量 Y 的 协 
变 分 量 记 为 Ys.Yu 与 Y* 同 样 由 度 规 张 量 联系 起 来 


Yt=g""y, (44)a 

Yu=guwY", (44)b 
因此 ， 

Y°=Ye (45)a 

Y= — Ys (45)b 


但 矢量 Y 并 不 是 Lorentz 矢 量 ， 它 的 分 量 不 按 Lorentz 群 的 矢量 表示 变换 。 
Y 与 任意 一 个 四 维 矢 量 4 的 标 积 仍 按 〈28) RM 29 式 的 方式 定义 ， 


Y+-A=YA =Y As" =y A- YA, (46)a 
Ip, y=(y',Y*, Y), A= (4 At, A"). RAe: 
Yep=Y"pu=Yup" =Y" p" — Y°p+ (46)b 


[这 里 ，p = (p', p% ph) BER F E B] 3 tJ 
Y3 =Y," =Y 


=w ty =Y yey. ° CON 


Bi (43) RA (45) 式 可 知 ，Y* 和 Y。 是 厄 米 矩阵 ，Yi 和 Ys 是 反 厄 米 矩 阵 。 
四 个 Y# 满 足以 下 代数 关系 : 


(Yu, yy =2guv, (47) 
利用 (44)a 式 同样 可 得 : 
{Yus Y) =2guve (48) 


因为 
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{Ys Yu}= 0, (49)a 


{Y,Y"}= 0, * (49)b 
WKY 和 Ye 由 下 式 定义 : 
Y5 一 这 "YIY2Y3 一 Ys 一 一 1YoYiYazYs 
0 | 
-| š (50) 
J 0 
据 此 定义 显然 有 ， 
Y't=Yy,Yi=Ys (51) 


这 时 ， 左 旋 和 右 旋 的 旋 量 分 别 为 
EONA S Po 
yr => Ya) p, Ya=3 1+ Yo) pe 
Lorentz 变换 ， 当 参考 系 转换 时 ， 任 一 四 维 矢量 4 的 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 分 别 按 以 
下 二 式 变换 : 
A= bA, (52)a 
A, =p" Aye (52)b 
因为 
A.B! = A, B'u= A+ B= AB", 
故 由 (52) 式 可 得 
aa Ayb", Ba = A.B", 
由 此 导致 Lorentz 变 换 的 列 正 交 条 件 : 
aba = 82, (53)a 


上 式 右边 对 于 交换 指标 cx、v 是 完全 对 称 的 ， 因 此 ， 左 边 也 必定 具有 此 种 对 称 性。 利用 
(12) RM 03) 式 ， 就 可 把 列 正 交 条 件 〈53)o 改 写 为 
q bh = gt" guys 
此 式 右边 对 交换 上 与 cv， 与 v 具 有 对 称 性 ， 因 而 左边 也 具有 此 种 对 称 性 。 于 是 ， 就 有 如 
下 的 行 正 交 条 件 : 
aatbu= 52. (53)b 
下 面 进一步 讨论 Lorentz 变 换 矩 阵 b 与 其 道 步 变换 矩阵 a 的 关系 。 这 种 关系 就 是 b= 


《a ~ (已 如 前 述 ) ， 但 我 们 现在 要 找 出 矩阵 元 之 间 的 关系 ， 借 此 进一步 显示 度 规 张 量 
的 作用 .将 《5)a 式 左边 的 es 和 右边 的 e; 分 别 代 区 成 gage'? 和 gsres 
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Jape’ =a g e", 
FU 38 ESC BD 49 
e'P=gP%g, aa et, 
将 此 式 与 《5)8 式 比较 就 得 到 矩阵 元 之 问 的 如 下 关系 式 ， 
bP = 99ra", (54)a 


由 此 可 见 ， 度 规 张 量 g。 和 g。 联 合作 用， 把 Lorentz 变 换 的 逆 步 变换 矩阵 元 aa* 的 上 指标 降 
到 下 方 ， 并 将 其 下 指标 提 到 上 方 ， 使 之 成 为 Lorentz 变 换 的 矩阵 元 bp*， 换 言 之 ， 度 规 张 
和 量 对 Lorentz 变 换 的 矩阵 元 指标 有 升降 作用 。 到 此 为 止 ， 我 们 看 到 ， 度 规 张 量 go 和 9" 不 
但 对 所 有 矢量 、 张 量 指标 都 有 升降 作用 ， 而 且 对 矩阵 元 指标 也 有 这 种 作用 。 据 此 可 直接 
写 出 〈54)a 式 的 道 转换 式 ， 


aa’ = gag” bhr, < (59b 
从 54) 式 不 难得 到 : - 

b= =a’, b%=-akh, (55)a 

b’, =a", bt 一 at。 (55)b 


G k=1,2,3) 
在 B 一 D 度 规 里 ， 无 穷 小 Lorentz 变 换 的 矩阵 元 是 : 
u= gu + O", 〈 变 换 矩 阵 a 的 矩阵 元 ) (56)a 


b'v=g"v+ e", (ERE b HEET) (56)b 


其 中 ，@n" 利 ohv 都 是 一 阶 无 穷 小 量 . 把 (56) 式 代入 行 正 交 条 件 (53)b， 可 得 如 下 关系 : 


on"+o=0。 (57)a 
g= gR EREA 
wm, (57)6 
GD 式 显示 了 无 穷 小 Lorentz 变 换 的 特征 。 
(Z) Pauli 度 规 


本 书 采用 的 便 是 Pauli 度 规 
度 规 张 量 ， 在 Minkowski 空 间 选 择 如 下 的 一 组 标准 正 交 基 ( 协 变 基 ) ， 
ew u=1,2,3,4 l 
š (58) 
Eprev=Bbpy, bv=1,2,3,4 


定义 协 变 度 规 张 量 如 下 : 
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go= (9m); (59)a 
ie So 69b 
因此 ，g。 是 单位 张 量 : 


£ 0 
go 一 1 (59)c 


同样 可 以 定义 如 下 的 一 组 逆 变 基 ; 

e, n=1,2,3,4 
然而 ， 由 于 在 现在 的 情况 下 ，gyw 三 3nv， 故 

Ep=ghve"=es,h=1,2,3,4 (60) 
换言之 ， 在 Pauli 度 规 里 ， 协 变 基 与 道 变 基 不 再 有 任何 差别 ， 协 变 度 规 张 量 go 与 逆 变 度 
规 张 量 9" 也 不 再 有 差别 。 因 此 ， 矢 量 和 张 量 的 协 变 指标 与 逆 变 指标 没有 22 别 . 我 们 可 
以 把 所 有 指标 都 写 在 下 面 《 有 时 为 了 方便 ， 把 指标 写 在 上 面 ， 也 不 代表 逆 变 的 意思 ) , 
并 把 度 规 张 量 ge 和 9 "统一 记 为 g。 

四 维 矢量 :任意 一 个 四 维 矢量 


A=(A,, Ar, As, A,) (61) 
可 用 〈58) 式 定义 的 基 矢 量 来 线性 表示 : 

A=enAp, (62) 
凡 同 一 项 里 出 现 一 对 重复 的 Lorentz 指 标 , 便 表示 自 1 到 4 求 和 。 从 经 典 电动 力学 知道 ， 

Iq- 
是 一 个 Lorentz 标 量 。 我 们 定义 这 个 量 为 坐标 矢量 x 的 模 平方 ; 

x=]? -t (63) 
则 因 

x= x*x = exu*evxv= xuxXuy (64) 
故 可 令 x 的 分 量 为 : 

Ximx, X=y, Xe 一 2 Xs=it。 (65) 


(65) 式 适 用 于 任何 一 个 Lorentz 矢 量 4， 即 任 一 矢量 4 的 空间 分 量 为 实数 ， 而 时 间 分 量 
为 纯 虚数 ， 
-4 为 实数 ， e 
(66) 
A=iA. 40 为 实数 
因此 ， 粒 子 的 四 维 动量 矢量 为 
P= (Pis Pas Pasipo) 
= (pas Pu Pas iË), (67) 
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任意 两 个 四 维 矢量 4 和 B 的 标 积 是 


A:B=AnBu=A*B—- A.B. (68) 

特别 地 ， 
xy 一 Xey 一 tatyy (69)a 
x"p=x*p—tE, (69)b 
pq=p"9- EsEo, (69)c 
p=- Et= - m. (69)d 


(69)d 式 便 是 Pauli 度 规 里 的 质 这 关系 式 。 
量子 力学 算 符 ， 四 维 动量 算 符 是 


P= Bi Po pss POD aoa 

其 中 ， 
- 当 h=j=1, 2,3 
= ; ,9 ui 
P= -ids - i£ = (70)0 
axh )--a_ = 
u rn B= 4 

粒子 的 空间 动量 p 对 应 的 算 符 是 

PF=-i9=-i(2, 2, -2 

p=-iy A AETR (7D 
d'Alembert 算 符 是 

ye Š 
O= 王 (72) 
Y 矩阵 〈 详 见 第 一 章 ) ， 形 式 地 定义 四 维 矢 量 Y 

Y=(Y1, Yis Yss Yo) (73)a 
其 中 ， 

Y=-iBa: G=1,2,3), (73)b 

v=B= [$ _ P), (73)c 
Y 与 任 一 四 维 矢量 A 的 标 积 是 

YA=YrAn=Y¥°A+ Y A (74) 


这 里 ,Y= (Y1,Yz,Ys) 可 形式 地 视 为 一 个 三 维 矢量 ,但 它 不 受 三 维 空间 转动 变换 的 作用 。 
与 B 一 D 度 规 的 情形 不 同 ，〈73) 式 定义 的 Yp 矩 阵 均 是 厄 米 和 矩阵 。 
Ye 矩阵 的 定义 见 〈1.65) 式 。Yh\Ys 所 满足 的 代数 关系 即 是 (1.36) 和 Gl.68)c, 
Lorentz 变 换 任意 一 个 四 维 矢量 4(Y 除 外 ) 的 分 量 按 下 式 变换 ， 
Ai =a A. ° (75) 
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这 里 ，anv(h\v= 1,2，, 3，, 4 ) 是 Lorentz 变 换 的 矩阵 元 。 由 于 任 一 矢量 的 空间 分 量 为 实 
数 ， 时 间 分 量 为 纯 虚 数 ， 故 由 (75 式 容易 看 到 : 
at 为 实数 人 7j 一 1，2 ,3) 
9044 为 实数 
aflau li j= 1，2，3 ) 忆 为 纯 虚 数 。 
如 果 我 们 注意 到 在 B 一 D 度 规 里 ， 坐 标 矢量 的 分 量 均 为 实数 〈 任 一 四 矢 的 分 量 也 均 是 实 
数 ) ， 就 可 看 到 ， 在 B 一 D 度 规 里 的 变换 矩阵 元 oa8 和 心 * 全 都 是 实数 。 
根据 四 维 矢量 之 标 积 是 Lorentz 不 变量 的 事实 , 容易 得 到 Lorentz 变 换 的 列 正 交 条 件 : 


Gpvapa = dvas (76) 
将 上 式 做 如 下 的 变化 : 
ayapa = Š va = (a”1) wapas 
由 此 立即 得 到 
au = (oD) w = (a=) 
即 Lorentz 变 换 与 其 逆 步 变换 没有 区 别 : 
(a-)T==(a)-1=a, (77) 
以 aai (75) 式 两 端 得 
a= aa Ap = 08u Aj = axa Al, 
考虑 到 4,4= AAE A! A = Ay As， 即 可 利用 上 式 导 出 Lorentz 变 换 的 行 正 交 条 件 : 
aaaa=5,a, x (78) 
无 穷 小 Lorentz 变 换 矩 阵 元 是 
ahv 一 Shv 十 onw 
其 中 ，@pw 为 一 阶 无 穷 小 量 ， 并 满足 反对 称 关系 式 G.15)5. 
(=) B 一 D 度 规 与 P 度 规 之 间 的 过 渡 关系 


为 了 明确 起 见 ， 对 于 B 一 D EMEN Y 矩阵 与 Lorentz 协 变量 暂时 在 上 方 加 一 记号 
“一 ”， 例 如 : 


而 对 于 了 度 规 里 的 相应 量 不 加 任何 标记 。 
基本 关系 : 由 (30) AM (65) 式 可 得 时 空 坐标 之 间 的 关系 : 


PEEN j=1,2,3 } (79) 


xXt=t=-ixo 
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二 = -xn a éo 
Xo=t= -ix,. 
由 《31) RA 6D 式 得 到 四 维 动量 分 量 之 间 的 关系 
Pps j= 1,2,3 } ai 
P= E= -ip 
Pi= pa j=1,2,3 l (82) 
Bo=E= -ip,. 
由 两 种 度 规 里 的 质 壳 关系 (36) 和 “〈69)d， 又 有 : 
Br= -pt=m, (83) 
顺便 指出 ， 在 两 种 度 规 里 类 时 矢量 与 类 空 矢量 的 定义 在 形式 上 恰 相反 ， 
在 B 一 D 度 规 里 在 P 度 规 里 
Ble 类 时 矢量 ， 人 类 空 矢量 ， 
在 < 0 ， 类 空 矢 量 ， (4: 二 0， 类 时 矢量 ， 
由 (37) XÇ, (70) 式 和 “(79) 、 (80) 两 式 ， 有 ; 
P= ipa | (84) 
Bi= p» j=1,2,3 


-an FR 


A (86) 

H (42) 式 和 72》 式 以 及 (86) RA 

B=-O. ` (87) 
H (43) R, (45) RA (73 式 得 到 Y 和 矩阵 的 如 下 关系 ; 

Y= Y = Yo l (88) 

Y= -Yi=iYp j= 1,2,3 
由 50) RA (1.65) 式 又 得 到 

Y=. = -Ye。 (89) 


平面 波 展 式 ， 现 在 来 看 在 两 种 度 规 里 场 算 符 的 平面 波 展开 式 。 在 平面 波 展 式 中 ， 
正 、 负 频率 部 分 的 时 空 相 因子 分 别 是 : 
正 频 率 部 分 的 相 因子 为 e%” 


在 venal 
负 频 率 部 分 的 相 因 子 为 e- 交 * 
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正 频 率 部 分 的 相 因子 为 - 亿 

在 B 一 D 度 规 里 x. 
#UB3R382F0038I T 3 T? 

产生 这 种 差异 的 原因 是 ，CD k-x = -Kx @@ 追 漳 到 量子 力学 ， 能 量 算 符 i 名 作用 于 


正 , 负 能 的 本 征 态 矢量 应 分 别 得 到 本 征 值 土 玉 。 
两 种 度 规 里 ， 场 算 符 的 平面 波 展 式 如 下 : 


了 度 规 ， 
(xz) = —L X laet + apeta), 即 (5.6) 
VV k V 26, Ë 
" 
1 
$G) = — Da laeh + bjek”), Bp (5.43)a 
výk = 
Yode i 二 
+ (x) 2; "= (bkete#% + age te) Bp (5.43)b 
pui m kea dt. y, eke 
pa) = —— > (ck uk eË” + dt, ukse k”), Bg (6.6)a 
VY Er š 
Fo = =V E Oi w etis deb et”, 即 (6.6)b 
y ks k 
AG) -AA IRD Cagek t Tek?) BB (7.6)a 
vv 


B 一 D 度 规 : 
只 要 把 以 上 诸 式 中 的 Y 矩 阵 和 各 类 Lorentz 协 变量 技 照 基本 过 渡 关 系 (79) — (89) 
换算 成 B 一 D 度 规 里 的 相应 量 ， 便 得 到 B 一 D 度 规 里 的 平面 波 展 式 〔 在 一 归 化 因子 里 和 放 
量 振幅 ks*、 vwks* 里 不 含有 上 面 这 些 需要 换算 的 量 ， 因而 归 一 化 因子 和 旋 量 振幅 保持 不 


变 . 由 于 Y" = Ye= Yo HTO SFT ORAA IUEN, 


qO `Z; (ae ajet"), (90) 
$= eyg + bje, (gDa 
$+ G= Aa Coret: Stag eki), (91)b 
TE -gV p oume dy veet), (92)a 
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v= ay E lch mek? + d wee), (92)b 
VV ks k 
PÉ- $ i 

@- 2 ew Gae + ax et), (93) 


在 (93) 式 里 ,a = 0，1, 2,3，, 祥 = 0，,1,2，,3 .由 于 现在 四 个 外 (%) 都 是 厄 米 算 符 ， 
因而 应 以 ot 代替 《7.6)o 式 中 的 ， 并 应 将 四 个 极 化 矢量 ev: 均 到 为 实 矢 量 ， 为 了 使 场 
算 符 定义 空间 具有 不 定 度 规 ， 极 化 矢量 应 满足 如 下 的 正 交 条 件 : 


e ` e= Cep)" legu Iry (94) 
8IP003 kE nB. M 3TS)E OC 
P EH: 
(DOD-m’)$(x)= 0; BB (1.8) 
(YuOp+ mY = 03 即 (1.34) 
口 As= 0. BD (1.250) 
B 一 D 度 规 ， 
按照 前 面 关于 平面 波 展 式 的 讨论 ， 对 方程 的 解 只 需 作 如 下 代 换 : 
pop, 
由 (一 > 下 (9， 


如 (DG = 1,2,3, 4)—> A a= 0,1,2,3). 


Bit, RAD- - 口 可 将 (1.8) 式 转换 为 下 式 ， 
tmd = 0， (95) 


Ha = vat YQ, = ORD ODYO i) = — Yó WC. 式 转换 为 下 式 ; 
(88) 式 和 (85) 式 | 


GV- mY) = 0 ，( 重 复 指标 h 自 0 到 3 求 和 ) (96) 
(1.250) 式 仍 具 有 和 卫 度 规 里 相同 的 形式 : 


BF) = o, (a=01,2,3) (97) 
将 (1.143)a 与 《1.144)a 左 边 的 算 符 Y*k 进 行 如 下 的 换算 : 
Yh Yikit Y k = iY) C Ro) +Y GO 
= ik. 
41 


就 分 别 得 到 与 上 述 二 式 相应 的 旋 量 振幅 方程 式 ， 


OP — muks= 0, (98) 
(Yh + mov = 0 。 . (99) 


在 这 里 和 “〔92) 式 里 ，B 一 D 度 规 里 的 旋 量 振幅 仍 采 用 了 度 规 里 的 记号 ， 以 后 也 仍 这 样 


La 
其 次 来 看 对 易 关 系 : 


P EH: 
[CT y), 即 (5.29)a 
LD, aty D=- y, 即 (5.29)b 
(DG), yy, 0}= 0 (y), 即 (6.1)a 
[Ap t), Rely, t= dud O (x- y), 即 (7.2)a 

B- DEH: 

前 面 三 式 只 须 改 变 场 算 符 的 记号 即 可 : 
Le D, RY, DI =i Ay), (100) 
LE D, y AI iDO), aon 
{hp Wy, D}= 8 x-y). (102) 


但 了 度 规 里 的 电磁 场 对 易 关 系 需 做 如 下 转换 手续 ， 首 先 把 它 写成 时 间 分 量 与 空间 分 量 分 
FHER: 
CA, 0), ily,t)]=idnd (x—y), G, l=1,2,3) 


Cida (X,t), itay, l= ido 600). d=) 


RE, z, = Å DRA (82) 式 的 过 湾 关 系 对 任意 一 个 四 维 矢量 均 适 用 。 故 可 把 上 式 
左边 的 算 符 用 B 一 D 度 规 里 的 相应 算 符 来 代 换 : 


LOD, mO, DI= -igda y), 
LA ,Holy, DIE igo0d OGC, 


因此 ，“《〈7.2)a 式 在 B 一 D 度 规 里 成 为 下 式 : 
CA Ds TY AIE tiga bt y). 《103) 
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其 余 的 等 时 对 易 和 反对 易 关 系 也 可 用 类 似 的 方法 来 过 渡 。 

BW C109, (101), (102) ERAAI (5.290. 《5.99)b、(6.1)a 具有 相同 形 
R PHRA (9.1), (9.2) 485 (5.43), (6.6) RAHNER SR G B—D 度 
规 里 旋 量 振幅 满足 和 〈1.179) 一 (1.182) 一 样 的 正 交 归 一 条 件 ， 故 在 动量 空间 ， (100), 
(101)、(102) 三 式 将 分 别 与 (5.47) 式 、(6.8? 式 共 春 相同 形式 。 采 用 类 似 于 推导 
《7.9) 式 的 方法 ， 从 平面 波 展 式 (93) 里 解 出 oy: 和 ah + 


oa = idy |a; GE a 0A GO uona 
a = ia |a GQ 3420. aonb 


R, REIH G.D REX HU DaM (t) ar ii TRE: 


(fa)a= wa Ceac”, 
dg FIR Cega", 
HMNARR (103), RAAR (1.184), FERH (940, FAR: 
eite =T Sii» (tos) 
g” (ee = tep", 
就 可 把 (103) 式 转 到 动量 空间 ; 
[a ot = — gi di AT = 0, 1, 2, 3) i (106) 


由 于 四 个 各 (x) 都 是 厄 米 算 符 ， 所 以 ct 、ake 分 别 就 是 时 间 光 子 的 产生 、 潭 灭 算 符 ， 这 
#, MRR (93) 和 对 易 关系 (106) 出 发 ， 就 可 以 重复 第 七 章 里 关于 引入 KERR 


进行 量子 化 的 全 部 讨论 。 
读者 可 用 类 似 的 方法 从 P 度 规 里 的 不 等 时 对 易 和 反对 易 关系 过 滤 到 B 一 D 度 规 里 的 
相应 关系 。 . t> 
mam. 
P E, 
标量 场 传播 函数 是 
Ar(x) = Z [awa ee 
= | i A E (G5.tF5) 


413 


Ar(x) 满 足 如 下 方程 式 : 
SD ER Ap) = id (x) ` tal BD (5.160) 


， 放量 场 情 播 函数 是 


e Sp (x) =— 1 [dikSpeh) otee 
Lin Sp (x) a [aseo 


z GE ap =E iea 6.94. 
a TY N. 6.50 
Se(x) 清 足 如 下 方程 式 ， 
I (YuOn +M) Spl) = — iOO ao 
电磁 场 传播 函数 是 
Denv(x) = 
at iu ika, š 
a|: ASeto (hv=1,2,3,4) M (7.97) 
Drin (x) W J 3 F 3r RR: 
口 Drwv(x)= dpd Oix). k (108) 
B 一 D 度 规 ， 


由 于 在 两 种 度 规 里 场 方程 的 形式 不 同 ， 因 而 传播 函数 所 满足 的 方程 式 也 存在 形式 上 
的 差异 。 根 据 B 一 D 度 规 里 传播 函数 所 满足 的 方程 式 ， 就 可 以 把 P 度 规 里 的 传播 函数 表示 
式 过 渡 到 B 一 D 度 规 里 去 。 

标量 场 传播 函数 ， 记 为 Ar(*)， 它 所 满足 的 方程 是 (入 1 


tm = - seo (Q. (109) 
现在 把 《5.164) 式 中 的 口 代 换 成 - 白 ， 由 此 得 到 下 式 ， 
rtm) (- Ap) ] = id Oa), 
上 式 两 边 困 以 i: 
+m» (~iAr(x))] = - eoo, (110) 


RADOWO, MA 110 RRE G09) 式 ， 我 们 应 有 ， 


[ 注 1] 参见 CLAUDE ITZYKSON, JEAN-BERNARD ZUBER. «Quantum Field Thory》 McGraw- 
Hill 1980. 其 下 吴 于 旋 量 场 、 电 磁 扬 的 传播 函数 方程 均 可 由 此 书 或 J。D。Bjorken，S.。D,。 Drell, «Relativistic 
Quantum Fields} , McGraw-Hill 1965.， 的 有 关 章 节 找 到 。 
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3 BD = -inar(o。 a aa amw 


EOT TA PN : n iks : 5; 1888 
< d'h- Í 
B= KZ kt+m'- ig i 

` ii ; ara aI 
ani [aa 2 L aa 
Qa) fe rm ie 


> 


RRAd'hod'kdki=dk, P=, ikae - ik, WABIB—DEM EM R 
S, CO 的 四 维 积分 表示 式 ， 


a 


SOA S 
MER dR eths, (112)a 
eag) hè- mt +ie Š J 
在 动量 空间 有 
D a = t. f aidb 


kè-m?’ + ie 
KARS ICRIR, ASO, WA m FS 
; 


GK- mS DO, (k 自 0 到 3 求 和 ) ` a13), 


MER A 式 中 的 Yak Cu H 1 到 4 RRD RAR -Y On n 0 到 3 求 和 ) ， 并 将 
所 得 式 两 边 同 果 以 -i ， 就 得 到 


(Bm [- iSe) = 3000) =e (Q, aw 
以 上 两 式 比较 即 得 


SF) = = iSe) = = i (~ (yuan— m) Apt) ) 


d'k Yuhu = m) giva 


(2z)° k?+m? -ie 
pra 
变化 
S fak kar m 3 
G F-m + ie 


上 有 到 二 所 小 到 1 T $ -iyi š 
. dko eiet, (115)a 
eag arm + ie 
这 就 是 B 一 D 度 量 里 Se (2) 的 四 维 积分 表示 式 ， 它 在 动量 空间 的 表示 式 为 
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SD -—. CB 0 到 3 求 和 ) (115)6 


YR m + ie 


电磁 场 传播 函数 ， 记 为 Duw(zj) (kh.v= 0,1,2,3 )， 它 所 满足 的 方程 式 为 


下 Da = gd OG, Ch v= 0,1,2,3) (116) 

把 〈108) 式 分 成 以 下 两 式 ， 
Deala) = idad Ox), (人 1= 1，2，3) (117)a 
口 Dee(x) =í, dOa), (117)b 


BBA OTADA 0 >= -0 TA Alo, WJ DER 可 形式 地 写 
为 ， 


DDroo (x) = -idad (x), (118) 
把 〈117)o 与 〈118) 综合 为 下 式 ， 
Dev(x) = -igw (x), (hv=0,1,2,3) (119) 


再 把 上 式 的 口 代 换 成 - 启 ， 并 以 i 同 乘 其 两 边 得 ， 


Ñ- Daw) = gd V(x), (hv= 0,1,2,3) (120) 
《120) 式 与 116) 比较 得 ， 
DaD = -iDa G.v=0,1,2,3) az) 


上 式 右边 的 Deav(x) 是 〈119) 式 的 解 。 将 G19) 式 与 (108) 类 比 ， 即 可 类 比 于 (7.97) 
RIH 〈119) RHR: 


Gu t 4 higuy oies š 
Diuv(x) Z |a ss, (R.v=0,1,2,3) (122) 


把 (122) 代入 (121) ， 并 把 如 换 成 一 kt. Chika k, ikB- IX, at B Pl £ 
B 一 D 度 规 里 电磁 场 传播 函数 的 四 维 积分 表示 式 ， 


Dec = 


1 hv oii 
Lafe k — = ets, (123)a 


e k? +ie 


Dru (的 动量 空间 表示 式 就 是 上 式 右边 的 付 利 叶 分 量 ， 


Du 人 -gsv=ol,2,3) (123)6 
ki+ie 


利用 基本 过 渡 关 系 (79 一 (89) ， 同样 可 以 把 相互 作用 场 系统 的 Zr 从 一 种 度 规 
的 表示 转换 成 另 一 种 度 规 的 表示 。 例 如 (8.8) 式 的 2z 可 以 转换 如 下 ， 


r= iebYub da = iedysb Ay 二 ic 站 
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siet NOYO E) +iehy t Gdo), 


上 式 里 的 重复 指标 j SARE 1 到 IRA. REE OAIN O KERARI ORIO, 
就 得 到 B 一 D 度 规 里 的 相互 作用 ， 


' FT = -eF 24 GA G: B 0 W 3 kD 
在 B 一 D 度 规 里 有 了 平面 波 展 式 ， 传 播 函 教 者 示 式 以 及 相互 作用 ， 就 可 以 用 类 和 似 第 九 章 
的 方法 求解 相互 作用 场 方程 ， 并 归纳 出 相应 的 Feynman 规 则 。 
Y 矩阵 的 基本 运算 ; 
附录 一 里 的 公式 〈 还 有 第 一 章 给 出 的 几 个 公式 ) 可 以 借助 于 本 附录 给 出 的 基本 关系 
式 将 其 全 部 转 到 B 一 D 度 规 里 去 。 例 如 ， 对 附录 一 〈9 )a 式 : 
YhYaYh= —2Ya (HÉ 14RA, a=1, 2,3,4) 
可 转换 如 下 ， 
YuYaYn = YiYaYi+YiyaY4《〈 自 1 到 3 求 和 ， 下 同 ) 


H (88) 式 可 将 上 式 写 为 : 
YuYaYa = Y'YaYo + (~ iY) Ya GV) =V Ya Va (124) 


其 中 a=1,2,3, 4, PB 194 R, AA 83 求 和 。 上 式 右 边 又 可 重 写 如 下 ， 


~ — (YYMm= -iVYY, a=j=1,2,3 
YaNa = (125) 


Y YY, 当 a = 4, 


将 (124) 、 025) 与 附录 一 〈9 )o 式 结合 ， 并 把 〈 9 )o 式 右边 的 Ya 换算 成 YoCo = 0, 
1，2， 3 ,)， 就 得 到 B 一 D 度 规 里 与 《9 )o 对 应 的 公式 : 


YS = -27? ( 自 0 到 3 求 和 ,0=0,1,2,3) (126) 
类 似 地 有 : 
B 一 D 度 规 

YuYaYpYn = 45ap PEP n= agre 

GB 184 RR Er AB083328 ) 

a B= 1, 2,3,4 ) „B’=0, 1,2,3 

YuYu = 4 | Y= 4 | 

一 > 
(Ch 自 1 到 4 求 和 ) 《入 自 0 到 3 求 和 ) 


Trya= 0 r. Tr = Try, = 0 | 
(k=1,2,3,4) (MA=0,1,2,3) 


ar 


一 


Tryuyv=45uv ! Try"y’ = TryaYs = 4g%*= p 
`.. (a, B=0 1, 2,3,) 


(u,v=1,2,3, 4) 
其 余 公 式 可 依 此 类 推 。 
以 上 讨论 了 从 P 度 规 到 B 一 D 度 规 的 过 滤 。 利 用 基本 关系 式 〈79) 一 (89) ， 也 可 以 
反 过 来 实现 从 B 一 DD 度 规 到 P 度 规 的 过 渡 。 这样， 就 可 以 把 两 种 不 同 度 规 的 运算 联系 起 
来 ， 可 以 顺利 地 把 一 种 运算 转换 为 另 一 种 运算 。 这 对 阅读 不 同 的 参考 书刊 是 十 分 必要 
的 。 
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附录 四 ”正规 化 积分 计算 公式 


本 附录 给 出 计算 正规 化 积分 的 有 用 公式 ， 其 中 重要 的 公式 给 出 妾 区 证 明 。 为 了 方便 
读者 ， 对 于 积分 表 上 可 以 查 到 的 某 些 公式 也 在 此 列 出 。 
(一 ) Feynman 参 数 法 的 计算 公式 


车 Feynman 积 分 的 被 积 式 分 母 是 两 个 或 多 个 因子 的 乘积 ， 可 用 如 下 诸 公 式 合并 分 
母 ， 


1 1 
— aT dz assum 
AB `) Axt BA- 


其 中 ，x 称 为 Feynman 参 数 〈 勿 与 第 十 章 以 前 的 时 空 坐标 混淆 ) — C 1) 式 证 明 如 下 ， 
在 全 等 式 


O) 


jz 


里 令 5 = Ax+ BO- x) Bp 49, 


0 1 
加 Í (A-Ddxz __ dx 
B CAx+BG(-3)3: 0C4x%+ 甩 (1 一 %) 


zio 
A5 ) 


(1) RAHE. 


I 1 
1 -_T(G2+1l) Í X21(1— x)!-1dx (2) 


AB MODO), AxB- 


将 公式 《1) 对 4 微分 即 得 公式 〈2) 。 同 样 ， 将 公式 ( 1 ) 对 妃 微 分 又 可 得 公式 (3 ) 


1 
1 - 工 (2+1) fax AS $ a 


ABPO (23) Ax BG = 0T € 
Mit: HERK mA nA FRIRE: 
1 š 
1 _ Tm+n) Sm 《1 一 %)9 
| A+ BO- DI, Ceo.” 


上 式 两 边 对 ARG, HAM ERZEK +1) = zT e), ERN 


1 -Fmt dtm f gy f enii" Cf) ua 
AMIB? Pon+DTO) 4 Ax +B- xma? 


419 


同样 ， 将 〈4 ) 式 两 边 对 BRITA: 


£ 
1 Tn es ED 
AmB"*! Tm) nn 
Mia tA HW, W WO (4) Kak t'i 43, W (2) 式 和 《 3 ) 式 出 是 (4) 


式 的 特例 。 
利用 公式 〈4 ) 可 以 证 明 如 下 请 公式 : 


1 1 
E TAR 1 
AFC |== ar Boy ra çs, 


1 1 £ 
1 1 
= | dx |2ydy| 3z:dz 
ABCD f J j ([tAx + B-335+ cQ-x)]z+DG-2))” 


1 《6) 


还 可 以 写 出 分 母 上 有 五 个 或 更 多 因子 的 公式 。 在 〈5) RM (6) RPH x, Y, zM 
Feynman 参 数 。 我 们 来 证 明 (5) 式 而 把 〈6 》 式 以 后 请 式 的 证 明 留 给 读者 : 


1 


1 1 
ABC -Je (Ax + BO- XC 


-ja {Let ËP yy } 
A TONO 6 (CAx+B(-5))y+C0- x: 
=(〈5) 式 右边 。 


Eit, (5) 式 得 证 。 读 者 可 用 类 似 方法 去 证 明 〈6 ) 式 及 其 以 后 请 公式 。 


(二 ) 参数 化 方法 的 计算 公式 


与 Feynman 参 数 法 不 同 ， 不 采取 痊 并 分 坦 因 于 的 办 法 ， 而 是 拭 桂 播 函数 的 有 理化 分 
母 《 它 的 倒数 ) 表示 为 对 参数 a 的 积分 ， 
=——= i eit mi da, (7) 
p'+mt ie A 
一 ie 是 粒子 质量 平方 里 包含 的 一 个 小 虚 部 [回忆 第 五 章 (5.17 式 的 推导 过 程 ] 。 这 个 
小 虚 部 抽 供 一 个 阻尼 因 于 e-“*， 保 证 使 积分 在 上 眼 收 俩 。 仿 后 凡 ie 对 积分 有 影响 之 处 
就 将 它 显示 地 写 由 ， 反 之 ， 当 它 对 计算 结果 没有 影响 时 ， 就 把 它 隐 含 在 m: 里 。 
在 把 传播 子 分 母 琢 示 为 〈7 ) 式 的 积分 以 后 ， 常 常 需要 计算 如下 形式 的 收 统 积 分 。 
sa 由 eat [dasf a, as, susan (8) 
0 ° ° S: 


为 了 完成 此 积分 需 作 适 当 之 变 数 替换 。 为 了 雹 到 变数 替换 法 则 ， 首 先 令 

aans 1=1，2，… 了 上 《9) 
H (9) 式 易 得 daidaz……daz=mzdxidxa……dxz 设 0 的 取 值 范围 是 0 和 <<=， 
则 按 (8 ) RM (9) 式 有 0 <x<L 由 于 at 的 变化 范围 是 0 入 ct*<co， 故 在 1 的 取 值 


范围 内 必定 存在 5 Om -ai 一 az 一 ar) 8542 x. RAZ, RN: 
fadma, -ar-a = ao 


° 
把 (10) RMA (8) 式 积分 号 下 : 


A Sh SAN 
0 0 ° 
° oo o = 
= | da,f dasmmm| danf dnd 0-a, -asme - ar) f 0 ossessi ar), 
° ° ° ° 
再 把 (9) 式 代入 上 式 ， 
Joe ereere | dastasi wensen az) 
° o ° 


° o ° 
fam fda, f dass -f dard M-a,- a, -reo ay) fa Az, merar) 
0 0 ° ° 


oo 1 1 1 
= | nžan | ax, f dxa eresse | dand Ma asf xi x ee xr) 
° ° ° 


人 
om = B86), wo>d| 
四 


1 1 1 

= Í ne-1dn Í dx [4 [2875 G(1-x - x es xx) f N, X1, Ka ereer) 
° ° o ° 

在 此 式 右 边 完成 对 xz 的 积分 ， 消 去 8(1- xi 一 xz 一 …… 一 xr)， 但 因 xiyxzy…w…wxz-1 也 

是 积分 变数 ， 故 必须 要 求 在 所 有 x 的 变 域内 存在 8 (1 - xi - xs — ……ez) 的 宗 量 零 点， 

换言之 ， 上 式 对 各 个 xt 的 积分 并 不 是 彼此 独立 的 ， 当 同时 完成 对 xb xz，…… x 的 积分 

时 ， 训 有 下 式 成 立 : 


PETE E an 
为 此 ， 必 须 满足 如 下 诸 条 件 : 完成 积分 |dxz 后 应 有 _ 
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apa Sy Saday ny 
完成 积分 |dxz-1 后 应 有 

‘xr 1=1—X1— xg XL 
依 此 类 推 , 完 成 积分 jdxs 后 应 有 

Xs=1—xie 
车 同时 完成 对 x4, xs……xz 的 积分 ， 就 有 


Xy tXp tee +x = X, + (1— Xx) + (1—X1— xi) + ee 


+(1-x1-x:— 一 xD-s) f(1—x i — x: — 


xr-)= 1. 


ERRE OD 式 。 根 据 以 上 分 析 ， 我 们 确定 了 在 完成 积分 az 消去 8 函数 以 后 ， 各 
个 x 的 积分 限 : 

0<x,<1, 0<x,<1- Xi, OLX- Kl X, Xr m Xg 
因此 ， 我 们 的 积分 变数 替换 是 要 使 下 式 成 立 : 


的 a 
faafaa, iih | dasftanan paree ar) 

° 0 ° 

°° 1 1-xl 11- Ts 一 xz 一 
=-[wan[ax, f dxs axa f draf Oh Sikatai) 
0 0 0 ° ° 


比较 此 式 两 边 就 得 到 在 〈 8 》 式 里 进行 变数 替换 的 一 般 法 则 ; 
m=xm, l=1,2,%"L-1, (12)a 


ar= (1-xi—x,— es xr-i)0, 025 
da do, +... dar = Jdndx1dxs dxL-1s (13)a 
其 中 ，J 是 Jacobi 行 列 式 ， 其 值 为 
J =q G3)b 
新 变数 的 积分 范围 如 下 : 


OKI, Kx K1, OKx K1- iy eee 
(14) 


0<xr-i<1-xi- XL 
(=) n 维 空间 Y 和 矩阵 运算 
在 维 数 正规 化 里 ， 需 要 把 4 维 Minkowski 空 间 GEAM) 的 Y 矩阵 运算 推广 到 n 维 
Minkowski 空 间 〈 记 为 Ma) . n 可 为 任意 正 数 ， 也 可 为 复数 。 但 为 方便 起 见 ， 这 里 假定 
?为 小 于 4 的 任意 正 整 数 。 设 Yn 为 nx nE, L= 1 ,2 ，…"…n ， 第 n 维 是 时 间 。Yh 满足 
[ 注 1] 也 可 从 《12) 式 直接 求 得 《13) 6 R. 
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如 下 代数 关系 : 
{Yus Yv} = 25nv7w 
其 中 ，Tn 是 nxn 单位 矩阵 。 由 上 式 可 得 
YaYa = nla. 
由 (15) 、 (16) 式 可 以 证 明 以 下 诸 式 : 


YpyvwYa=2(E -DYw (€ z2- 


YuY*pYu =2(€ - Y° p. 

YaYiYrYa= 和 tr 一 2EYiYo 

YY"pY"gYn=4D*"9 一 2EY"pDY"g。 

YuYaYvYoYu = 一 2YpYvYa+ 2EYaYvYpy 

YaY*pY*gY*RYh= -2Y*RYeqY'p+2€Y*pY*qY*k, 
此 外 ， 定 义 以 下 二 式 ， 

Trl,= f(n), 

limf(n) = 4. 


n>4 

由 此 二 式 和 05), 060 两 式 又 可 得 到 如 下 求 迹 公式 ， 
TryaYv= f (0) dp 
Tr (奇数 个 Y 和 矩阵 之 积 ) = 0 
TryaYvYeYa = f (n) Cpad yp— dupdya + Duvdpa), 
Trysa,ysayysasysa = f(n)C(a,sa,a, sa, 


—a,sasassa,+aysa,assas). 


不 难看 出 ， 以 上 公式 当 n> 4 时 均 过 渡 到 4 维 空间 的 相应 公式 [ 见 附录 一 及 (1.74) 式 ]。 
我 们 这 里 给 出 (17)a 式 、 NaM 〈23)a 式 的 证 明 ， 其 余 公 式 可 用 类 似 方法 证 


BJ. 
证 明 (17)a 式 .利用 《15》 式 ， 
YuYvYu = Yu (25, — YuYy) = 2Yv 一 YaYaYv 
[KOE 
=2Yy—nyv=2(1 -p= 2(€ -DYv。 
证 明 《19)a 式 ， 
[CGEA] 
t 
YuYaYvYoYu = YuYaYv(2dpu — YuYo) = 2YoYaYs — YaYaYvYhYp 


ET š 
= = 2YoYvYa = YuYa (25va Yat Yh 


(15) 
(16) 


(17)a 


075 
(18)a 
(18)b 
(19)a 
a9)b 


(20)a 
(20)b 


(21) 
(22) 
(23)a 


(23)b 
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= —2YoYvYa = 2YvYaYo + YuYaYuY Ye 


= = 2YpYvYa +2YaY Yo +2( € — 1) YaYvYo 


= 一 2YpYvYa+2EYaYvYp。 
倘若 利用 〈18)a 式 ， 可 使 上 述 证 明 大 大 简化 ， 请 读者 去 做 。 
证 明 (23)a 式 ， 

TrYuY YoYo = TrYoYuYvYp = Tr( (2duo — YpYo) YvYe) 

= 2dhoTryvYp— TrYuYoYvYp J 2f (ndpad wo— TryaYaY Yo, (24) 
按照 《24) 式 可 直接 写 出 以 下 二 式 ， 

TryuYoY Yo = 2f (n) buobvo 一 Tryaypyoyvw (25) 

TryuYeYeYv = 2f (0 mbpo — TryuYsYeYos (26) 
把 (26) RRA (25) 式 ， 再 把 所 得 式 代入 《24) 式 即 得 待 证 式 (29a, 


m RIAR 


f Cr ama _m-GQ-Dn+1[__ z"dx 
(ax" +e): ne(l-1) (ax" +c)! ~ ncll-1) J (ax"+ cF 
( 式 中 ，n>> 0，/>> 0) (27) 
x x b 
j= dz= 立 -和 nox+b)， (28) 
asas = xInax — x, (29) 
xt 
[norazx = Zina — 25 (30) 
2 4 
xdx 1 b dx 
— 1 hd a gel PE G 
TT Fas ax tbet) £) axt+bx+c S9 


f x"dx PP =s ef x"-tdx 


axi+bx+c (n-1)a “aj axt+bx+e 


_ b [__ s ds 
al axrtoxto’ ">1 G2 


以 上 (27) 式 一 G) 式 可 查阅 任何 一 本 数学 手册 或 积分 表 。 


= 
| Lena nm =h ; (33) 
) 4 


其 中 ，A4 和 B 均 含有 小 虚 部 +ie。 此 式 取 自 N.N. BOGOLDUSSOV, D.V. SHIRKOV, 
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《Quantum Fields》p338，Benjamin/Cummings Publishing Gompany, kee., 1983. 
4 维 高 斯 积分 公式 : 


Jasa +z = lu ia, (34) 
ia 


n 维 高 斯 积分 公式 Cn 为 正 整数 ) 


[ape np = r 
i 
(35) RHP, b 都 是 维 矢量 。 
对 《34) RENAT: 


)*e ibt/a, (35) 


+>, +o 
Ja9eens nan = TI dpse' op} +2b;p;) f dpoe-i (api +2bope), (36) 
Jod"! -oo 
我 们 从 一 维 高 斯 积分 公式 出 发 [六 1]: 


+o 


| = (Ew c m/aa, (37) 
ia 
Ses 
因此 ， 
+ + 
Í dpsei(op} +2bips) = Í dpie i p} +i(2bs) ps 
ss EA 
=( T )% e7 4374o (5e 动 3/a ， (38) 
+as L w 
[aÚ OP Cru sana, (39) 
ïa 
=e 


把 (38), (39) 一 并 代入 〈36) M G) R. 
对 (35) 式 证 明 如 下 ， 原 式 左边 可 写 为 


en 1 +o 
Í TI dpe‘ op} +it2bi) ps Í dpoe- tapi +i(~2bo) po 
< "1 =% 
CE- n-1 
b (YY y pS b | yw ¿b sl Qua, 
Gea) ° [|-> G ee = pae 
= 待 证 式 右边 。 


[ 注 1] SR. P. Feynman, A. R. Hibbs «Quantum Mechanics and Path Integrals», pp356—360, 
McGraw-Hill，Inc,，1965。 我 们 这 里 将 此 书 公式 稍 作 变 化 : 0 ia, bip, 


关于 工 函 数 的 积分 定义 : 


oo 


Dea) =| etidi, Re(z)>0 I wo 
° 
也 可 改变 上 式 之 积分 路 线 ， 使 之 成 为 从 t= 0 到 1 = coe% 的 一 条 直线 ，191 <x/2, KB+ 
(40》 式 成 为， 
ooe" à * 
T(z) = f e-ttt-idt, Re(z)>0 un 


(40) M (41) 两 式 取 自 王 竹 溪 、 郭 教 伍 ，《 特 殊 函 数 概论 》，?p105， 科 学 出 版 社 ， 
1965。 
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